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 ГОСТ 7.1–2020 – «Ақпарат, кітапхана және баспа ісі саласындағы стандарт тар жүйесі. Библиографиялық жазба. Библиографиялық сипаттама. Жалпы талаптар мен құрастыру ережелері https://online.zakon.kz/Document/?doc_id=30039167



БЕЛГІЛЕУЛЕР МЕН ҚЫСҚАРТУЛАР 
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ҚР ҒЖБМ – Қазақстан Республикасының Ғылым және жоғары білім министрлігі
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РФ – Ресей Федерациясы
РҒА – Ресей ғылым академиясы
МЭИ – Мәскеу энергетикалық институты


КІРІСПЕ

Зерттеудің өзектілігі. Эллипстік теңдеулер мен жүйелер үшін шеттік есептер дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің маңызды салаларының бірі болып табылады. Эллипстік теңдеулерді бұрыштық нүктелері бар облыстар үшін зерттеу алғаш И. Радонның [1] жұмысында кездеседі. Жазықтықта Лаплас операторы үшін бұрыштық нүктелері бар облыстағы шеттік есептерді облыс шекарасындағы интегралдық теңдеулерге келтіру әдісін бірінші болып қолданды. Бұл әдіс кейінірек те, функциялар теориясында [2], серпімді жазық теориясында [3], жалпы эллипстік есептер теориясында [4] өз қолданысын беріп, зерттеулерге негіз болды.
Эллипстік теңдеулерді аналитикалық функциялар теориясының әдістерімен зерттеу бағыттары өз бастауын А. Пуанкаре [5], Р. Гильберт [6, 7], Т. Карлеман [8,9], И.Н. Векуа [10] және И.И. Приваловтың [11] еңбектерінен бастау алады. Бұл тәсіл бастапқы дифференциалдық есептерді функциялар теориясындағы шеттік есептерге келтіреді. А. Пуанкаре мен Р. Гильберттің жұмыстары аналитикалық жалғастыру мен функционалдық кеңістіктер ұғымдарын енгізу арқылы осы әдістердің негізін қалаған. Т. Карлеман эллипстік теңдеулердің жалғыз шешімділігі мен жалғастыру есептерін бағалау әдістері арқылы қарастырса, И.И. Привалов сингуляр интегралдар мен аналитикалық функциялардың шекаралық мәндерін зерттеу арқылы теорияны дамытты.
Өткен ғасырдың екінші жартысында эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептер теориясының дамуына көптеген математиктер үлкен үлес қосты. Солардың кейбірін атап өтсек: S. Agmon, F. Browder, L. Bers, J. L. Buchanan, A. Douglis, R. P. Gilbert, L. Hormander, А. John, L. Nirenberg, M. Schechter, М.С. Агранович, И.А. Бикчантаев, И.Г. Петровский, И.Н. Векуа, А.В. Бицадзе, В.С. Виноградов, М.И. Вишик, Л.Р. Волевич, А.И. Вольперт, С.А. Назаров, Б.А. Пламеневский, Я.A. Ройтберг, Р.С. Сакс, О.А. Ладыженская, В.А. Солонников, А.П. Солдатов, З.Г. Шефтель. Бұл толық тізім емес одан әрі кеңейтуге де болады.
Қазақстандық математиктердің де үлестерін, олардың ішінде М.Ө. Өтелбаев, Т.Ш. Кәлменов, Н.К. Блиев, М.Ә. Садыбеков, Б.Х. Турметов, Б.Е. Канғужин, Б.Д. Қошановтардың жұмыстарын атап өтуге болады. Аналитикалық функциялар үшін шекаралық есептерін зерттеу бағыттағы әдістерді жүйелі түрде дамытқан ғалымдардың бірі - И.Н. Векуа [12]. Ол нақты аналитикалық коэффициенттері бар эллипстік теңдеулер үшін псевдоаналитикалық функциялар теориясына сүйене отырып, функциялар теориясындағы әдісті жетілдірді. И.Н. Векуа ұсынған тәсілдер теңдеудің шешімін шекара бойында сингулярлық сипаттағы интегралдық теңдеулерге дейін түрлендіру және олардың фредгольмдік қасиеттерін зерттеуге мүмкіндік береді.
Аналитикалық функциялар үшін Риман-Гильберт есебі негізгі шеттік есептердің бірі болып табылады. 1857 жылы аналитикалық функциялар үшін алғаш Б.Риман есепті келесідей қойған [13]: Нақты және жорамал бөліктерінің облыс шекарасындағы белгілі арақатынасы бойынша D облысында аналитикалық функцияны табудан тұрады, бірақ оны шешу жолын көрсетпеген. Бұл есептің толық шешімін Гильберт жұмысында берді, ол бірбайланысты облыста нақты және жорамал бөліктері облыс шекарасында 





шартты қанағаттандырса, мұндағы , онда аналитикалық функция бар екендігі. Осыған орай бұл есепті Риман-Гильберт есебі деп атайды.
Өткен ғасырдың 50-ші жылдары И.Н. Векуа [12], Ф.Д. Гахов [14], Н.И. Мусхелешвили [15] еңбектерінде аталған есепті зерттеуді аяқтады, яғни бұл жұмыстар Риман-Гильберт есебі мен Б. Риманның қойылған сызықты түйіндес есебімен өзара тығыз байланысты.
Эллипстік шеттік есептер теориясында жалпы эллипстік жүйелерге арналған фредгольмдік есептерді қою ерекше маңызға ие. Мұндай есептерді зерттеу алғаш рет А.В. Бицадзенің [16] еңбектерінде қаланған. Ол өз еңбектерінде эллипстік жүйелердің шешімдерін сипаттауда аналитикалық функцияларды ғана емес, олардың белгілі бір ретті туындыларын да пайдаланған. Кейінірек А.П. Солдатов [17] осы тәсілді едәуір жеңілдетіп, аналитикалық функциялардың орнына бірінші ретті канондық эллипстік жүйелердің шешімдерін қолдануды ұсынды. Өз кезегінде А. Дуглис [18] аналитикалық функциялар теориясының негізгі қасиеттерінің  эллипстік жүйелердің шешімдеріне де жүретіндігін дәлелдеді.
Эллипстік есептердің маңызды бір бағыты – нормаль туындылы шеттік есептерді зерттеу. Бұл бағытта алғаш рет А.П. Солдатовтың келесі [19-22] жұмыстарын атап кеткен жөн. Жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін нормаль туындылары бар жалпыланған Нейман және Дирихле–Нейман типіндегі есептердің шешімділігі Б.Д. Қошанов пен А.П. Солдатовтың [23-25] мақалаларында зерттелді. Бұл жұмыстарда шекаралық дифференциалдық операторлардың үйлесімділігін сипаттайтын шарттар жүйесі ұсынылды, есептің фредгольмді шемімділігі анықталды және аталған индекс формуласы есептелді. Эллипстік теңдеулерге, аралас типті теңдеулерге және жоғарғы ретті дифференциалдық теңдеулерге қойылған есептер және олардың негізгі қасиеттері [26-40] жұмыстарда кеңінен зерттелген. 
Осы диссертациялық жұмыс жоғарыда аталған және [41-45] еңбектердің үйлесімді жалғасы болып табылады. Алғашында жоғары ретті эллипстік теңдеулер үшін бірбайланысты облыстарда зерттеледі, соңынан көпбайланысты облыста зерттеледі. Төртінші және алтыншы ретті эллипстік теңдеулер үшін нормаль туындылары бар жалпыланған шеттік есептердің шешімділігі дәлелденіп, олардың фредгольмділігінің индексі аналитикалық жолмен есептелген. Бұл нәтижелер қазіргі зерттеу жұмысының тікелей теориялық негізін құрайды.
Қазіргі таңда локальді емес шеттік шарттардың эллипстік операторларға әсері және есептің шешімінің бар болуы мен бірмәнділігі үшін қажетті шарттар [46-77] еңбектерінде дамуын тапты. Бұл еңбектерде эллипстік есептерді қарастырудың жаңа тәсілдері – интегралдық операторлар, фредгольм теориясы және сингулярлық теңдеулер әдістерін кеңінен енгізді.
Зерттеудің мақсаты. Бұл диссертациялық зерттеу бірбайланысты және көпбайланысты облыстарда нормаль туындылы жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептердің шешімділігіне бағытталған.
Зерттеудің міндеттері. Диссертациялық жұмыстың негізгі мақсатына жету үшін келесі зерттеу міндеттері қойылған:
– Жазықтықтағы нормаль туындылы жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептерді бірбайланысты облыстарда қою және оларды фредгольмді шешімділікке зерттеу.
– Жазықтықтағы нормаль туындылы жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептерді көпбайланысты облыстарда қою және оларды фредгольмді шешімділікке зерттеу, сонымен бірге, индексінің формуласын алу.
– Жоғарыда аталған есептің фредгольмді шешімділік шарты мен қосалқы шарттың (яғни Шапиро-Лопатинский шартымен) эквиваленттілігін дәлелдеу. 
– Шекарада нормаль туындылары бар төртінші және алтыншы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептерді фредгольмді шешімділігіне зерттеу. 
– Көп өлшемді сызықты емес эллипстік теңдеулер үшін локалді емес шеттік шартты есептерді шешімділікке зерттеу.
Зерттеудің нысаны. Бірбайланысты және көпбайланысты облыстарда нормаль туындылы жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін локалді және локалді емес шеттік есептер.
Зерттеу пәні. Эллипстік теңдеу үшін жалпыланған Нейман және локалды емес шеттік шартты есептер.
Зерттеу әдістері. Диссертацияда функциялар теориясының, функционалдық талдаудың және сызықтық алгебраның әдістері, сонымен қатар сингулярлық интегралдық теңдеулер теориясының әдістері, жалпыланған Коши типті интегралдар, аналитикалық функциялар және 𝐽-аналитикалық функциялар теориясының әдістері, компактілік және монотондылық әдістері қолданылады.
Жұмыстың ғылыми жаңалығы. Жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін бірбайланысты (көпбайланысты) облыстарда нормаль туындылары бар шеттік есептер қойылған және олардың фредгольмді шешімділігі зерттелген және индексінің формуласы есептелген; жоғарыда аталған шеттік есептердің фредгольмді шешімділігі туралы теоремалар және оларға пара-пар (эквивалентті) теоремалар дәлелденген; жазықтықта жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін бірбайланысты облыста нормаль туындысы бар шеттік есептің фредгольмді шешімділік шарты мен қосалқы шарттың (Шапиро-Лопатинский шартымен) пара-парлығы (эквиваленттілігі) дәлелденген; шекарада нормаль туындылары бар төртінші және алтыншы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептердің фредгольмді шешімділігі зерттелген; көп өлшемді сызықты емес эллипстік теңдеулер үшін локальді емес шеттік шартты есептердің шешімділігі зерттелген.
Диссертация нәтижесі теориялық түрде сипат алады. Бұл диссертациялық жұмыста жазықтықта жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін көпбайланысты облыста нормаль туындысы бар шеттік есептердің фредгольмді шешімділігін зерттеудің әдістемесі құрастырылған. Олар арнайы функционалдық кеңістіктерде зерттелген.
Сонымен қатар, алынған нәтижелер эллипстік типтегі дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің теориясына қосар үлесі зор. Жазықтықта жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін көпбайланысты облыста нормаль туындысы бар шеттік есептердің фредгольмді шешімділігін зерттеудің қолданбалы мәні оның іс-жүзіндегі мәнін анықтайды.
Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы. Зерттеудің теориялық маңыздылығы жазықтықта жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін бірбайланысты және көпбайланысты облыстарда нормаль туындысы бар шеттік есептерді фредгольмді шешімділікке зерттеуде қолданылатын жаңа әдістердің дамуымен тікелей байланысты. Бұған дейін мұндай және осыған ұқсас есептер Гёльдер бойынша үзіліссіздік шартымен зерттеліп келген. Ал бұл жұмыста Гёльдер үзіліссіздігіне қойылатын шарттар өзгеріп, есептердің шешімін кеңірек кеңістіктерде іздеу мүмкіндігі қарастырылған. Бұл теориялық тұрғыдан шеттік есептердің жаңа қасиеттерін ашуға және олардың шешімдерін тереңірек түсінуге жол ашады. Зерттелетін функционалдық класстардың есептің шартына және қарастырылып отырған облыстардың структурасына да байланысты. Осы жағынан да диссертациядағы зерттеліп отырған нысандар өте маңызды. Зерттеудің практикалық маңыздылығы әртүрлі салалардағы математикалық модельдеуге қатысты. Шеттік есептер серпімді пластиналардың тербелісі, көпқабатты құрылымдардың тұрақтылығы, жылу ағыны және толқындық процестер сияқты инженерлік және физикалық модельдерде тікелей қолданылады. Бірбайланысты және көпбайланысты облыстарда жоғарғы ретті эллипстік теңдеулерге арналған шеттік есептерді зерттеу әдістерін әзірлеу, қолданбалы есептерді шешуде айтарлықтай өз үлесін береді. Осылайша, зерттеу жұмысы математикалық теорияны кеңейтумен қатар, оны тәжірибеде қолдану мүмкіндігін арттырады, бұл оны ғылыми және практикалық тұрғыдан ерекше маңызды етеді.
Қорғауға ұсынылатын негізгі тұжырымдар.
1. Жазықтықта жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін бірбайланысты облыстарда нормаль туындысы бар шеттік есептер қойылған және олардың фредгольмді шешімділігі зерттелген;
2. Жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін көп байланысты облыстарда нормаль туындылары бар шеттік есептер қойылған және олардың фредгольмді  шешімділігі зерттелген және индексінің формуласы есептелген; 
3. Жоғарыда аталған шеттік есептердің фредгольмді  шешімділігі туралы теоремалар және оларға пара-пар (эквивалентті) теоремалар дәлелденген; 
4. Шекарада нормаль туындылары бар төртінші және алтыншы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептердің фредгольмді шешімділігі зерттелген;
5. Жазықтықта жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін бір байланысты облыста нормаль туындысы бар шеттік есептің фредгольмді шешімділік шарты мен қосалқы шарттың (Шапиро-Лопатинский шартымен) пара-парлығы (эквиваленттілігі) дәлелденген; 
6. Көп өлшемді сызықты емес эллипстік теңдеулер үшін локальді емес шеттік шартты есептердің шешімділігі зерттелген.
Жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен байланысы. 
Диссертациялық жұмыс «Математика, механика, астрономия, физика, химия, биология, информатика және география салаларындағы іргелі және қолданбалы зерттеулер» бағытының (2024-2026, AP23488302 «Ақырлы өлшемді кеңістікте сызықты емес теңдеулердің бір классының шешімдеріне бірқалыпты бағалаулары») жобасы бойынша ғалымдардың зерттеулерін гранттық қаржыландыру шеңберінде орындалды.	
Автордың жеке үлесі. Диссертацияда алынған барлық ғылыми нәтижелер автордың ғылыми кеңесшілерімен бірлесіп және тікелей қатысуымен алынды. Автор зерттеу әдістерін әзірлеуге, есептердің шешімін табуға және алынған нәтижелерді талдауға белсенді түрде атсалысты. Ғылыми кеңесшілер есептің дұрыс қойылуына, зерттеудің негізгі бағыттарын айқындауға және алынған нәтижелерді талқылауға өз үлестерін қосты.
Диссертациялық жұмыста ұсынылған ғылыми тұжырымдардың, қорытындылар мен нәтижелердің шынайылығы мен негізділігі. Жүргізілген зерттеулердің дұрыстығы мен негізділігі әзірленген және пайдаланылған әдістердің конструктивтілігімен қамтамасыз етіледі. Әр бөлімде қарастырылған есептерге көмекші мәлімдеме лемма түрінде тұжырымдалған және олар қатаң дәлелденген, ал жалпы тұжырым теорема түрінде және олардың дәлелдемелері нақты баяндалған, сондай-ақ жұмыс нәтижесінің сенімділігі мен жаңалығы Web of Science және Scopus халықаралық ғылыми-метрикалық базаларға кіретін рейтингтік рецензияланған басылымдарда жариялануымен расталған.  
Жұмыстың апробациясы. Диссертациялық зерттеудің негізгі нәтижелері мен ғылыми тұжырымдамалары келесі халықаралық ғылыми конференциялар мен семинарларда баяндалып, талқыланды:
«Современные методы теории краевых задач» атты XXXII Воронеж көктемгі математика мектебі аясындағы «Понтрягинские чтения – ХХ» халықаралық ғылыми конференциясы (Воронеж қ., Ресей, 2019 жылғы 3–9 маусым);
«Современные методы математической физики и их приложения» атты халықаралық ғылыми конференциясы (Ташкент қ., Өзбекстан, 2020 жылғы 17–18 қараша);
VII World Congress of Turkic World Mathematicians (TWMS Congress-2023) – Түркі әлемі математиктерінің VII Дүниежүзілік конгресі (Түркістан қ., Қазақстан, 2023 жылғы 20–23 қыркүйек);

Математика және математикалық моделдеу институтында өткен дәстүрлі халықаралық сәуір ғылыми конференциялары мен практикалық семинарлары (Алматы қ., Қазақстан, 2019, 2020, 2021 жж.);
«Жаратылыстанудағы кері және қисынды емес есептер және жасанды интеллект» атты Еуразиялық ғылыми конференциясы (Алматы қ., Қазақстан, 2024 жылғы 16–20 сәуір);
«Теоретические и прикладные вопросы математики, механики и информатики» атты профессор М.И. Рамазановтың 70 жасына арналған конференциясы (Алматы қ., Қазақстан, 2019 жылғы 12–13 маусым);
«Актуальные задачи математики, механики и информатики» атты профессор Т.Г. Мустафиннің 80 жылдығына арналған конференциясы (Қарағанды қ., Қазақстан, 2022 жылғы 8–9 қыркүйек);
Абай атындағы Қазақ ұлттық педагогикалық университеті, Математика және математикалық моделдеу кафедрасының ғылыми семинарлары (жетекші – ф.-м.ғ.д., профессор Бердышев А.С., Алматы қ., 2026 жыл).
Жарияланымдар және ізденушінің жеке үлесі. Диссертациялық зерттеудің негізгі нәтижелері бойынша барлығы 16 ғылыми еңбек жарияланды: 
Халықаралық дерекқорлардағы мақалалар: 4 мақала Scopus және Web of Science дерекқорларына кіретін жоғары рейтингілік халықаралық журналдарда жарық көрген (оның ішінде 1 мақала – Q1 (92%), 2 мақала – Q4 (19%), 1 мақала – Scopus базасында (5%)) және 1 мақала РИНЦ базасындағы ғылыми басылымда жарияланған.
1. Aitzhanov S.E., Koshanov B.D., Kuntuarova A.D. Solvability of Some Elliptic Equations with Nonlocal Boundary // Mathematics, Volume 12, Issue 24, (4010) P.1-12. https://doi.org/10.3390/math12244010
2. Koshanov B.D., Baiarystanov A., Dosmagulova K.A., Kuntuarova A.D., Sultangazieva Zh.B. On the Schwarz problem for the Moisil-Teoderescu system in a spherical layer and in the interior of a torus // Journal of Mathematics, Mechanics and Computer Science. – 2022. Vol 114 (2), P.33-42. 
https://doi.org/10.26577/JMMCS.2022.v114.i2.04
3. Кошанов Б.Д., Кунтуарова А.Д. О фредгольмовой разрешимости обобщенной задачи Неймана // Прикладная Математика и Физика 2021, 53(1). С.31-39. http://dx.doi.org/10.18413/2687-0959-2021-53-1-31-39
4. Koshanov B.D., Kuntuarova A.D. Equivalence of the Fredholm solvability condition for the Neumann problem to the complementarity condition // Journal of Mathematics, Mechanics and Computer Science, №111 (3), 2021.Р.39-51  https://doi.org/10.26577/JMMCS.2021.v111.i3.04
5. Kuntuarova A.D., Soldatov A. P. Generalized Dirichlet-Neumann problem for a fourth-order elliptic equation // Uzbek Mathematical Journal 2025, Volume 69, Issue 2, pp.165-172. DOI:10.29229/uzmj.2025-2-15
Барлығы 11 тезис жарияланды, оның ішінде 2 тезис алыс және жақын шет елдерде (Воронеж, Ташкент) өткен халықаралық конференцияларда, ал 9 тезис елімізде ұйымдастырылған халықаралық ғылыми-практикалық конференциялардың жинақтарында басылып шыққан. Бұл жарияланымдар диссертацияның мазмұнымен байланысты, алынған зерттеу нәтижелері бойынша докторанттың дербес еңбектері болып табылады.
Диссертацияның авторы шетелдік ғылыми жетекшісі ф.-м.ғ.д., профессор А.П. Солдатовқа, отандық ғылыми жетекшілері: ф.-м.ғ.д., профессор Б.Д. Қошановқа және ф.-м.ғ.к., қауымдастырылған профессор С.Е. Айтжановқа есепті қойып, оны шығаруға, жұмысты дайындау барысында ықпал етіп, қолдау көрсеткендеріне ризашылығын білдіреді. 
Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс стандартты бөлімдерден құралған: кіріспеден, екі тараудан, қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер тізімінен.
Диссертацияның негізгі мазмұны. Диссертациялық жұмыстың кіріспе бөлімінде зерттеу тақырыбының өзектілігі мен ғылыми жаңалығы негізделіп, зерттеу мақсаттары айқындалған. Қойылған мақсаттарға жету үшін шешілуі тиіс нақты ғылыми міндеттер тұжырымдалып, қорғауға ұсынылатын негізгі ғылыми нәтижелер мен қағидалар көрсетілген. Сонымен қатар, жұмыстың құрылымы мен негізгі мазмұнына қысқаша шолу берілген.
Бірінші бөлімде жазықтықтағы нормаль туындылы жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептерді бірбайланысты облыстарда қойылуы қарастырылады.









 облысы тегіс  контурымен шектелген болсын.  контурының  нүктесінде жүргізілген ішкі нормаль  болсын.  контуры  класына жатса, онда  болады. Осы  облысында келесі түрдегі жоғарғы ретті эллипстік теңдеуді қарастырамыз:


                            (1) 




мұндағы  Сипаттамалық көпмүшенің түбірлері нақты осьте жатпайды және 




болғанда эллипстік шарт орындалады. Осылайша,


                                      (2) 





мұндағы  жоғарғы жарты жазықтықта жататын әр түрлі түбірлері және олардың еселіктерінің қосындысы   -ге тең. Дирихле-Нейманның жалпыланған есебінің шешімін табу деп, (1) теңдеуінің D облысында келесі шеттік шарттарды қанағаттандыратын  функциясын табуды айтамыз


                                        (3)


мұндағы  сыртқы бірлік нормальді көрсетеді. Бұл жерде шекаралық

дифференциалдық оператор ретінде ші ретті нормаль туындысы келесі
формуламен анықталады






  контурының қалыпты параметрленуі болсын.



Бекітілген  нүктесінен сағат тіліне қарама - қарсы бағытталған доғаның ұзындығы s параметрі болып табылады. Cәйкесінше,      жанама бірлік векторы  нормальмен теңдігімен байланысады.


Одан әрі  Γ  класына жатады деген болжаммен 




периодтық функциясы ретінде аламыз. жағдайында бұл шартты күшейтеміз  қандай да бір. Осыған байланысты  деп,



барлық  үшін  кластарының бірігуін түсіну ыңғайлы. Атап айтқанда, Γ барлық мәндері үшін осы классқа жатады.

	  Сонымен,  функциялары, демек шекаралық дифференциалдық


операторлардың коэффициенттері (3)  және 
  класына жатады. (1) теңдеудің шешімі келесі функциялар класынан ізделінеді

                 (4) 


Өйткені бұл  класстың  элементтері үшін  


,



теңдеуінің  оң жағы  кеңістігіне тиесілі болуы керек. Оператордың фредгольмді шешімділігі және есептің индексі келесі шенелген операторға қатысты анықталады










(1) теңдеуі мен (3) шеттік шартын ескере отырып  және  (  жәнe  өлшемді) матрицаларды аламыз. Осылардың көмегімен   ( өлшемді) матрицалық функция құрылады.

Теорема 1.  Егер


                                                                                           (5)


шарты орындалса, (1), (3) есебі  кеңістігінде фредгольмді шешімді және оның индексі келесі формуламен анықталады:


                                       (6)


мұндағы  контуры бойынша аргументтің үзіліссіз тармағының өсімшесі сағат тіліне қарсы бағытта жүзеге асады.  Келесі екі жағдайды жеке қарастырайық:


                                              (7)

(а) және (b) жағдайында есептер фредгольмді шешімді және индексі 0-ге тең болады.




Әлбетте, (5) шарт тек  сандар жиынына тәуелді, сондықтан бекітілген  үшін орындалған кезде (1), (3) есебі кез-келген облыста фредгольмді шешімді болады.  (2) сипаттамалық теңдеудің барлық әртүрлі түбірлері болсын. Осы -ға байланысты бөлшек сызықты функцияларын енгіземіз


,                                       (8)




мұндағы Γ контурына  бірлік жанама векторынан тәуелділігі анық көрсетілген. Нақтылық үшін  векторы  D облысына қарағанда оң бағытталған болсын, яғни D облысы осы вектордың сол жағында орналасқан.
Атап айтқанда,








  –векторлық функциясына негізделген нүктелерінің маңайындағы аналитикалық  блок матрицасын енгіземіз


                                                                       (9)    


мұндағы  матрицасы келесі баған векторларынан тұрады





Төмендегі  ретінде қолданылатын вектор




Теорема 2.  Жоғарыдағы белгілеуді қолданып (1), (3) есебі фредгольмді шешімді болады сонда  тек сонда ғана, егер


                            (10)


мұндағы  шеңберді білдіреді. Есептің индексі бүтін санмен анықталады 


                      (11)


 бойынша шеңбер аргументінің үзіліссіз өсімшесі сағат тіліне қарсы бағытталады. Фредгольмді шешімділікке және соған сәйкес индекс формулаларына қатысты келесі нәтижелерге назар аударайық.


Теорема 3. Айталық  көпмүшесі айнымалылары арқылы


                                                             (12)

матрицасы негізінде


                                                                               (13)



вектор-функциясына байланысты анықталсын және -осы көпмүшеге кіретін-дің ең жоғарғы дәрежесі болсын. Онда


                                    (14)




функциясы  дәрежелі көпмүше болады. (1), (3) есебінің класындағы фредгольмдік шарты  көпмүшесінің нақты осьте нөлдерінің болмауымен пара-пар, ал оның индексі келесі формула арқылы беріледі


                                                                                    (15)


Мұндағы –көпмүшеліктің жоғарғы жартыжазықтықтағы жатқан нөлдерінің саны және олардың еселіктерін ескере отырып алынған.










Жалпы түрдегі төртінші ретті эллипстік теңдеуді бөлек қарастырайық. Айталық,  облысы тегіс контурымен шектелген және  контурына  нүктесінде жүргізілген ішкі нормаль  болсын.  контуры  класына жатады, мұндағы , ал бұл дегеніміз  функциясының доғаның ұзындығының параметріне қатыcты  класына жататынын білдіреді. Осы облыста келесі түрдегі төртінші ретті теңдеуді қарастырамыз:


        (16)





 коэффициенттері және   және оң жағы 

Оның шешімі мына функциялар класcынан ізделінеді  





Эллипстік шартты дегеніміз теңдеудің  сипаттамалық көпмүшесінің нақты түбірлері жоқ дегенді білдіреді. Атап айтқанда, екі жағдай болуы мүмкін:  және , бұл жағдайларда жоғарғы жарты жазықтықта, сәйкесінше, осы көпмүшенің екі әртүрлі ,  түбірлері жатсын және еселі  бір ғана түбірі болсын. Осылайша,


 (17) 

Осы (16) теңдеуі үшін келесідей шеттік есеп қойылады


                                                        (18)


Лемма 1. а)  бекітілген нүктесі  болсын. 


                                                        (19)


[bookmark: MTBlankEqn]шартын қанағаттандыратын әрбір функциялар жұбы үшін:




деген функциясын келесі формуламен 




сәйкестендіріп қоямыз. Бұл сәйкестендіру D облысы бірбайланысты болғандықтан дұрыс, бірмәнді анықталады.

в) (19) формуласымен өрнектелген  операциясы керіленеді және осы кері оператор 

                            (20)
формуласымен жүзеге асады. 
Енді осы операторға ұқсатып келесі опрацияны қарастырамыз


                                                       (21)



Бұл әрбір  скаляр функциясын  вектор- функциясына сәйкестендіреді.  Келесі скаляр функциялар класын енгіземіз


             (22)

және келесі вектор- функциялар класын да енгіземіз


     (23)



Лемма 2. (21) формуласымен өрнектелген     операциясы керіленеді және осы кері оператор  келесі тізбектелген қарым-қатынастар арқылы анықталады





Жалпы жағдайда, кез-келген  функциясы келесі түрде 


                                                  (24)





бірмәнді өрнектеледі, мұндағы  және-екінші дәрежелі скаляр көпмүшеліктердің (полиномдардың) класы, яғни Қорыта айтқанда, (16) теңдеуі  жұбына байланыстырып келесі формасымен өрнектеледі 


        (25)



мұндағы  және  

Енді осы теңдеуге  классын анықтайтын (23) қатынастарын қоса отырып, онда (16) теңдеуіне эквивалентті теңдеулер жүйесін аламыз. Оны келесі түрдегі матрицалық теңдеу түрінде жазу ыңғайлы:


              (26)
Мұндағы





және  векторлар. Нәтижесінде, 2-ші және 3-ші Леммалардың негізінде (18) шеттік шарттар келесі түрде жазылады


                                                   (27)
мұндағы




(26)-де кездесетін A матрицасын Жордан формасына келтіруге болады:


                                                          (28)


мұндағы  осы матрицаның меншікті мәндеріне сәйкес келетін жоғарғы үшбұрышты Жордан ұяшықтарынан құралған. (2), (13) ескере отырып және осы матрицаның нақтылығына байланысты B және J матрицаларын мына шартқа бағындыра аламыз:


                                   (29)

Екі жағдайға сәйкес (2) теңдеуінде былай деп алуға болады:





                                     (30)


Сонымен, (16) теңдеуден және (18) шеттік шарттарын ескеріп тікбұрышты С және В матрицаларының өрнектерінен көрініп тұрғандай,  матрицасы үшін сипаттамалық теңдеудің екі жағдайына (i) және (ii) сәйкес, бізде нақты өрнек бар.


                             (31)





Мұндағы  Айта кетейік, мұнда және G матрицасы іс жүзінде  айнымалысына тәуелді, өйткені  осы айнымалының функциясы болып табылады.


Теорема 4. Онда (16), (18) шеттік есебі  класында фредгольмді шешімді сонда тек сонда ғана, егер (31) теңдікте анықталған  матрица-функциясы керіленетін болса. Осы шарт орындалса, есептің индексі төмендегі формуламен есептелінеді:


                                                                                             (32)

(31) матрицасының анықтауышын төмендегі түрде жазамыз


     (33)

мұнда туынды екінші аргумент бойынша алынады.




Теорема 5. Айталық,  мұндағы  және  Онда (16), (18) есебінің фредгольмді шешімділігі келесі шартпен пара-пар


                                                                  (34)

және оның индексі төмендегі формуламен беріледі


                                                           (35)




Теорема 6. Контур  байланысқан компоненттерден тұрсын:  мұнда   барлық контурларды қамтиды және келесі шарт


,          (36)

(16), (18) есебінің фредгольмді шешімділігінің шарты болып табылады. Оның æ индексі келесі формуламен есептелінеді:








мұндағы  тең,   және  жағдайларында  -нің мәні 1-лемма бойынша анықталады. Мысал 1.




.

Бұл теңдеу үшін К-03:







5-ші теорема бойынша фредгольмді шешімді, себебі :  және  cебебі 

Мысал 2.  




. Бұл теңдеу үшін К-03 есебін қарастырамыз: 5-ші теорема бойынша фредгольмді шешімді, себебі  және индексі  тең себебі 
Екінші бөлімде келесі теорема дәлелденген. 




Теорема 7. (7) шарт орындалады, яғни  сонда тек сонда ғана, егер де  көпмүшеліктері көпмүшелігінің модулі бойынша сызықты тәуелсіз болса.
Локалді емес шеттік шартты эллипстік теңдеулердің шешімділігі зерттеледі. Ізделінді шешім мен шешім ізделінетін облыстағы сол шешімнің шекаралық және ішкі нүктелеріндегі туындыларының мәндерін байланыстыратын шеттік шарттары бар есептерді локалді емес есеп деп атайды. Бұл есептер Дирихле немесе Нейман шарттары сияқты классикалық шеттік шарттарды  кеңейтеді, олар локалді болып табылады және облыс шекарасындағы мәндерімен анықталады. 
1-есептің қойылымы. 




	Айталық,  цилиндр,  шектелген облыс,  тегіс шекарасы бар,  цилиндрдің бүйір беті. 

 цилиндрде сызықтық емес теңдеуді қарастырайық


					(37)

және  шеттік шарттары 


						(38)

				(39)




мұндағы   берілген функция,  және   тұрақтылар, 


.


 кеңістігін төмендегідей анықтайық:




және оның нормасы




 кеңістігі ретінде




және оның нормасы





Анықтама 1. (37)-(39) шеттік есебінің жалпылама шешімі деп (38), (39) шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын   функциясын айтамыз:





мұндағы .


       Теорема 8. Айталық, 


                         (40)



шарттары орындалсын, онда (37)-(39) локалді емес шеттік есептің   жалғыз ғана шешімі бар.
	Анықтама 2. (37), (38), (39) шеттік есебінің жалпы шешімі деп (38), 

(39) шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын  функциясын айтамыз:


		(41)


мұндағы .

Теорема 9. 8-ші теореманың шарттары орындалсын, онда (38)- (39), (41) шеттік есебінің  жалғыз ғана жалпылама шешімі бар болады. 


Лемма 3. Галеркин жуықтаулар (45) жүйенің әрбір  үшін  шешімі бар.
2- есептің қойылымы. 





Айталық,   цилиндр,  шектелген облыс, тегіс шекарасы бар,  цилиндрдің бүйір беті.  цилиндрде сызықтық емес теңдеуді қарастырайық


			(42)

және  шеттік шарттары 


						(43)


			(44)




мұндағы   берілген функция,  және   тұрақтылар, 


.

 кеңістігін төмендегідей анықтап алайық:




және оның нормасы


	


Анықтама 3. (42)-(44) шеттік есебінің жалпылама шешімі деп (38), (39) шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын  функциясын айтамыз:







мұндағы .



      Теорема 10. Айталық,  


	                                            (45)

шарттары орындалсын, онда (42)-(44) локалді емес шеттік есептің   жалғыз ғана шешімі бар.
	Анықтама 4. (42)-(44), (45) шеттік есебінің жалпы шешімі деп (43),

 (44) шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын  функциясын айтамыз:


		(46)




мұндағы .

Теорема 11. 8-ші теореманың шарттары орындалсын, онда (46), (43)-(44) шеттік есебінің  жалғыз ғана жалпылама шешімі бар болады. 


Лемма 4. Галеркин жуықтаулар (45) жүйенің әрбір  үшін  шешімі бар.



1 ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ НОРМАЛЬ ТУЫНДЫЛЫ ЖОҒАРҒЫ РЕТТІ ЭЛЛИПСТІК ТЕҢДЕУЛЕР ҮШІН ШЕТТІК ЕСЕПТЕРДІ БІР БАЙЛАНЫСТЫ (КӨП БАЙЛАНЫСТЫ) ОБЛЫСТАРДА ҚОЙЫЛУЫ ЖӘНЕ ОЛАРДЫҢ ФРЕДГОЛЬМДІ ШЕШІМДІЛІГІ

1.1 Жазықтықтағы нормаль туындылы жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептердің көпбайланысты облыстарда қойылуы. Есептің эквивалентті редукциясы.	
	Нормаль туындылы жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін жазықтықтағы шеттік есептер дифференциалдық теңдеулер теориясында маңызды тақырып болып табылады. Эллипстік теңдеулер жылу өткізгіштік, гидродинамика, сұйықтықтар механикасы, электростатика сияқты физикалық процестердің кең спектрын қамтиды. Алайда, олардың кеңінен қолданылуына қарамастан, жоғарғы ретті нормаль туындылары бар Нейман типтес есептер әлі де толық шешілмеген есеп болып табылады. Мұндай есептерді көп байланысты облыстарда және шексіз облыстарда зерттеген маңызды. Мұндай есептердің шешімділігі математикалық физика, инженерия және басқа есептердің қолданбалы ғылымдар саласында математикалық модельдерді әзірлеу үшін өте маңызды. Сонымен, осындай есептердің фредгольмді шешімділігі мен индекстерін есептеу және оларды зерттеу маңызды әрі өзекті болып табылады.









Шекарада нормаль туындылардың  тізбегімен берілген  жұп ретті эллипстік теңдеулер үшін   Нейманның жалпыланған есебі қарастырылады. Полигармониялы теңдеу үшін бұл есепті А.В. Бицадзе [16, р.825-827] жұмысында зерттеді. Нейман есебінің вариациялық принципке негізделген нұсқасы А.А.Дезин [31] жұмысында ұсынылған болатын. А.П. Солдатовтың [34] жұмысында   ретті нормаль туындылы  эллипстік теңдеу үшін тұрақты (және тек жоғары) коэффициенттері бар жалпы есеп қарастырылды. Егер  болса, онда қарастырылып отырған есеп Дирихле есебіне ауысады, ал болғанда жоғарыда аталған Нейман есебіне ауысады. Сондықтан оны Дирихле-Нейманның жалпыланған есебі деп атауға болады. Осы тарауда  контурымен шектелген бірбайланысты облыста жалпы эллипстік теңдеуі қарастырылады:


                                                                                                       (1.1)
мұндағы	


                  






 кеңістігінде жататын берілген функция. Сипаттамалық көпмүшенің түбірлері нақты осьте жатпағанда және  




болғанда эллипстік шарт  орындалады. Осылайша,


                                     (1.2)





мұндағы жоғарғы жарты жазықтықта жататын  әр түрлі түбірлері және  олардың еселіктерінің қосындысы –ге тең. Дирихле-Нейманның жалпыланған есебінің шешімін табу деп, (1.1) теңдеуінің D облысында келесі шеттік шарттарды қанағаттандыратын  функциясын табуды айтамыз.


                                        (1.3)



мұндағы  сыртқы бірлік нормальді көрсетеді. Бұл жерде шекаралық дифференциалдық оператор ретінде  ші ретті нормаль туындысы келесі формуламен анықталады:









  контурының қалыпты параметрленуі болсын. Бекітілген  нүктесінен сағат тіліне қарсы бағытталған доғаның ұзындығы s параметрі болып табылады. Cәйкесінше, жанама бірлік векторы  нормальмен теңдігімен байланысады. 









	Одан әрі  Γ  класына жатады деген болжаммен периодтық функциясы ретінде аламыз.  жағдайында бұл шартты күшейтеміз қандай да бір. Осыған байланысты деп, барлық  үшін  кластарының бірігуін түсіну ыңғайлы. Атап айтқанда, Γ барлық мәндері үшін осы классқа жатады.



	Сонымен,  функциялары, демек шекаралық дифференциалдық операторлардың коэффициенттері (1.3)  және  класына жатады. (1.1) теңдеудің шешімі келесі функциялар класынан ізделінеді


                 (1.4) 





Өйткені бұл  класстың  элементтері  үшін , (1.1) теңдеуінің  оң жағы   кеңістігіне  тиесілі болуы керек.




	Айталық,  де  функциясының доға ұзындығының   параметрі  бойынша -ші ретті туындысын  білдірсін, яғни:





 [19]-дa көрсетілгендей, кез-келген   функциясы үшін теңдеу:







мұндағы   элементі  класында бірмәнді шешіледі, мұндағы   доғасының ұзындығын білдіреді.




	Егер  функциясының шекаралық мәні  болса, онда осы функцияға қатысты  туындысы  -ға  шекаралық оператордың әсер еткендегі  нәтижесі болады.


                                              (1.5)





мұндағы көпнүкте  ретті сызықтық дифференциалдық операторды білдіреді, олардың коэффициенттері  функциялары мен олардың туындылары арқылы өрнектеледі  ретін қоса алғанда. Атап айтқанда, оның коэффициенттері  классында жатады. Сондықтан (1.3) шекаралық шартты эквивалентті түрде жаза аламыз.






	Нормаль туындының формуласындағы -ны деп алсақ  және (1.5) көмегімен соңғы шеттік шартты келесі  түрде қайта жазуға болады.


        (1.6)

мұндағы











 кейбір коэфициенттерімен. Осылайша,  классында зерттеуге  тура келетін (1.1), (1.6 ) эквивалентті есепке келеміз. Мұндағы  операторы  шенелген.


	 Есептің эквивалентті редукциясы. кеңістігінен  кеңістігіне әсер ететін вектор-фунцияның:







бейнесін қарастырайық. Бұл оператордың өзегі ретінде  дәрежесі -ден аспайтын көпмүшелердің барлық класын аламыз, оны  деп белгілейміз. Оның өлшемі төмендегі теңдікпен өрнектеледі:


                                                   (1.7)



Әлбетте, егер қосымша онда  функциялары үзіліссіз дифференциалданатын және төмендегі қатынастарды қанағаттандырады:


                                                       (1.8)


 нүктесін бекітіп, келесі функцияны енгізейік:














(1.8) ұқсас қатынасты қанағаттандыратын және  нүктесінде жойылады, яғни нөлге айналады. Бұл факт, әрине, қисық сызықты интегралды интегралдау жолынан тәуелсіз деген болжам бойынша үзіліссіз  функцияларының жалпы жағдайында да дұрыс. Осы процедураны жалғастыра отырып,  вектор- функциялар тізбегін тұрғызамыз,  вектор- функциясы нүктесінде  -ші ретті туындыларымен бірге қоса алғанда нөлге айналады. Бұл қатардың соңғы мүшесі  скаляр- функция болады, оны деп белгілейміз. Нәтижесінде біз шектелген бейнесін аламыз, бұл D-ның оң жақ кері мәні және  қатынасының мағынасында және ол үшін:


                                   (1.9)




	Еске салайық, (1.7) –дегі    белгілеуі  дәрежеcі  ден жоғары емес x, y айнымалыларының барлық көпмүшеліктерінің класын білдіреді. Кез- келген функция  бірегей түрде көрсетілетіні анық  


                                              (1.10)


мұндағы  векторлық функциясы (1.8) қатынасын қанағаттандырады. Бұл жағдайда (1.9), (1.10) қатынастары (1.1) теңдеуінің төмендегі өрнекке ауысатынын көрсетеді:


                             (1.11)


 вектор- функциялар класына бірінші ретті дифференциалдық операторын енгізейік


                                                                (1.12)


  матрицасымен




және (1.4)-ке  ұқсас етіп кеңістікті келесі түрде қарастырыңыз:


                   (1.13)


Сонымен қатар,  вектор- функциялар класында келесі түрде ішкі кеңістіктерді енгізу ыңғайлы:


                          (1.14)

(1.1), (1.12) белгілеулерді қолданып келесі теңдікті аламыз:


                                     (1.15)





 (1.8) ескере отырып,  операторы  класының сызықтық изоморфизмін (1.9) шарттары бойынша ерекшеленген ішкі кеңістігінде жүзеге асырады. Осы ойларға сүйене отырып, (1.10) пайдалана отырып, (1.1) теңдеуін  жұбы үшін эквивалентті теңдеу түрінде жаза аламыз.


                               (1.16)   
 
мұндағы


                                          








   операторы   әсер етеді  нормасы бойынша шектелген болады. (1.6) шеттік шарттарын   жәнеқатысты  қайта жазуға болады. Ол үшін  матрицасын  енгіземіз, оның элементтері төмендегі қатынастардан анықталады 


            (1.17)

Осы белгілеуді пайдаланып (1.6) келесі түрде жаза аламыз


                               (1.18)    
           




мұндағы + таңбасы осында және келешекте функциялардың шекаралық мәнін көрсетеді. Естеріңізге сала кетейік, (1.6) –дағы  дифференциалдық оператордың барлық коэффициенттері -ге тиесілі және демек,  операторы     шенелген. 





Жоғарыдағы  теңдіктегі бастапқы ,  есебіне эквивалентті екендігін көрсетеді және  класында қарастырылады. Оның  операторы келесі түрде әсер етеді


	         

 Есептің фредгольмді шешімділігі. Алдымен (1.4) және (1.13) кластарымен айналысайық.


         Лемма 1.1. (а) келесі нормаларға қатысты, сәйкесінше  және  банах кеңістіктері болады.





және операторы осы нормалар бойынша шенелген.



(b)  -да шектеулі P операторы бар, бүкіл кеңістікті -ге проекциялайды, яғни  қасиетіне ие.

Дәлелдеуі. (а) тұжырымды  үшін дәлелдеу жеткілікті, онда (1.15) ескере отырып, осы тұжырымдаманың қалған бөлігі оның салдары болады. (1.12)-дағы А матрицасының фробениус қалыпты түрі [25, 2913] деп аталады және оның жордандық нормал түрі өзінің сипаттамалық көпмүшесімен (1.2) толығымен анықталады. Дәлірек айтқанда, жордан матрицасы клеткалардан тұрады














және комплекс түйіндес клеткалары . - матрицасын жордан түріне әкелетін  матрицасын да анық сипаттауға болады. Осы мақсатта келесі белгілеулерді енгізу ыңғайлы. Айталық,  қандай да бір -векторы болсын, ол  нүктелері маңайында аналитикалық болсын. Содан кейін (1.2)-гі көрсетілген  бөлуіне негізделген   матрица блогын енгізе аламыз, мұндағы  матрицасы төмендегі баған векторларынан тұрады






Осы белгілеуді − бағанына   қолданайық


                                   (1.20)


 блоктық матрицасы керіленетін болғандықтан және мына теңдік орындалуын аламыз


                                                          (1.21)


Жордан  матрицасымен 


	Шынында да, (1.20) анықтамасы бойынша  матрицасын формада жазуға болады және оның жалпыланған Вандермонд анықтауышы ретінде белгілі анықтауышы нөлге тең емес. Теңдікке келетін болсақ (1.21) қатынасына тең




немесе, W матрицасының бағандары бойынша қатынастар






(1.12) өрнегіндегі А матрицасының  векторына әсері  векторын беретінін көрсетеді, оның компоненттері:





(1.2) сәйкес бізде  теңдіктері бар, сондықтан:






осыдан (1.21) қатынастар тікелей алынады.  болғандықтан,  кері матрицасы келесі түрдегі блоктық құрылымға ие


                                           (1.22)



 (1.20) сәйкес (1.12) операторы үшін  жазуға болады, мұндағы  бірнеше операторларға бөлінеді


                                                                                               (1.23)






және комплекс түйіндесімен ұқсас алынған оператор, яғни  белгілеуінде ол  формуласы бойынша әсер етеді. Сондықтан,  операторы (1.13)-ге ұқсас анықталғандықтан, 1.1(а) лемманың қарастырылған тұжырымын  кеңістігі үшін комплексті  вектор-функциялар операторына қатысты көрсету жеткілікті.




	Жабық  облысы  шеңберінде болатындай етіп р сондай үлкен етіп таңдаймыз, онда  шенелген  операторы бар, оның  жалғасын  деп белгілейтін боламыз, мынадай қасиеттері бар:


                                                    (1.24)




Әрбір нөлдік емес комплекстік санмен  керіленетін матрицаны байланыстырамыз, мұндағы 1 бірлік  − матрицасын білдіреді және интегралдық операторларды төмендегідей  енгіземіз.


                               (1.25)


мұндағы  аудан элементін білдіреді. Соңғы екі өлшемді интеграл мұнда сингулярлы болып табылады және соған сәйкес мағынада түсініледі.






	(1.24) сәйкес бүкіл жазықтыққа нөлмен жалғасқан  функциясы  класына (норманы сақтай отырып) жатады. Сондықтан Корн– Жиро теоремасы негізінде операторы  шенелген. [29]-да көрсетілгендей, үшін  функциясы үзіліссіз дифференциалданады және төмендегі формулалар орынды








  матрицаларымен  қатынасымен байланысқан. Ocыдан шығатыны, операторы  шектелген және L(J) қатысты оң жағынан керіленеді, яғни


                                                     (1.26)

Бұл, өз кезегінде, келесі нормаға қатысты
















 банах кеңістігі екенін білдіреді. Шынында да  тізбегі өзінде жинақты болсын, яғни,  және  нормасы бойынша  Одан   кеңістік нормасы бойынша жинақталатыны және   Сондықтан   кеңістігінің нормасы жинақталатыны бойынша. Демек,  болады және 






	(b)  операторындағы сияқты  интегралдық операторды енгізуге болады, ол үшін  операторы да  және ұқсас комплекс түйіндес операторына бөлінеді  ережесі бойынша әрекет ететін. Содан кейін (1.26) ұқсас қатынасқа түрленеді 
Келесі операторларды қарастырайық









Бұл оператор үшін  және  болатыны анық. Екінші жағынан, үшін (1.14) анықтамасына сәйкес  теңдігін аламыз демек,  ол 1.1 (b) лемманың дәлелдеудін  және 1.1 лемманы аяқтайды.

1.2 Есептің фредгольмді шешімділігі
        Енді қарастырылған есептің фредгольмді шешімділігінің негізгі нәтижесін тұжырымдаймыз. Әдетте, есептің фредгольмдылығы мен есептің индексі оның сәйкес оператор үшін ұқсас ұғымдарды білдіреді


                                      (1.27)






 (1.17) және (1.20) көрсетілген  және В тікбұрышты матрицаларын еске түсірейік, олардың өлшемдері тиісінше  және , сондықтан, өлшемді  матрица - функциясын енгізе аламыз.
	Теорема 1.1. Егер    


                                              (1.28)



шарты орындалса, онда (1.1), (1.3) есебі  кеңістігінде фредгольмді шешімді және оның  индексі мына формуламен есептелінеді:


                                   (1.29)

мұнда аргументтің үзіліссіз тармағының өсімшесі Γ контурының бойымен сағат тіліне қарсы бағытта жүзеге асырылады.
Дәлелдеу. (1.1), (1.3) және (1.16), (1.18) есептерінің эквиваленттілігіне байланысты соңғы есеп үшін 1.1-теореманың дұрыстығын көрсету жеткілікті, яғни (1.19) оның операторының фредгольмділік қасиетін және (1.29) индекс үшін сәйкес формуланы дәлелдеу жеткілікті.
Шындығында, 1.1 (b) -лемманың негізінде бұл есеп төмендегі есепке пара-пар


        (1.30)


бүкіл  кеңістігінде қарастырғанда.






Шынында да, есептің шешімі  болсын. (1.16) анықтама бойынша  функциясының   бірінші  компоненті нөлге айналады, ал (1.30) –гі бірінші теңдеудің сол жағындағы екінші және үшінші мүшелері ұқсас қасиетке ие. Демек, пара-пар, яғни, (1.8) L(A)U функциясына да ақиқат. Бірақ, онда 1.1 (b) -леммасы бойынша  функциясы  сәйкес келеді және (1.30) теңдігі (1.16), (1.18) -ге айналады.
(1.28) шарты орындалсын. Онда (1.30) есебінің операторы фредгольмді екенін көрсетеміз


                                   (1.31)


және оның индексі  (1.29)  формуласымен есептелетіндігін көрсетеміз.



Осы мақсатта біз  ауыстыруды қолданамыз, ол (1.22) сәйкес жұбы болып табылады және − сызықты операторларын енгіземіз


                (1.32)

	Осы алмастыру арқылы (1.30) бірінші теңдеуі мына теңдеуге айналады:




одан жүйені аламыз, ол жүйе теңдеуден тұрады 




және оған комплекс түйіндес теңдеуден тұрады. (1.30) шекаралық шарты да соған сәйкес түрленеді. (1.32) белгісін қолданып, нәтижесінде эквивалентті есепке келеміз


        (1.33)







бұлар әсер ететін оператор. Бұл есептегі  операторы -де шенелген, ал кеңістігіндеоператоры компактілі. Қарастырылатын кеңістіктердің вектор-функциялары D облысында комплекс екенін, ал Γ контурында нақты екенін атап өтеміз. [19, р.1111-1113] жұмысындағыдай етіп біз интегралдық операторды енгіземіз







мұндағы  қисығында  нүктесіне қатысты  комплексті матрицалық дифференциалды білдіреді және Γ контуры D-ге қатысты оң бағытталған, сингулярлы оператор




мұндағы соңғы интеграл Коши мағынасында негізгі мәні ретінде түсініледі.




 операторы  скаляр матрица жағдайында классикалық сингулярлы Коши операторына айналады, біз оны S деп белгілейміз. Жоғарыда көрсетілгендей  айырымы -де компакт оператор. Сондықтан (1.28) және [19, р.1114] сингулярлы операторлардың классикалық теориясына сүйене отырып, оператор


                                                                      (1.34)



нақты  вектор-функциялар кеңістігінде әрекет ететін      фредгольмді және оның индексінің формуласы келесідей беріледі.


                                                         (1.35)








 интегралына қатысты, онда [30] терминологиясы бойынша  облысында аналитикалық  функциясы болады, яғни, (1.23) белгілеуінде  теңдеуді қанағаттандырады. Бұл жағдайда  операторы  шектелген және Сохоцкий-Племель формуласы орындалады:


                                                              (1.36)


Кез-келген функция  бірмәнді түрде төмендегідей өрнектеледі:


                                      (1.37)








мұндағы  вектор-функциясы кейбір  комплекс мәнді және нақты  Шынында да,  және  деп алайық. Сонда (3.7)  функциясы D облысында J− аналитикалық болып табылады және ол [21]-де  көрсетілгендей. Бұл жерде J жордан матрицасының үшбұрышты екені ескерілген.

(1.37) пайдалана отырып, (1.33) есебін  жиынға қатысты жүйеге эквивалентті түрде келтіруге болады, ол мына теңдеулер арқылы анықталады




(1.34) қосымша ретінде келесі операторларды енгіземіз:


                 (1.38)





және қойыңыз Содан кейін   және  векторларға қатысты алдыңғы жүйені қысқаша түрде жаза аламыз


                                           (1.39)
операторлы  матрицалар  арқылы










Осы жердегі  операторы шенелген және сондықтан  компактілі. Сондықтан  операторлары да компактілі. Егер  айырмасы  компактілі оператор болса, онда  деп жазуға келісейік. Бұл белгілеуде:







Жоғарыда айтылғандай,  фредгольм операторы,  оның регуляризаторы болсын, яғни,. Онда


          (1.40)

Әлбетте, төмендегі операторлар  үшін


                                                     


 қатынасы орындалады, сондықтан екеуі де керіленеді. Сондықтан (1.40) және [34] фредгольм операторларының белгілі қасиеттеріне негіздей отыра N операторы да фредголмдық деген қорытындыға келеміз.


                                      (1.41)







  кеңістігін (1.7) сәйкес  өлшемінің  кеңейтілуі ретінде қарастыруға болады. Осындай мағынада (1.39) теңдеуінің кеңейтілуі ретінде   операторын түсінеміз. [32] сәйкес фредгольм операторларының қасиетіне сүйене отырып, мынадай қорытындыға келеміз:  фредгольмді  оператор болады және оның индексі






(1.35), (1.41) теңдіктерімен бірге оператордың индексі  болатыны шығады, демек, (1.31) есептің (1.30) операторы  -ға тең.















	Қысқалық үшін  және   деп алсақ (1.19) және (1.31)-гі операторларын қарастырайық: және деп. Әлбетте,  және  ішкі кеңістігі тұйық, және  кеңейуі  болады, яғни   үшін  Сонымен қатар, 1.1-теореманы дәлелдеудің басында анықталғандай,  теңдеуінің кез -келген  шешімі  оң жағы бар -де жатады. Басқаша айтқанда, кері образы
 

                                                   (1.42)





Болжам бойынша  операторы фредгольмді болғандықтан, оның ядросы  және оған түйіндес оператордың  ядролары ақырлы өлшемді болады. Бұл жағдайда,  теңдеуі шешілімді болады сонда тек сонда ғана, егер


                                      (1.43)

















(1.42) cәйкес  ядросы және  үшін (1.43) шарты  теңдеуінің  класында шешілетіндігін сипаттайды. Атап айтқанда,  операторы және онымен (1.1), (1.6) есебі (1.1), (1.3) есебімен пара-пар болғандықтан, ол да фредгольмді болып табылады және бұл есептердің индексі  тең болады.	 (1.1)-де  операторын  операторына ге ауыстыра отырып,  параметрі бар (1.1), (1.6) есептері барлық  және оның  индексі -ға тәуелді емес және фредгольмді болып табылады деген қорытындыға келеміз. Егер  болса, және операторлары нөлге тең, осылайша, (1.39) екі теңдеу жүйесі келесі түрге келеді




ал бұл бір теңдеуге тең







Бұл теңдеудің  индексі -мен сәйкес келетіндіктен, 
ол теореманың дәлелдемесін аяқтайды.

1.3 Есептің индексінің формуласын есептеу







        1.2-ші теоремадағы CB матрицасына жүгінейік. Еске салайық,  векторына  қатысты (1.28) –гі кездесетін  өлшемді B матрицасы (1.20) теңдігімен анықталады. (1.17)-гі анықтамасынан С(t) матрицасының элементтерінің оның тек бірлік жанама вектор  нүктесінде тәуелді екені анық, бұл фактіні  түрінде жазуға болады. t нүктесі Γ контуры арқылы өткенде,  векторы сағат тіліне қарсы  бірлік шеңберін сипаттайды, сондықтан (1.28) шарты эквивалентті


                                          (1.4)


және сәйкесінше (1.29)  саны үшін бізде өрнек бар


                                 (1.45)






 [25, 2910-бетте] берілген 1.1-лемманың (а) тармағында  матрицаcы сәйкес екені шығады, мұндағы  Осылайша, вектор (1.17) компоненттерден құралған   көпмүшесін береді, демек


    (1.46)


Сонымен, (1.1), (1.3) есептерінің (1.44) фредгольмді шарты Γ контурынан тәуелсіз және тек (1.2) сипаттамалық теңдеуімен ғана және  натурал сандар жиынтығымен анықталады. 
[43] лемманың b), c) тұжырымдарын W матрицасының анықтауышын кейбір операциялармен байланыстыруға мүмкіндік береді.


Лемма 1.2. (а)  вектор-функциясы және φ скаляр функциясы  нүктелерінің маңайында аналитикалық болсын. (b) Сонда










ω скаляр функциясы  нүктелерінің маңайында аналитикалық болсын және  және  үшін  Айталық,  вектор- функциясы  нүктелердің маңайында аналитикалық болсын. Онда




Келесі бөлшек-сызықты функцияны қолданайық


                       (1.47)


(1.46) көпмүшеліктерін  түрінде көрсетейік. Сонда 1.2-ші лемма негізінде




Сонымен, (1.44) шарты эквивалентті 




Өйткені


                                         (1.49)

Cоңында


             (1.50)



d)  лемманы қолданып (1.47), (1.48)-гі  матрицасының анықтауышын және  мәнін келесі екі жағдайдың әрқайсысында анық есептеуге болады:


                                     (1.51)



(а) жағдайы теңдігін берсе, ал (b) жағдайы (1.2)-гі  бір түбірге тең екенін білдіреді.
Теорема 1.2. (1.51) әрбір жағдайында (1.1), (1.3) есептері фредгольмді шешілімді және оның индексі нөлге тең.
Дәлелдеуі. [17, р.136-137] лемманың d) пунктінен келесіні аламыз:




ал, (а) жағдайында






(b) жағдайда  қандай да бір тұрақтысымен. (1.47) белгілеуіндегі  айырмасы үшін




сондықтан (1.48) шарты екі жағдайда да орындалады. (1.49) және теңдігін ескере отырып




Өрнегіне келеміз:








(a) жағдайда және (b) жағдайында   болғанда.  үшін  болғандықтан, алдыңғы теңдікті екі жағдай үшін де қолдануға болады, (1.50) -мен бірге -ге әкеледі. (1.1) теңдеуінің дербес жағдайын қарастырайық


                                                  (1.52)

Ол үшін (1.3) есебі [19, р.1113-1115]-те қарастырылып, 1.2-ші теоремаға (1.1-теорема) ұқсас нәтиже алынды. Оны тұжырымдауда С0В орнына матрица алынды 


   (1.53)



[19, р.1115-1118]-тегі 1-теоремасына сәйкес  (1.52) есебі бойынша, (1.3) фредгольмді және оның индексі  формуламен берілген








Бұрынғы зерттеуде жіберілген кейбір дәлсіздік осы жұмыста нақты ескеріліп, тиісті түзетулер енгізілді. Ол (1.20) – (1.22) формулалардағы қосындыны  бойынша, және тиісінше (11)-дің оң жағындағы екінші мүшеcін  ге ауыстырамыз.  екеніне көз жеткізейік. (1.46) пен (1.53) салыстырудан   екені анық. Сондықтан 1.2–ші лемманың (а) пункті негізінде 





Осылайша, (1.44) шарты  пара-пар және (1.53) ескеріп




Cодан алатынымыз:







1.2-ші теорема (1.52), (1.3)  есебіне ұқсас нәтижені түзететінін ескереміз, ([19]-тен 2-теореманы қараңыз, р.1115-1118), мұнда да есептеулерде қате болды. (4.5)  матрицасынан ұқсас  матрицасына өту ыңғайлы, мұндағы q векторы (1.47)-гі g векторымен  қатынасымен байланысқан. Айқын түрде


                               (1.54)

1.2 лемманың (а) пунктіне сәйкес бұл матрицалардың анықтауыштары төмендегі теңдікпен байланысты






Cондықтан (1.48), (1.50) формулаларындағы -ды -ға ауыстыруға болады.









	1.2-теореманы  жағдайымен толықтырайық. Осы мақсатта біз бірлік шеңберінің  бейнелеуін , мұндағы  белгілейміз. Әлбетте,  үшін бұл бейне бір  нүктесінен тұрады, сондықтан  деп санауға болады. Айталық,  және бөлшек- сызықты функцияға өту


                                                (1.55)



 жоғарғы  жарты жазықтықта жатқан шеңбер екеніне көзіміз жеткіземіз. Бұл шеңбер  нүктелері арқылы өтеді және келесі нүкте оның центрі болады


                                                (1.56)


Бұл шеңбер әрқашан ζ = i нүктесін қамтитынын ескеру маңызды. Шынында да, тексеру көрсеткендей,  үшін айырмасы





оң мәнге сәйкес келеді .


	Теорема 1.3.   және натурал  сондай  үлкен етіп таңдалсын


                                (1.57)

көпмүше болып табылады. Онда (1.48) шарты келесі шартпен пара-пар


                                                         (1.58)


Бұл шарт орындалғанда есептегі  индексі мына формуламен беріледі


                                                         (1.59)




мұндағы  келесі көпмүшесінің (олардың еселігін ескере отырып)   шеңбердің ішінде жатқан түбірлерінің саны.


	Дәлелдеу. ω түрлендіруі мен  коммутативтілігін қолданайық. Сондықтан








(1.57) сәйкес (1.48) шартқа эквивалентті болып шығады, яғни шеңберінде  көпмүшесінің түбірінің болмауы. Бұл шарт орындалса:


                     (1.60)



Әрі қарай  мәнін  сызықтық көбейтінділеріне жазамыз және байқағанымыздай:






мұндағы шекарасы болатын ашық шеңберді білдіреді. 


















      Шынында да,  өскен сайын (1.55) ζ нүктесі сағат тілімен шеңбер бойымен қозғалады.  болғандықтан, e-ні ге ауыстырудан ештеңе өзгермейді, осыдан  сағат тіліне қарсы  нүктесі шеңберін сағат тілімен екі рет айналып өтеді деген қорытындыға келеміз. Барлық j бойынша (1.60) теңдіктерін қоссақ, (1.60) сол бөлігі −2 сәйкес келеді деген қорытындыға келеміз. Демек,  үшін (1.50) формуласына (1.59) түрленуі теореманының дәлелдеуін аяқтайды.   белгіленген мәндері үшін ғана  функциясы сызықтық-бөлшектің жоғарғы жарты жазықтыққа өзіне-өзін түрлендіруін береді.  түрленуі болып табылады, сондықтан  көпмүшесінің  түбірлерінің бірі -де жатады, сонда тек сонда ғана, егер  болса, яғни,  жатса . Сондықтан (1.58) шартын мына түрде де жазуға болады


                                                       (1.61)





мұндағы бірігу жоғарғы жарты жазықтықтығындағы  көпмүшесінің  әр түрлі түбірлерінен алынады.  көпмүшесі толығымен (1.3) шеттік шартымен анықталады, сондықтан да, (1.61) шарты (1.3)-гі  болғандағы (1.1) теңдеулер класынан есеп фредгольмдық болатын теңдеулер класын сипаттайды
















	 көпмүшесінің жоғарғы жарты жазықтықтағы еселік түбірлерін қоса алғандағы түбірлерінінің санын  деп белгілейік. Егер бұл санға  түбірі де кірсе, онда  оның еселігі болсын. 1.3-теоремаға сәйкес  саны  мәндерінің бірін қабылдай алады.  көпмүшесінің жоғарғы жарты жазықтықта еселі түбірі болса, осы еселенген түбір мәндерін немесе жорамал осіне симметриялы түбірлер жұбы болса, бұл түбірлердің кейбір мәндерін тастап кетуге болады. шеңбері осы оське қатысты симметриялы және -ге үзіліссіз тәуелді болғандықтан, соңғы аталған жағдайда көрсетілген түбірдің жұптары  шеңберіне бір уақытта тиісті немесе тиісті емес болады Сонымен қатар, егер  болса, онда  түбірі әрқашан  ішінде жатады, сондықтан  Атап айтқанда,  көпмүшесі жұп болса, онда оның түбірлері жорамал осіне қатысты симметриялы орналасады, демек,  саны келесі мүмкін мәндердің бірін қабылдайды






Егер қосымша  көпмүшесінің жоғарғы жарты жазықтықта еселенген түбірлері болмаса, онда -ге қатысты барлық көрсетілген түбір мәндері қабылданады.

1.4 Шекарада нормаль туындылары бар төртінші және алтыншы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептердің фредгольмді шешімділігі


          (1.1) теңдеуінің төртінші және алтыншы реті үшін (1.3) есебінің фредгольмдық шартын және индекс формуласын айқын түрде сипаттауға болады. 1.2-теоремаға сәйкес,  жағдайымен шектелу жеткілікті, егер  болса, онда 1.3-теореманы пайдалана аламыз.



            үшін  саны 1, 2, 3 мәндерін қабылдай алады, ал (1.57)-гі  көпмүшесі үшін келесі өрнегіміз бар



















	Есептің фредгольмдық болу шарты бұл көпмүшенің түбірлері  шеңберінде жатпауы қажет. Бұл түбірлерінің барлығы жай түбір болғандықтан, олардың жоғарғы жарты жазықтықтағы  саны:  болғанда -ке тең және  үшін  -ге тең. Сонымен қатар,  көпмүшесі жұп және оның түбірі  тең. Сондықтан, (1.62)-ге сәйкес  үшін  және  болса,  ретінде 1, 3 мәндерінің бірін қабылдай алады. Соңғы жағдайда бірінші ширекте  полиномы үшін түбірі бар және (1.61)-гі фредгольмдық шарты -ға келтіріледі. 




	Қарастырылып отырған жағдайда болғандықтан, (1.59)-ның негізінде үшін есептің  индексі нөлге тең және.s = 3 үшін 0, 4 мәндерінің бірін қабылдайды деген қорытындыға келеміз. Атап айтқанда, бұл нәтиже  болғандағы 1.2-теоремамен сәйкес келеді.







	Әрі қарай болсын және анықтық үшін болсын. Жоғарыдағыдай,  деп есептейміз. Бұл жағдайда  және барлық мүмкін болатын  сандарының жұбы 10-ға тең.   векторы бар үшінші ретті  матрицасы үшін анықтамасын (1.57) қоюға болады




немесе, айқын түрде


                          (1.62)


 көпмүшесімен. Осыдан 




Сондықтан


                  (1.63)
Мұндағы






Айқын түрде,  сондықтан көпмүшелігі үшін мынадай өрнек аламыз


                  (1.64)









	Егер  көпмүшесінің нақты түбірі  болса, оған  үшін екі нақты түбірі және  үшін екі жорамал түбірі -да сәйкес болады. Егер 2 немесе 3 дәрежелі  көпмүшелігі екі түйіндес комплекс түбірге ие болса, ондaкоордината осьтеріне қатысты симметриялы төрт түбір қабылдайды. Бірінші квадрантта жатқанын  арқылы белгіленеді.




	(1.64)-ке сәйкес жоғарғы жарты жазықтықтағы  көпмүшелігінің түбірлері туралы мынадай қорытындыға келеміз.  үшін бұл көпмүшенің  жалғыз түбірі бар және ол түбір екі рет қайталанады, ал  үшін бұл түбірдің еселігі 3 рет. Осылайша, бұл жағдайларда есеп әрқашан фредгольмды және (1.59) ескере отырып, оның индексін














Атап айтқанда,  үшін бұл факт 2-теоремамен сәйкес келеді. Қалған бес жағдайда 2 еселенген  түбіріне қосымша  көпмүшелігінің бірінші квадрантта  түбірі бар, ал  үшін      және  үшін Осылайша, бұл жағдайларда  үшін  индексі екі мәннің бірін қабылдайды: 0 немесе 8.
Шектелген облыста Дирихле және Нейманның жалпыланған шарттарымен төртінші ретті теңдеу қарастырылады. Берілген есеп үшін шешімнің жалғыздығы дәлелденді. Есептің қойылымы және оның Фредгольмдік қасиетінің критериі








Есептің қойылуы. Айталық,  облысы тегіс  контурымен шектелген және  контурына  нүктесінде жүргізілген ішкі нормаль  болсын.  контуры  класына жатады, мұндағы , ал бұл дегеніміз  [image: ] контурындағы [image: ] функциясының доға ұзындығының параметріне қатынасы [image: ] класына жататынын білдіреді. Осы облыста келесі түрдегі төртінші ретті теңдеуді қарастырамыз:

[image: ]        (1.65)

[image: ] коэффициенттері және [image: ] [image: ] және оң жағы [image: ]
Оның шешімі мына функциялар класcынан ізделінеді [image: ] 
атап айтқанда дифференциалдық өрнектің жоғарғы дәрежелі мүшелері

[image: ]

[image: ] класcынан ізделінеді. Эллипстік шартты [image: ] сипаттамалық көпмүшесінің нақты түбірлері жоқ. Атап айтқанда, екі жағдай болуы мүмкін: [image: ] және [image: ], бұл жағдайларда жоғарғы жарты жазықтықта, сәйкесінше, осы көпмүшенің екі түрлі [image: ], түбірлері жатады және екі еселенген ν бір түбірі болады. Осылайша,

[image: ]            (1.66)

(1.65) теңдеуіне келесідей шеттік есеп қойылады

[image: ]                                          (1.67)

мұндағы + символы [image: ] бойындағы шекаралалық мәндерін және үшінші [image: ]-ші ретті нормаль туынды деп келесідей өрнекті түсінеміз:

[image: ]

[image: ] болғанда бұл есепті жалпыланған Дирихле есебі деп және [image: ] Нейманның жалпыланған есебі деп аталады. Мүмкін болатын барлық алты шеттік шартты екі топқа бөлуге болады. Олардың біріншісі [image: ] шартымен анықталады, ал екінші топ бір ғана есептен тұрады.

[image: ]                                          (1.68)

Жалпы жағдайда [image: ] ші ретті теңдеулер үшін (1.67) типтес есептер фредгольмдық болуы [7, р. ] еңбегінде зерттелген. Төртінші ретті теңдеудің [image: ] жағдайы үшін (1.68) есебінің индексін есептеу [44] еңбегінде жүзеге асырылған. Бұл жұмыста біз (1.67) есебіне қатысты осындай сұрақтарды қарастырамыз, соның ішінде (1.68) есебінің арнайы жағдайын да қамтимыз. Бұл ретте, [45] еңбегімен салыстырғанда, соңғы есептің индексін есептеу нақтырақ және сәл өзгеше тәсілмен орындалады.
[image: ] контуры оң бағытта қозғалғанда D облысы сол жақта қалатындай етіп таңдалады. Айталық, [image: ] нүктесінде [image: ] контурына оң бағытта бағытталған [image: ] бірлік жанама вектор болсын. Атап айтқанда, [image: ] нормаль векторымен [image: ] қатынастарымен байланысты. (Немесе комплексті түрде: [image: ] және [image: ] мұндағы [image: ] [image: ] айнымалысы [image: ] контурымен қозғалғанда, [image: ] және [image: ] векторлары комплексті жазықтықтағы бірлік шеңбер бойымен өтеді, оны [image: ] деп белгілейміз.
[6,7] еңбегінде көрсетілгендей, (1.65), (1.67) есебі төмендегі шеттік шартпен анықталған фредгольмдік эквивалентті есебі болып табылады:

[image: ]

яғни, олар бір уақытта Фредгольм қасиетіне ие және олардың индекстері сәйкес келеді. Осыған сәйкес, функциялар

[image: ]   (1.69)

айнымалылары [image: ] және [image: ]. [6, р. 1036-1037]-ға сәйкес, осы функцияларды сипаттамалық көпмүшеліктің (1.66) түбірлерінің екі жағдайы [image: ] және [image: ]үшін жеке-жеке қолдана отырып, біз матрицалық функцияларды құрамыз.

[image: ]     (1.70)

мұнда дифференциалдау [image: ] айнымалысы бойынша алынады. Осы матрицалар арқылы есептің фредгольмді қасиеті мен оның индексі туралы [17, р.138] жұмысының негізгі нәтижесін келесідей тұжырымдауға болады.
Теорема 1.4.  Онда (1.65), (1.67) шеттік есебі [image: ] класында фредгольмды  сонда тек сонда ғана, егер төмендегі шарт орындалса

[image: ]                                                 (1.71)

онда, [image: ] -нің [image: ] индексі мына формула бойынша анықталады:

[image: ]                                                  (1.72)

мұндағы [image: ] және Коши индексі [image: ] үзіліссіз [image: ] функциясы өсімшесі  тармағының [image: ] контур бойынша (оң бағытта) өсімін [image: ]-ге бөлгендегі мәні. Коши индексі туралы келесі лемма, интуитивті түрде айқын болғанымен, [20-21] еңбектерінде дәлелдеусіз қолданылған.
Лемма 1.3.   [image: ] комплекс мәнді функциясы [image: ]жиынында керіленетін (қайтымды-обратима) және [image: ] болсын. Онда:

[image: ]                                                  (1.73)

мұнда бірлік шеңбердегі (немесе контурдағы) өсім сағат тілінің бағытына қарама-қарсы бағыт алынады.
Дәлелдеуі. [image: ] бірлік дискіні [image: ] облысына [image: ] конформды бейнелеуін қарастырайық, ол келесі шартқа бағынады:

[image: ]                                                             (1.74)

Контурдың тегістігіне (smoothness) қатысты қабылданған болжамдар жағдайында, біз Келлог теоремасын [21, р.484-485] қолдана аламыз, оған сәйкес [image: ] туындысы [image: ] тұйық дискіде үзіліссіз болады және барлық жерде нөлден өзгеше. [image: ] функциясы [image: ] жиынының бағытын сақтай отырып іске асырылатын гомеоморфизмін жүзеге асырады, сондықтан.

[image: ]                                     (1.75)

Осы бейнелеу бойынша бірлік жанама вектор [image: ] келесіге өтеді:

[image: ]

Атап айтқанда,
[image: ]

Келесі теңдікті аламыз

[image: ]

Анығында, [image: ] функциясы [image: ]-ға үзіліссіз тәуелді, сондықтан

[image: ]

(1.10) бойынша, [image: ] функциясы [image: ]-мен сәйкес келеді және анықтама бойынша [image: ], сондықтан (1.11) ескере отырып, алдыңғы теңдік (1.9) болып шығады.
1.1-ші лемма қолдана отырып, 1.1-ші теоремаға келесідей нақтырақ түр беруге болады.
         Теорема 1.5. [image: ] жағдайында, [image: ] болғанда, (1.65), (1.67) есебі Фредгольмдық болып табылады және оның индексі нөлге тең. [image: ] болғанда, бұл есеп, яғни (1.68) есебі, фредгольмды болады сонда тек сонда ғана егер [image: ] болса және көпмүшелігі

[image: ]            (1.76)

нақты түбірлері жоқ және оның индексі

[image: ]                                                  (1.77)

мұндағы [image: ] көпмүшесінің жоғарғы жарты жазықтықтағы [image: ]түбірлер саны.
[image: ] жағдайда, (1.65), (1.67) есебі әрдайым фредгольмді болады және оның индексі нөлге тең.
      Дәлелдеу: сипаттамалық көпмүшенің (1.66) түбірлерінің екі мүмкін жағдайын бөлек қарастырамыз. [image: ] жағдайында (1.70) сәйкес.

[image: ]

Белгілеулерде

[image: ]                                             (1.78)

біз (1.69) функцияларын былай жаза аламыз:

[image: ]                           (1.79)

осылайша,

[image: ]

Расында

[image: ]            (1.80)

 функциясымен [image: ]

[image: ]            (1.81)

және [image: ] Сондықтан, [image: ] болғанда, (1.71) шарты қанағаттандырылады.
Нақтырақ айтқанда, [image: ] жағдайындағы (1.68) есебін талдау үшін үшінші дәрежелі айырманың (difference of cubes) комплекстік жіктелуі қолданылған мынадай [image: ] теңдігі бойынша мұндағы [image: ] бізде келесі теңдік бар: 

[image: ]            (1.82)


[image: ] функцияларымен [image: ] болғандықтан, [image: ] үшін [image: ]шарты (1.79) функциясының бірлік шеңберде керіленуі үшін қажетті шарт болып табылады.
Келесіні тексеру оңай:

[image: ]                                 (1.83)

(1.76)-дегі [image: ] көпмүшелігімен бірге. (1.71)-нің cалдарынан шарты [image: ] мұндағы [image: ]шартына дейін ықшамдалады (кемиді), бұл өз кезегінде [image: ]көпмүшелігінің нақты осінің бойында нөлдерінің (түбірлерінің) жоқтығына эквивалентті. [image: ] және [image: ] үшін [image: ] болғандықтан, [image: ]көпмүшелігінің екі коэффициенті [image: ] және [image: ] нөлге тең емес екенін ескеріңіз.
Индекс формуласына орала отырып, біз алдымен Коши индексінің 

[image: ]                                                        (1.84)

Шынында да, бұл теңдіктің сол жақ бөлігі жоғарғы жарты жазықтықтағы [image: ]-ға үзіліссіз тәуелді және бүтін сан болып қалады. Сондықтан ол [image: ]-ға тәуелді емес және [image: ] болғанда 1-ге тең. Әрі қарай, келесі тұжырымдалады: 

[image: ]                                                  (1.85)

Шынында да, [image: ] болғандықтан, [image: ] функцияcы жоғарғы жарты жазықтықта мәндерін қабылдайды, мұнда аргументтің үзіліссіз тармағын таңдауға болады. Нәтижесінде, біз бірінші теңдікті аламыз. (1.81) сәйкес, екінші теңдікте [image: ] функциясын бірлік шеңберде [image: ] барлық жерде нөлден өзгеше болатын [image: ] функциясымен алмастыруға болады. Сонымен қатар, [image: ] индексі [image: ]-ға үзіліссіз тәуелді және бүтін сан болып қалады. [image: ] болғанда [image: ] болғандықтан, (1.85)-дегі екінші теңдік осыдан шығады.
(1.79), (1.80) және (1.84), (1.85) теңдеулерінен [image: ] болғанда Коши индексі [image: ] екендігі бірден шығады. 1.1-ші лемма және (1.72) ескере отырып, біз төртінші ретті эллипстік теңдеуге арналған Дирихле-Нейман жалпыланған есебінің [image: ] индексі нөлге тең екендігін тұжырымдаймыз.
Ұқсас түрде, [image: ] болғанда, (1.79) және (1.82) теңдеулерінен, (1.83)-дағы бірінші қатынасты ескере отырып, біз келесіні қорытып шығарамыз:

[image: ]                                     (1.86)

[image: ] функциясы жұп болғандықтан, сондықтан

[image: ]                                                  (1.87)

мұндағы [image: ] оң жарты шеңбер болып табылады. [image: ] түрлендіруі бұл жарты шеңберді бүкіл [image: ] түзуіне гомеоморфизмді жүзеге асырады, және оны сағат тіліне қарсы айналу түзудегі оң бағытқа сәйкес келеді. [image: ] болғандықтан, [image: ]-мен алмастырсақ, біз (1.19)-дағы екінші теңдікті рационал функция түрінде [image: ] деп қайта жаза аламыз. Осыдан aргумент принципі [17, р.140-141] бойынша

[image: ]

мұндағы, [image: ] деп [image: ] жарты жазықтығындағы [image: ] көпмүшелігінің нөлдерінің (түбірлерінің) санын белгіледік. (1.86), (1.87) ескере отырып, осыдан [image: ] екендігі шығады, бұл 1-ші лемма және (1.72) ескерілгенде, (1.68) есебінің индекс формуласы (1.77)-ке әкелгенде. 
[image: ] жағдайы. (1.70) сәйкес, бұл жағдайда:

[image: ]

Осы жерге келесі өрнектерді қойғанда: 

[image: ]

 (1.78) функциясының туындысын [image: ] ескере отырып, біз келесі теңдікті аламыз: 

[image: ]

 Бұл (1.71) шартының қанағаттандырылатынын және Коши индексінің [image: ] екенін көрсетеді, бұл 1-ші лемма мен (1.72) ескерілгенде, (1.65), (1.67) есебінің индексінің [image: ] -ге тең болуына әкеледі.
Ескерту. [image: ] шартына байланысты P көпмүшелігінің [image: ] және [image: ] коэффициенттерінің нөлге тең емес екенін ескерілген, ал оның түбірлері келесі формулалармен беріледі:

[image: ]

мұндағы [image: ] екендігі ескерілген. [image: ] болғандықтан, [image: ] болады, сондықтан

[image: ]                 (1.89)

[image: ] деп алайық, және сәйкесінше, (1.89) теңдеуінің түбірлерін [image: ] деп белгілейік. [image: ] көпмүшелігін [image: ] яғни [image: ]  функциясына ұқсас түрде құрамыз. Бұл көпмүшелік (1.76) теңдеуінен [image: ]-ды [image: ]-ге алмастыру арқылы алынады. [image: ]көпмүшелігінің [image: ]-мен келесі қатынастар арқылы байланысты екенін көру оңай: 

[image: ]

мұнда (1.76)-ден [image: ] және [image: ] түбірлерін орнын ауыстыру арқылы алынады. Бұл қатынастар [image: ]көпмүшелігінің [image: ] түбірлері (1.89)-ден осы орнын ауыстыру арқылы алынатынын көрсетеді, яғни:

[image: ]

және [image: ] түрлендіруі бойынша [image: ]-ге өтеді, бұл түрлендіру жоғарғы жарты жазықтықты өзіне бейнелейді. [45, p. 167] еңбегіндегі 1-ші лемманың белгілеулерінде [image: ] және [image: ] жиындарының сәйкес келетінін көру оңай; нақтырақ айтқанда, [image: ] Сондықтан, 2-ші теоремадағы [image: ] саны [45, p. 167-168]-тегі 1.1-ші леммадағы [image: ] санымен сәйкес келеді. Осыған сәйкес, 2-ші теорема [45, p. 168]-тегі 1-ші теоремамен үйлеседі. 
Бұған қоса, [45 p. 170]-тегі 2-ші теоремада кейбір арнайы [image: ] жұптары үшін (1.68) есебінің Фредгольм қасиетінің және оның индексінің айқын сипаттамасын береді. 
Теорема 1.6. [22]-те. (1.66) белгілеулеріндегі [image: ] жұбы келесі типтердің біріне жатсын:

[image: ]                                                               [image: ]
[image: ]                                                         [image: ]
[image: ]                                                         [image: ]

және сәйкесінше

[image: ]                              [image: ]

(1.65), (1.68) есебінің фредгольмдық қасиеті [image: ] шартына эквивалентті, [image: ] болғанда оның индексі [image: ] және [image: ] болғанда оның индексі [image: ] тең.  Келесі лемма көрсеткендей, бұл теоремада [image: ] жағдайына қатысты (1.90) теңдеуіндегі [image: ] түйіндесi [image: ]арқылы алмастыру қажет. [image: ] және [image: ] жұптары үшін бұл теореманың [24]-тегі дәлелдеуі тікелей есептеулер арқылы көрсетілген. [image: ] жағдайында ол [25, 2911-бетте]-тегі 1.6-шы теоремаға негізделгендіктен, аталған қателіктің себебі де осы болып табылады.
Лемма 1.4. Айталық, [image: ] болсын, мұндағы [image: ] және [image: ]. Онда (1.65), (1.68) есебінің Фредгольм қасиеті келесі шартқа эквивалентті

[image: ]                                                     (1.91)

және оның индексі келесі формуламен беріледі:

[image: ]                                                            (1.92)

Дәлелдеуі. (1.78) функциясының келесі қасиетке ие екендігін тексеру оңай:

[image: ]

Сондықтан, қарастырылып отырған жағдайда, [image: ] болғанда, (1.69) теңдігі келесі түрге ие болады:

[image: ]                       (1.93)

Біз [image: ] арқылы [image: ] шеңберінің [image: ] бейнелеуі бойынша образын (бейнеленген жиынын) белгілейміз. [image: ] мен сәйкес келгендіктен

[image: ]                                                 (1.94)

[image: ] болғанда, [image: ] қисығы [image: ] түзуі  бөлшек-сызықтық түрлендіруінің [image: ]образымен сәйкес келеді және жоғарғы жарты жазықтықта орналасқан шеңбер болып табылады. -1-ден алынған алтыншы дәрежелі [image: ] мұндағы [image: ] түбірлерін ескере отырып, біз келесіні жаза аламыз:

[image: ]

Атап айтқанда, [image: ] шарты [image: ] матрицасының керіленуі үшін қажетті және жеткілікті болып табылады. (1.93) түрлендіруі [image: ] теңдігі [image: ] теңдігіне эквивалентті болғандықтан, инволютивті болып табылады. Сондықтан, [image: ] нүктесі [image: ] шеңберінде жатпайды тек және тек қана егер

[image: ]                                 (1.95)

Жиыннан алынған үш нүкте үшін

[image: ]

төменгі жарты жазықтықта жатыр, және [image: ] болғанда, бұл шарттың қанағаттандырылатыны сөзсіз. [image: ] және [image: ] нүктелері үшін бұл [image: ]  теңсіздігіне эквивалентті, яғни (1.91) шарты орындалады.
Бұл шарт орындалсын. (1.93) теңдеуінен (1.84), (1.85) ескере отырып, бізде келесі теңдікті аламыз:

[image: ]                       (1.96)

(1.94) түрлендіруі бөлшек-сызықтықты жоғарғы жарты жазықтықта [image: ] шеңберінің сыртқы аймағына бейнелейді, себебі

                       [image: ]

Сондықтан, [image: ] бірлік шеңберін сағат тіліне қарсы айналып өткенде, [image: ] нүктесі [image: ] сағат тілімен екі рет айналып өтеді. Салдарынан, өсім (приращение)

[image: ]

Әрі қарай, сағат тілімен алынған өсімді ескерейік: басқа жағдайда

[image: ]

Бұл өрнектерді (1.96) теңдеуіне қойғанда, біз [image: ] теңдігіне келеміз, мұнда [image: ] шеңберінің ішінде жатқан [image: ] нүктелерінің саны [image: ].-ге тең.  Осыған сәйкес, есептің индексі келесідей: [image: ] [image: ] функциясының (1.95)-ның [image: ] болғанда жорамал бөлігінің өрнегі [image: ] екенін көрсетеді, [image: ] болғанда [image: ] өрнегін көрсетеді.  Сондықтан, [image: ]теңдігі (1.92)-гі индекс формуласына түрленеді. 1.5-ші теорема мен 1.4-ші леммадағы индекске арналған өрнектерді салыстыра отырып, біз [image: ] болғанда (1.90) теңдеуінің екі түбірі де жоғарғы жарты жазықтықта жатады, ал [image: ] болғанда олар нақты түзудің екі жағында жатады деген қорытындыға келеміз.
[image: ] болғанда (1.89) формулаларын келесідей қайта жазуға болады:

[image: ]                                            (1.97)

[image: ] деп алмастырсақ, келесіні аламыз:

[image: ]

Анығында, [image: ] жиындары [image: ] теңдеуінің барлық алты түбірін құрайды. (1.89)  жалпы жағдайындағыдай (1.97)  де  сандарының жорамал бөлігінің таңбаларын тура тексеру қиын болып табылады.
1.6-шы теоремаға сәйкес, онда көрсетілген [image: ] үш түрлі жұбы   үшін есептің индексі 0 және 8 мәндерін қабылдайды. Екінші жағынан, 1.5-ші теоремаға сәйкес, P көпмүшелігінің екі түбірі де төменгі жарты жазықтықта жатқанда [image: ] тең болуы мүмкін. Бұл, мысалы, [image: ] және [image: ] болғанда орындалады. Басқаша айтқанда, теңдеуі үшін:

[image: ]

(1.68) есебі Фредгольм болып табылады және оның индексі [image: ] тең.
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2.1 Жалпыланған Нейман есебінің фредгольмді шешімділігі мен қосалқы шартпен (Шапиро-Лопатинский шартымен) эквиваленттілігі  







Жалпыланған Нейман есебінің фредгольмдік шешімділігі  нормаль туындылы  мұндағы    тұрақты нақты коэффициенттерімен  ші ретті сызықтық эллипстік теңдеулер үшін шеттік есеп қарастырылған.  болғанда  ол Дирихле есебі,  Нейман есебіне айналады. Осы есептің бұл жұмыста кеңістігінде жалпыланған Нейман есебінің фредгольмдық шешімділігі мен Шапиро-Лопатинскийдің эквиваленттілігі дәлелденген.







Жазықтықтағы эллипстік және аралас типті теңдеулерді комплекстік талдау әдістерімен зерттеудің классикалық бағытын құрайды және қазіргі уақытта іргелі нәтижелер алынған. Дуглис бойынша аналитикалық [18, 37]. функцияларды эллипстік теңдеулер мен жүйелерде қолданудың теориялық-функционалды әдісі өткен ғасырдың 60-жылдарының басында дамыды. Эллипстік теңдеулер мен жүйелерде Дуглис бойынша  аналитикалық функциялар маңызды рөл атқаратыны анықталды. [17, 31]. Бұл функциялар Коши-Риманның классикалық жүйесін жалпылайтын бірінші ретті эллипстік жүйенің шешімдері болады. [18, 20] бұл әдіс жазық серпімділік теориясының есептеріне қолданылған болатын (жалпы анизотропты жағдайды қоса алғанда). Алайда, бөліктеп -тегіс шекара облыстарында үзіліссіз коэфициентті теңдеулер және локалді емес шеттік шартты есептер үшін бұл әдіс ары қарай дамытуды қажет етеді. Фредгольмдік шарттар мен жоғары ретті эллипстік теңдеулер үшін Нейман индексін есептеу формулалары күмәнсіз қызығушылық тудырады [23-24]. Бұл есепте облыс шекарасындағы әртүрлі ретті нормаль туындылардың саны эллипстік теңдеудің ретінің жартысына тең. 1988 жылы [16, р.828-829] полигармоникалық теңдеу үшін облыс шекарасындағы -дан басталатын шешімдер тізбегінің нормаль туындыларын беруден тұратын шеттік есеп ұсынды.  болғанда ол Дирихле есебінің классикалық жағдайына сәйкес келеді, ал  болғанда Нейман есебінің классикалық жағдайын береді.  жағдайда Нейман есебінің жалпы жағдайын береді. Туындылардың кез-келген өсу ретімен берілген жағдайы қызығушылық тудырады. Айталық, тегіс шекарасы бар  шектелген бірбайланысты облыс. Осы облыста ші ретті жалпы эллипстік теңдеулер үшін:


                             (2.1)

шеттік есебі қарастырылған


                                          (2.2)










мұндағы- шекарасына сыртқы бірлік нормаль және натурал мәндері бар  Полигармониялық теңдеу үшін бұл есеп [16, р.830] жұмыста зерттелген. Нейман есебінің вариациялық принципіне негізделген басқа нұсқасы [33] жұмысында ұсынылған болатын. (2.1),(2.2) есепте  болғанда [33, p 3-6] қарастырған.  кеңістігінде (2.1),(2.2) есептегі  болғанда [23] қарастырған, ал  кеңістігінде [24, р. 24-31] қарастырған  фредгольмдік шартының қажеттілік және жеткілікті шарты табылды. (2.1),(2.2) есептер [21, р.490] жұмыста көпбайланысты облыста қаралған. Бұл есептерді қарастырғанда [22, 33] сингулярлық интегралды теңдеулер тегіс, бөлікті- тегіс контурда қарастырған. [48] жұмыс көпөлшемді шардағы біртекті емес полигармониялық теңдеу үшін шеттік есептің шешімділігіне арналған. (2.1), (2.2) есептің фредгольмдік шартының қажеттілік және жеткілікті шарты келесідей сипаттауға болады.





 	Айталық,  сипаттаушы теңдеудің жоғары жарты жазықтықтағы  барлық түрлі түбірлері болсын және  түбірінің еселігі  және  болсын.

 бойынша келесі бөлшек- сызықты  функциясын енгізейік:


                                           (2.3)






мұндағы  контурының  бірлік жанама векторынан тәуелділігі айқын көрсетілген. Нақтылық үшін  векторын  облысына қатысты оң бағыт деп аламыз, яғни  облысы векторының сол жағында қалады. Яғни:



                                                                                  (2.4)



вектор-функциясынан  аналитикалық нүктелерінің 


 маңайында  блок матрицасын енгізейік:


                                      (2.5)


мұндағы  матрицасы баған-векторлардан құралған

                                         


төменде  вектор ретінде қолданылады:


                                         (2.6)

[23, p. 1595-1596 ]бұл белгілеулерде (2.1), (2.2) есебі фредгольмді болады, сонда тек сонда ғана, егер:


                          (2.7)





мұндағы  бірлік шеңберді білдіреді. Бұл шарт тек ғана  таңдауымызға байланысты. Осыдан, белгілеп алынған  мәндерімен (2.7) шарт орындалғанда (2.1), (2.2) есебі кез- келген облыста фредгольмдік болады. Жалпы эллипстік теңдеулер теориясы [40] тұрғысынан алғанда  кеңістігінде (2.1), (2.2) фредгольмді болады, [38] сонда тек сонда ғана оның шеттік шарттары қосалқылық шартты немесе Шапиро –Лопатинский шартын қанағаттандырса. Бұл жағдайда [39] шеттік шарттар.   









(2.1) негізігі бөлімдегі дифференциалдық операторды (накрывают) қамтиды деп айтады. Аталған шарт: белгіленген  нүктесінен  жәнеоператорларындағы х пен у бойынша дифференциалдауды  және  Нәтижесінде алатынымыз:








 (2.4)-ті ескере отырып (2.3)-тегі белгілеулерін ескере отырып  көпмүшелігін келесідей жаза аламыз:





сондықтан,   тепе-тең 


                                                (2.8)




Мұндағы сипаттаушы теңдеудің кез-келген түбірі. Сонымен, еселіктері сайкес келеді. (2.3) түрлендіруі жоғары жарты жазықтықты өзіне-өзін көшіреді,  осыған ұқсас түрлендіуі. дәрежелі көпмүшелігін дербес жағдайында 



                         (2.9)


 жоғары жарты жазықтықта жататын теңдеуінің түбірлері.


	Қосымша шарттардағы белгілеулерді сызықтық тәуелсіз  көпмүшелігінің модулі бойынша  Осылайша, бұл шарт басқа әдіспен алынған (2.6) шартымен эквивалентті. Бұл нәтижені тікелей алуға болады.
           Теорема 2.1. (2.7) шарты сонда және тек сонда ғана орындалады, егер





 көпмүшелігі модулі бойынша сызықты тәуелсіз болса.




Дәлелдеуі. Айталық,  көпмүшелігінің модулі бойынша сызықтық тәуелді, яғни сызықты тривиалды емес комбинациясы бар болсын, еселі (2.6) белгілеуінде  көпмүшелігін былай жазуға болады:






кейбір Q көпмүшелігімен. (2.9) бұл қатынас нүктесінде В көпмүшелігі нолінші ретті  бар екендігін  немесе пара-пар:



                      (2.10)




Бұл теңдіктер  қатысты  біртекті теңдеулер жүйесін көрсетеді. (2.5) анықтамаға сай бұл жүйенің матрицасы  қатысты транспонирленген матрицаға сай келетінін көруге болады. Сондықтан, (2.10) жүйенің  нолдік емес шешімін болуы мүмкін сонда тек сонда ғана, егер:


                                               (2.11)


 (2.3) анықтамаға сәйкес (2.8) теңдігі  пара-пар, сондықтан да (2.11) теңдігін (2.7) сол жағындағы анықтауышын нолге айналдыратын өрнек түрінде өрнектей аламыз. Осыдан, қосымша шарттың бұзылуы (2.7) шарттың бұзылуымен пара-пар тепе-тең, осымен теорема дәлелдеуі аяқталды.



	  теңдігімен анықталатын  векторынан  векторына көшкенде (2.7) шарт өзгермейді немесе айқын түрде:


                                      (2.12)



[19, 23] көрсетілгендей  және  матрицалардың анықтауышы бір-бірінен нолдік емес көбейткішімен өзгешеленді.




	(2.7) шартқа ыңғайлы түрге келтіруге болады. Сол мақсатта  матрицасының анықтауышын қарастырайық.  көпмүшелігінің айнымалысын    және мультииндекстер терминінде төмендегідей жазуға болады: 


                                      (2.13)





мұндағы  жазуы  барлықүшін  теңсіздігін білдіреді және  қарапайым белгілеуі енгізілген. Бөлшек-сызықтық функцияларын енгізейік:


                                           (2.14)

Теорема 2.2. (2.1), (2.2) есептері фредгольмды сонда және тек сонда ғана 


                                    (2.15)


рационал функциясының  кеңейтілген нақты түзуде нақты түбірлері жоқ болса.
Дәлелдеуі. (2.3) және (2.14) операцияларын салыстырудан алатынымыз:


                                   (2.16)



 функциясы (2.3) теңдігінде  айнымалысы бойынша жұп, сондықтан өлшем









Мұндағы  оң жақ жарты жазықтықтағы жарты шеңбер. бейнелеуі жарты шеңбердегі кеңейтілген  нақты сандарға гомеоморфизмді орындайды, оның   нүктесінен нүктесіне айналып шығуы түзу бойымен оң бағытпен қозғалысына сәйкес келеді. Сондықтан (2.16) сәйкес (2.7) шартқа сай R функциясының кеңейтілген нақты түзуде нақты түбірлері жоқ. Теорема дәлелденді.




(2.14) –те  анықталатын  функциясын анығырақ қарастырайық.  берілген түрлендіруі  нүктелерінің орнын ауыстырады және инволютивті:


                                           (2.17)



сонымен қоса,  болғанда  тепе-теңдігі орынды.


Лемма 2.1.  болғанда  түрлендіруі төменгі жарты жазықтықты дөңгелекке түрлендіреді


                                      (2.18)








Бұл дөңгелек  центрі радиусы  толығымен жоғары жарты жазықтықта жатады  нүктесін қамтиды және  инволюциясына қатысты инвариантты. Сонымен қатар, оның  және нүктелері  шекаралық шеңберінде жатады.
Дәлелдеуі. (14) ескере отырып алатынымыз:






















Осыдан, төменгі жартыжазықтықтың бейнесі В дөңгелегі болып табылады,  нүктесін қамтиды және ол толығымен жоғары жартыжазықтықта жатады  нүктенің . симметрия принципіне сәйкес түзуіне және шеңберіне қатысты симметриялы. Атап айтқанда, бұл шеңбердің центрі жорамал осьте жату керек. Бұл шеңбердің центрі мен радиусын сәйкесінше  мен  деп белгілеп, мынадай қатынас аламыз: мұндағы.  шеңберінің теңдеуін  келесі түрде  жаза аламыз, ал бұл (2.18)-гі В шеңберінің  сипаттауының дәлелін береді.  және  нүктелері шеңберінде жататыны анық. Атап айтқанда,  теңдеуге  қойып  үшін (2.18) өрнегіне келеміз. шеңбері түрлендіруіне қатысты инварианттылығы оның теңдеуінен шығады. Лемма дәлелденді.




2.1-ші лемма   жағдайында екі нүктесі үшін қолданылады 2.1-ші теоремаға сәйкес [6, р. 1036-1037] жалпылығын шектемегенде ол нүктелерді әр түрлі деп айтуға болады. Олардың реттік нөмері болсын. (2.17) сәйкес  түрлендіруі В шеңберін төменгі жарты жазықтықққа ауыстырады және келесі функциясын енгіземіз: 


                           (2.19)

B шеңберінде бұл функция аналитикалық функция болып табылады. Айқын түрде мынадай болады:


                                       (2.20)








нүктесі тұйық дөңгелегінде жатпайтындығы 2.1-ші лемманың салдарынан аламыз. Атап айтқанда,  бірінші лемма бойынша  нүктесі жатпайды, сондықтан бұл   үшін де орынды. 2.2-ші теорема  функциясына қатысты былай түрленеді.



Теорема 2.3. Айталық,  және бірінші лемманың белгілеулерін алайық. Бұл (2.1), (2.2) есептерінің фредгольмдігі функцияның  шеңберінде нольдері жоқтығымен пара-пар. 






Айта кететін жайт, функциясы сияқты  функциясы да  нүктесінде нольге айналады.  болғанда бұл функция ерекше ықшамдалады және  (2.20)-ғы  түрлендіруінен  инволюциясы шығады. Бұл жағдайда [23, р. 1600-1603] жұмыстағы екінші теорема 2.3-ші  теоремаға айналады. 

Алынған нәтижелерді төртінші және алтыншы дәрежелі жалпыланған теңдеулерге қолданамыз. 2.3-ші  теореманы (2.1) теңдеудің төртінші дәрежесіне қолдану. Есептің фредгольмдығына кіші мүшелері әсер етпегендіктен  теңдеудің басты бөлігін қолдану жеткілікті. Бұл теңдеу мына түрде жазылады:


                                                                                    (2.21)

екінші ретті оператормен






 айырымы біз қарастырып отырған жағдайда мүмкін мәдерінің саны    үшеу болғандықтан (2.2) есеп мына түрде жазуға болады: 


                      (2.22s)


(2.5), (2.13) сәйкес  матрицасы қарастырып отырған жағдайымызда төмендегі түрге келеді:





Сондықтан, айқын түрде:






Мұндағы  және



      (2.23)









Атап айтқанда, -данөлден өзгеше. Айталық, қандай да бір  үшін болсын. Сондықтан,  нүктесі де жатады, онда   нүктесі де жатады, ал бұл (2.20) бойынша мүмкін емес. Қарастырып отырған  жағдайында  [23, р. 1600-1603]-ғы екінші теоремаға сәйкес келесі қорытындыға келеміз.






Қорытынды 2.1.  болғанда (2.21), (2.22s) есебі фредгольмдік және оның индексі нолге тең, ал  фредгольмдік сонда, тек ғана сонда бірінші лемма бойынша  жағдайында анықталатын  көпмүшелігінің нөлдері дөңгелегінің  шекаралық шеңберінде жатпайды. 




Келесі леммадан байқағанымыздай  көпмүшелігінің нөлдерінің бірі  шеңберінде жататындай  және  таңдауға болады. 

Лемма 2.2. Айталық,  нүктесі жоғары жарты жазықтығында жатсын және бірінші леммадағыдай төмендегідей белгілейік:


                                         (2.24)

Онда 




нүктесі де жоғары жарты жазықтығында жатсын және бұл нүктелер үшін (2.21), (2.22s) есебінің фредгольмдығы бұзылады.






Дәлелдеуі. нүктесі жоғары жарты жазықтығында жататындығына көз жеткізейік. Анықтамадан байқайтынымыз  нүктесі үшін . Сондықтан, егер  болса онда 2.1-ші леммаға  сайкес нүктесі  жатуы керек, ал бұл мүмкін емес.




	Айталық, және бұл нүктелер және шеңберінің жорамал  осьпен қиылысуы. Онда, (2.18) теңдігіне сәйкес   теңдіктері орынды.





 нүктесі (2.23) теңдеудің бірінші түйіндесінің түбірі деп аталады, сондықтан. (2.21), (2.22s) фредгольмдік емес болады.


	 болғандықтан  теңдеуін мына түрде жазуға болады:




(2.25) теңдігін ескерсек (2.24) тепе-тең болады.





Төртінші реттен жоғары эллипстік теңдеулердің сәйкес көпмүшелерінің айқын түбірлерін табу қиындық тудырады. Мысалы, алтыншы дәрежелі, яғни  қарастырайық. Екінші теоремаға сайкес екі жағдайды қарастырсақ жеткілікті: барлық түбірлер жұп-жұбымен әр түрлі, яғни  және  осы түбірлердің біреуі еселі болады, мысалы, Сәйкесінше, жоғарыда (2.21) теңдеуге ұқсас екінші реттік операторлар үшін келесі теңдеуді аламыз



                                                 



                                                   




 үшін  және   оң айырымдарына қатысты (2.2) теңдіктегі есеп келесідей жазылады



       



Соған сәйкес (2.12) векторды түрінде алған орынды, (2.5) анықтамаға сәйкесматрицасы үшін түрлендіруін аламыз:






матрицасының анықтауышын  жағдайы үшін мына түрде жаза аламыз:




Сондықтан, (2.15) функциясы өрнегін аламыз:









қандай да бір  көпмүшелігімен. Мұндағы болғанда функциясы  нүктесінде нөлге тең болады. болғандықтан, онда 2.1-ші теоремаға сайкес келесі қорытындыға келеміз.




Қорытынды 2.2. (2.26і), (2.27) фредгольмдік есептері шеңберінде  көпмүшелігінің нақты түбілерінің жоқтығымен пара-пар.  көпмүшелігі  болғанда мынадай түрге келеді:







қосынды белгісіндегі штрих белгісі төмендегі циклдік үштік қосындыланатынын білдіреді. 






Егер қосымша  болса, онда  көпмүшелігімен тікелей тексеру көрсеткендей
 



2.2-ші теоремаға сәйкес есептің индексі нөлге тең.


 жағдайында  деп алсақ болады. Осы жағдайда





мұндағы  көпмүшелігімен





 дәрежесімен анықталады. Айқын түрде












 сияқты  2.3-ші теорема бойынша функциясы үшін төмендегі өрнекті аламыз:







мұндағы   көпмүшесінің түбірлері олардың еселіктерін ескере отырып алынған.  болғандықтан, онда 2.3-ші теоремаға сәйкес келесі қорытындыға келеміз. 




Қорытынды 2.3.  (2.27) есебінің фредгольмдігі шеңберінде  көпмүшесінің нақты түбілерінің жоқтығымен пара-пар.  жағдайы үшін ғана ақырлы жауап аламыз. Ол үшін:








 үшін төртінші дәрежелі теңдеуде көрсетілгендей мұндағы бірінші көбейткіштің  тұйық шеңберінде нөлдері жоқ болады. есебі фредгольмдік және оның индексі нөлге тең.

Жалпы эллипcтік теорияның негізінде [39]-гі  (2.1), (2.2) есебі кеңістігінде фредгольмді шешімді сонда тек сонда ғана, егер  де оны шеттік шарты қосалқы  шартты (немесе Шапиро-Лопатинский шартын) қанағаттандырса. Мұндай жағдайда [40] мақалаға сүйеніп (2.1) шеттік шарт 










дифференциалдық операторын бүркиді деп айтамыз. Бұл диффренциалдық оператор (2.1) теңдеудің басты бөлігі. Аталған шарт келесіден тұрады:  нүктесін бекітеміз де, оператордағы және (2.2) шеттік шарттағы оператордағы  пен  бойынша туындыларды сәйкесінше  пен алмастырамыз. Нәтижесінде




және




көпмүшеліктерін аламыз.
	(2.3) белгілеуін қолданып А көпмүшелігін келесі түрде жазамыз.







 түрлендіруі А көпмүшеліктің түбірлерін сипаттаушы теңдеудің түбірлеріне көшіреді. Түбірлердің еселіктері сақталады. Оған қосымша, жоғарғы жарты жазықтықты төменгіге көшіреді және  инволюттік қасиетті сақтайды. Дербес жағдайда, түрлендіруі жоғарғы жарты жазықтықты өзіне көшіреді, нәтижесінде,


                    (2.28)




-ші дәрежелі көпмүшелігі жоғарғы жарты жазықтықта жатқан А көпмүшелігінің түбірлерінен құралған. Осы айтылған белгілеулерден қосымша шарт деп  көпмүшеліктерінің  көпмүшелігінің модулі бойынша сызықты тәуелсіз екендігін тұжырымдаймыз. Сонымен, басқа жолмен алынған  осы шарт (2.6) шартпен пара-пар екендігін көрсетеміз.


Лемма 2.3. (2.6) шарт орындалады сонда тек сонда ғана, егер де  көпмүшеліктері көпмүшелігінің модулі бойынша сызықты тәуелсіз болса.



Дәлелдеуі. Осы көпмүшеліктер  бойынша сызықты тәуелді болсын деп ұйғарайық, онда  тривиалды емес сызықты комбинациясы табылады, ол -ге еселі болады. Яғни, 








болады, мұндағы  қандай да бір көпмүшелік. Бұл тепе-теңдік (2.28) көбейткішке жіктеумен, көпмүшелігінің  нүктелеріндегі еселіктері  сәйкес келеді, ал ол 


                               (2.29)

пара-пар.


	Бұл теңдіктер -ға байланысты біртекті сызықты алгебралық жүйені құрайды. (2.7) анықтамаға сәйкес осы жүйенің матрицасы транспонирланған  матрицасымен сәйкес келеді. Сол себептен (2.29) жүйенің нөлдік емес шешімі бар болады сонда тек, сонда ғана, егер






болса. Осы теңдікте  комплекс түйіндеске көшсек, және ескерсек, онда  сәйкес келетін теңдікке келеміз. Осыдан (2.11) шарттың орындалатындығын  көреміз. Яғни ұйғарымымыз дұрыс болмады. Яғни, 2.3- ші лемма  дәлелденді.


          2.2 Локальді емес шеттік шартты есептердің шешімділігі
Ізделінді шешім мен шешім ізделінетін облыстағы сол шешімнің шекаралық және ішкі нүктелеріндегі туындыларының мәндерін байланыстыратын шеттік шарттары бар есептерді локалді емес есеп деп атайды. Бұл есептер Дирихле немесе Нейман шарттары сияқты классикалық шеттік шарттарды  кеңейтеді, олар локалді болып табылады және облыс шекарасындағы мәндерімен анықталады. Математикалық тұрғыдан алғанда, есепте локалді емес мүшенің бар болуынан біраз  қызықты сұрақтар пайда болады және эллипстік есептерді шешудің кейбір стандартты әдістерінде бірқатар қиындықтар туындайды. Мысалы, вариациялық әдістер мұндай теңдеулердің көп класы үшін шешімнің бар екендігін дәлелдеу үшін қолданғанда жүрмейді. Дербес туындылы әр түрлі теңдеулерге арналған локалды емес есептерді көптеген авторлар: Н. И. Ионкин [46], А.В. Бицадзе және А. А. Самарский [47], А. И. Кожанов [48,49], Я. А. Ройтберг және 3.Г. Шефтель [50], А.П. Солдатов [51], Н. В. Житарашу және С. Д. Эйдельман [52], мұнда локалді емес есептердің шешімділігіне, ал шеттік есептің жалғыздығы мәселесіне [53-60] жұмыстарда зерттелген.
Кожанов А.И. [48] жұмысында эллипстік теңдеулер үшін интегралды шарттары бар локалді емес шеттік есептердің шешімділігі зерттелді








Мұндағы облысы  шектелген, оның шекарасы  шексіз дифференциалданады, ал - шектелген цилиндр , оның бүйір беті



. және - берілген функциялар.
Локалды емес есептің шешімділігін дәлелдеу Фурье әдісіне негізделген.
Жұмыста шығарылған есепті жалпылау, есептердің кейбір жалпыламаларын неғұрлым жалпы интегралдық шарттар жағдайында, дифференциалдық-операторлық теңдеулер жағдайында, квазиэллипстік теңдеулер жағдайында
зерттеген.
Кожанов А.И., Дюжева А.В. [49]  жұмысында екінші ретті эллипстік теңдеулер үшін Самарский-Ионкиннің локалді емес есептері қисындылыққа зерттелген








(немесе).

Соболев кеңістігінде регулярлы шешімдердің бар болуы мен жалғыздығы дәлелденді, сонымен қатар локалді емес шеттік жағдайлары үшін эллипстік теңдеулерге арналған спектрлік есептер зерттелді.
А. Аширалиевтің [61] эллипстік теңдеулер үшін локалді емес шеттік шартты  есебі зерттелген 



Сонымен қатар, облысында көпөлшемді эллипстік теңдеу үшін аралас есеп қарастырылған:








Шекарасы  болатын,  облысы n-өлшемді   Евклид  кеңістігіндегі бірлік ашық куб.


	Сондай-ақ, көп өлшемді -ретті эллипстік теңдеулер үшін локалді емес шеттік есепті қарастырған: 




Тегіс функциялар кеңістігінде қойылған шеттік есептердің  қисындылығы дәлелденген. Квазисызықтық және сызықтық емес эллипстік теңдеулердің шешімділігін зерттеуге [62-72] т.с.с. көптеген жұмыстар бар, соның кейбіреулерін атап өтейік 






Вариациялық әдістерді қолдана отырып,  және  әртүрлі жағдайлары үшін шешімдердің бар және жоқтығы (болмауы) туралы нәтижелер алынады. Бицадзе-Самарскийдің шартымен берілген сызықтық локалді емес эллипстік шеттік есептер теориясы А.Л.Скубачевскийдің [73] еңбектерінде кеңейтіліп, дамытылған. Бұл жұмыста локалді емес эллипстік есеп эллипстік дифференциалдық-айырымдық теңдеуге келтіріледі. [74] жұмыста коэффициенттері тез өсетін квазисызықтық эллипстік теңдеулер үшін Соболев–Орлич кеңістігінде Галеркин әдісінің жинақтылығы дәлелденді. [75] р-Лапласианды локалді емес шеттік есеп зерттелген. Бұл сызықтық емес локалді емес эллипстік типтегі есеп Бицадзе–Самарский типіндегі жалпыланған есеп және оның шешімділігіне жеткілікті шарттар алынды. [76] жұмыста комбинацияланған сызықтық емес локалді емес эллипстік теңдеу зерттелген:
2.1-есептің қойылымы. 




	Айталық,  цилиндр,  шектелген облыс,  тегіс шекарасы бар,  цилиндрдің бүйір беті. 

 цилиндрде сызықтық емес теңдеуді қарастырайық


					(2.30)

және  шеттік шарттары 


						(2.31)

				(2.32)




мұндағы   берілген функция,  және   тұрақтылар, 


.


 кеңістігін төмендегідей анықтайық:




және оның нормасы




[image: ] кеңістігі ретінде

[image: ]

және оның нормасы

[image: ]

[image: ]

	Анықтама 2.1. (2.30)-(2.32) шеттік есебінің жалпылама шешімі деп (2.31), (2.32) шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын [image: ] [image: ]функциясын айтамыз:

[image: ]

мұндағы [image: ].

        Теорема 2.4. Айталық, [image: ]

[image: ]                     (2.34)

шарттары орындалсын, онда (2.30)-(2.32) локалді емес шеттік есептің [image: ] [image: ] жалғыз ғана шешімі бар.
Дәлелдеуі. Теореманы регуляризация әдісімен параметр бойынша жалғастыру әдісінің комбинациясы арқылы дәлелдейік. Айталық, [image: ] және [image: ] үшін [image: ] цилиндрінде келесі шеттік есебін қарастырайық:

[image: ]			(2.35)

(2.31) шеттік шарттарымен және

[image: ]				(2.36𝜆)
(2.35), (2.31), (2.36𝜆) шеттік есептерінің шешімділігін [55,71,72] параметр бойынша жалғастыру әдісін қолданып дәлелдейік. [image: ] кеңістігінде (2.35), (2.31), (2.36𝜆) шеттік есептерінің [image: ] кесіндісінде шешімді болатын [image: ] мәндерін [image: ] жиынымен белгілейміз. Егер [image: ] бос жиын емес, бірмезгілде ашық және тұйық болса, онда жиын [image: ] кесіндісімен толығымен (сәйкес) беттесетіні анық. (2.35), (2.31), (2.361) шеттік есебінің [image: ] кеңістігінде шешімі бар. Ал, бұл (2.30)-(2.32). шеттік есебінің [image: ]  кеңістігінде шешімі бар екенін көрсетеді. 
Енді [image: ] бос емес жиын екенін, бірмезгілде  ашық және тұйық болатынын дәлелдеуіміз қажет.
[image: ] бос жиын емес екенін дәлелдеу үшін 0 саны [image: ] жиынында жататынын көрсетейік.
Айталық, (2.35), (2.31), (2.36𝜆) есебіне  [image: ] болғанда [image: ] цилиндрде төмендегі шеттік есебін аламыз:  

[image: ]				(2.35)
[image: ]						(2.31)
[image: ]				 (2.360)

[image: ]. кеңістігінде (2.35), (2.31), (2.360) шеттік есебінің бірмәнді  шешімділікке дәлелдейік.
	Анықтама 2.2. (2.35), (2.31), (2.360) шеттік есебінің жалпы шешімі деп (2.31), (2.360) шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын [image: ] функциясын айтамыз:

[image: ]		(2.37)

мұндағы [image: ].
Теорема 2.5. 2.4-ші теореманың шарттары орындалсын, онда (2.35), (2.31), (2.360) шеттік есебінің [image: ] жалғыз ғана жалпылама шешімі бар болады. 
Дәлелдеуі. [image: ] кеңістігінде (2.35), (2.31), (2.360) шеттік есебінің шешімділігін Галеркин әдісімен дәлелдейміз. [image: ] жуық шешімдерін келесі түрде іздейміз:

[image: ]					(2.38)

мұндағы, [image: ] - [image: ] кеңістігінің базисі, бұлар төмендегі шеттік есебінің меншікті функцияларынан құралған:

[image: ]

Немесе

                                            [image: ]

                                            [image: ]


[image: ] белгісіз коэффициенттерін [image: ] алгебралық теңдеулер жүйелерінен анықтаймыз:

[image: ]		(2.39)

Галеркин жуықтаулар (2.39) жүйенің [image: ] шешімінің бар болуын дәлелдеу үшін сүйір бұрыш туралы лемманы қолданамыз. 
Лемма 2.4. Галеркин жуықтаулар (2.39) жүйенің әрбір [image: ] үшін [image: ] шешімі бар.
Дәлелдеу. Сүйір бұрыш туралы лемманы қолданайық. Алдымен келесі белгілеулерді енгізейік: [image: ] векторына  [image: ] сәйкестендірейік және  

[image: ]
[image: ].

Онда

[image: ]	(2.40)

Осы теңдіктегі бесінші қосылғышқа (2.34) шартты ескеріп, алтыншы қосылғышқа Коши-Буняковский теңсіздігін қолдансақ, онда 

[image: ]		(2.41)


Егер [image: ] орындалғанда, яғни  жеткілікті үлкен [image: ] табылады да (дәлірек айтсақ [image: ]), [image: ] сферада [image: ]. Сүйір бұрыш туралы лемма бойынша [image: ] тұйық шарда [image: ] табылады және [image: ] барлық [image: ] Бұдан (2.39) теңдікті қанағаттандыратын [image: ] функциялары бар екендігі шығады.
        Лемма 2.3 дәлелденді.
Енді (2.38) қосындыларының жинақты болуы үшін [image: ] шешімдерінің априорлық бағалаулары қажет. Ол үшін (2.39) теңдеуді сәйкесінше [image: ] және [image: ] көбейтіп, [image: ] бойынша қосындыласақ,  келесі теңдіктерді аламыз:

          [image: ]				(2.42)


[image: ]		(2.43)

(2.42) теңдікке Юнг және Гельдер теңсіздіктерін қолданып, келесі бағалауларды аламыз:

[image: ]			(2.44)

[image: ]		(2.45)

	Енді (2.39) теңдігін сәйкесінше [image: ] көбейтіп және [image: ] бойынша қосындылаймыз, сонда келесі теңдікке келеміз:

[image: ]	(2.46)

(2.44) және (2.45) бағалауларды ескере отырып, (2.46) теңдіктің оң жағын бағалайық:

[image: ]

Бұл жерде [image: ] сонымен қатар, Соболевтің енгізу теоремасы бойынша [image: ] және [image: ] келесі теңсіздікті аламыз

[image: ]
[image: ]
[image: ]

[image: ]

Нәтижеде, (2.46) теңдігінен келесі бағалауын аламыз:

[image: ]				(2.47)

Дәл жоғарыдағыдай, (2.39) теңдігін [image: ] функциясына көбейтіп және [image: ] бойынша қосындыласақ:

[image: ]			(2.48)

(2.44) және (2.47) бағалауларын ескере отырып, Гельдер және Юнг теңсіздіктерін қолданып, (2.48) теңдіктің оң жағын бағалайық:
	
[image: ]
[image: ]

Осы алынғандарды (2.48) теңдігіне қойсақ:
	
[image: ]                    (2.49)

бағалауы шығады.
(2.44), (2.45), (2.47) және (2.49) априорлық бағалауларында [image: ] тұрақтылары [image: ]-нен тәуелсіз. Сонымен біз, келесі қажетті бағалауды  алдық:

[image: ]	(2.50)

	Галеркин жуықтауларында [image: ] шекке көшу.  (2.50) бағалауынан [image: ] кеңістігінде [image: ] жуық шешімдер тізбегінің шенелгендігі шығады. [image: ]тізбекшесін таңдап, (2.39) жүйеде [image: ] ұмтылғанда [image: ] бойынша шекке көшуге болады. Шектік функция [image: ] кеңістігінде жатады. [image: ]де [image: ] жүйесі тығыз болғандықтан, [image: ] шектік функциясы (2.35) теңдеуді барлық [image: ]-де қанағаттандырғандықтан, осылайша, (2.35), (2.31), (2.360) шеттік есебінің регуляр шешімі бар екендігі дәлелденді. Енді осы аталған тұжырымды ашып көрсетейік:
	         (2.44), (2.45), (2.47) және (2.49)  бағалаудардан төмендегi әлсiз жинақтылықтар шығады

	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ] әлсіз  [image: ]
	[image: ] әлсіз  [image: ]
	[image: ] әлсіз   [image: ]

Осы жинақтылықтардан және [image: ] кеңістіктің [image: ], [image: ] кеңістігіне толықтай үзіліссіз (компактілі) енгізілуіне байланысты [image: ]   әлді  [image: ] мұндағы [image: ]
Бұдан







Яғни [image: ]     әлді  [image: ] мұндағы  [image: ]
	(2.35), (2.31), (2.360) шеттік есебінің шешімінің жалғыздығы кері жорумен дәлелденеді, айталық, [image: ]және [image: ], екі шешімі бар болсын делік, олардың айырымын [image: ] деп белгілеп алайық. Онда (2.37) интегралдық теңдігінен:

[image: ]			(2.51)

мұндағы [image: ].  Соңғы теңдікке [image: ] қояйық:

[image: ]		(2.52)
[image: ] операторының  монотондылығын ескере отырып, аламыз:

[image: ]			(2.53)

(2.52) теңдікте (2.53) ескерсек:

[image: ]

[image: ] тең. Бұдан (2.35), (2.31), (2.360) шеттік есебінің жалғыздығы шығады.
Сонымен, теорема 3.2 толығымен дәлелденді.
[image: ]

[image: ] жиынының ашықтығы мен тұйықтығын априорлық бағалаудан аламыз. Осы бағалауды алайық.



(2.35) теңдеуін    және    функцияларына көбейтіп, сосын,    цилиндрі бойынша интегралдап, келесі теңдікті аламыз:


		(2.54)


		(2.55)

(2.53), (2.55) теңдіктерінің оң жағына Гельдер және  Юнг теңсіздіктерін қолданып және теоремадағы шарттарымызды ескере отырып, келесі бағалауларды аламыз:


		           (2.56)

		           (2.57)

Дәл осылайша, (2.35) теңдеуді [image: ] және [image: ] функцияларына [image: ]-де скаляр көбейте отырып және (2.56) және (2.57) бағалауларын ескеріп [image: ] функциясы үшін бағалауын аламыз:

   (2.58)

   		(2.59)

Алынған бағалаулар [image: ] жиынының ашықтығы мен тұйықтығын дәлелдеуге мүмкіндік береді. 
Айталық, [image: ].санына жинақталатын [image: ]жиынының элементтер тізбегі [image: ] болсын. Онда, [image: ] саны да [image: ] жиынының элементі болатынын көрсетейік.

[image: ] кеңістігінде (2.35), (2.31),  шеттік есебінің шешімі болып табылатын [image: ] санына сәйкес [image: ] функциясы табылады. [image: ] функциялар жиынтығына (2.56)-(2.59) k бойынша бірқалыпты бағалау орынды болады Осы бағалаулардан шығатыны, [image: ] кеңістігінде [image: ] функциясы табылып және  [image: ] болғанда [image: ] жинақталатын тізбекшесі болады.

[image: ] әлсіз [image: ].



Осы жинақтылықтан шығатыны [image: ] шектік функциясы (2.35) теңдеудің шешімі және оған (2.31),  шарттары орындалады. (2.56)-(2.59)  бағалаулары (2.35), (2.31),  теңдеуінің шешімдері үшін [image: ] функциясы [image: ]кеңістігіне тиесілі екендігін көрсетеді. Осыдан, [image: ] саны [image: ] жиынының элементі екендігі шығады
Шектік нүктесі  [image: ]жиынының өзінде жатуы оның тұйықтығын білдіреді.
Енді [image: ] жиынының ашық екенін дәлелдейік.
Айталық, [image: ]саны [image: ] жиынының элементі болсын [image: ] жиыны ашық болады, егер [image: ] сандары [image: ] аз мәнінде сол жиынның өзінде жатса.[image: ] кеңістігінде кез-келген [image: ] функциясын алайық та және мына шеттік есебін қарастырайық:

[image: ]			(2.35)

(2.31) шеттік шарттарымен және 

[image: ]		(2.60)

	[image: ] жиынының анықтамасына сай, бұл есептің[image: ].кеңістігінде жататын [image: ] шешімі бар болады. Осылайша, (2.35), (2.31), (2.60) шеттік есебі [image: ] кеңістігін өзіне-өзі көшіретін [image: ] операторын тудырады, [image: ][image: ]-ның аз мәнінде бұл қысып бейнелейтін оператор екенін көрсетейік.
	Айталық, [image: ] кеңістігіндегі [image: ] және [image: ] функцияларына [image: ]оператораның әсерінен алынған [image: ] және  [image: ] сәйкес бейнелер болсын. [image: ][image: ] деп белгілеу енгіземіз. [image: ]функциясына төмендегі теңдеу орындалады

[image: ]

және шеттік шарттарымен

[image: ]
[image: ]

[image: ]функциясы үшін (2.57)-(2.60) бағалаулары келесі теңсіздікті береді:

[image: ]

Осы теңсіздігінен айқын түрде мына теңсіздік алынады

[image: ]

Егер [image: ] саны [image: ] теңсіздікті қанағаттандыратын болса, онда [image: ] операторы қысып бейнелейтін оператор болады. Қысып бейнелейтін оператордың қозғалмайтын нүктесі [image: ] функциясы , ол [image: ] теңдігін қанағаттандырады. Бұл функция үшін келесі теңдеу орындалады.

[image: ]

және шарты

[image: ]
[image: ]

Бұл дегеніміз, [image: ] саны [image: ]жиынының элементі, және [image: ] жиыны ашық екен.


[image: ]функциясы [image: ] кеңістігінен болса, онда (2.35), (2.31),  шеттік есебінің [image: ] кеңістігінде тағы да тиісті [image: ] шешімі болады. Онда, бұл шеттік есебі, [image: ] кеңістігін өзіне-өзін бейнелейтін  [image: ] операторын тудырады [image: ]. [image: ]  кеңістігінде [image: ]  операторының  қозғалмайтын нүктесі бар екенін көрсетейік. (2.35), (2.31),  шеттік есебінің шешімдеріне (2.56)-(2.59) бағалаулары орындалады. Келесі бағалауын алу қиын емес:

[image: ]

Осыдан, [image: ] операторы [image: ] кеңістігіндегі радиусы [image: ] болатын кез–келген шарды өзіне-өзін бейнелейді екен.
Енді, [image: ] операторының үзіллісіз екенін көрсетейік. Функциялар тізбегінде [image: ]кеңістігіндегі [image: ] шектелген тізбек болсын. (2.56)-(2.59) бағалаулардан бірқалыпты шектеулерге байланысты [image: ] тізбегі [image: ]кеңістігінде шектелгендігі шығады. [image: ] тізбектерінің шектелгендігінен [image: ]-де [image: ]енгізуінің компактілігінен   тізбекшелерге сәйкес [image: ] тізбектер мен [image: ] болғанда жинақтылығы орынды [image: ] функциялар бар 

	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ] әлсіз  [image: ]
	[image: ] әлсіз   [image: ]
	[image: ] әлді [image: ]
	[image: ] әлді[image: ]
	[image: ] әлді[image: ].


Бұл жинақтылықтан [image: ]функциясы (2.35), (2.31),  есебімен байланысты болады. [image: ] белгілеуін енгізейік. Теңдігі орынды:

[image: ]

  [image: ]функциясына (2.56)-(2.59) бағалауынан [image: ]кеңістігінде [image: ] шектелгендігі және [image: ] жоғарыда келтірілген тізбекшелердің жинақтылығынан алатынымыз:

[image: ] при [image: ].



[image: ] кеңістігінде кез-келген  [image: ] шектелген тізбегінен [image: ] жинақталатын тізбекше алуға болады. [image: ] кеңістігінде [image: ] операторы  үзілісссіз екенін көрсетеді.[image: ]оператордың жеткілікті үзіліссіздігі [image: ]кеңістікте үлкен радиусты шарын өзіне-өзін аударуы және Шаудер теоремасы бізге Т оператордың [image: ]кеңістікте қозғалмайтын нүктесі бар екенін береді. Бұл нүкте, яғни [image: ]кеңістікте  [image: ]функциясы . (2.35), (2.31),  шеттік есебінің ізделінді шешімі болады. (2.35) теңдеуде [image: ]бойынша  шекке көшу априорлық бағалаудан алынады. Нолге  жинақталатын [image: ] сандар тізбегін таңдап алайық. . (2.35), (2.31), шеттік есебінің шешімдер [image: ] тізбегінен [image: ] болғанда, [image: ]орындалатын [image: ] тізбекшелер аламыз:

	[image: ] әлсіз [image: ]
	[image: ] әлсіз  [image: ]
	[image: ] әлсіз [image: ]
	[image: ] әлді[image: ]
	[image: ] әлді[image: ]
	[image: ] әлді[image: ].

[image: ] шекті функциясы (2.30)-(2.32) шеттік есебінің ізделінді шешімі болатыны шығады.  Осылайша, теорема 2.4 толығымен дәлелденді.

2.2- есептің қойылымы. Айталық,  цилиндр, [image: ] шектелген облыс, [image: ]тегіс шекарасы бар, [image: ] цилиндрдің бүйір беті. [image: ] цилиндрде сызықтық емес теңдеуді қарастырайық

[image: ]			(2.61)

және  шеттік шарттары 

[image: ]						(2.62)
[image: ]			(2.63)

мұндағы  [image: ] берілген функция, [image: ] және [image: ]  тұрақтылар, 
[image: ].

 кеңістігін төмендегідей анықтап алайық:

[image: ]

және оның нормасы

[image: ]

	
Анықтама 2.1. (2.61)-(2.63) шеттік есебінің жалпылама шешімі деп (2.62), (2.63) шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын [image: ][image: ] функциясын айтамыз:

[image: ]

мұндағы [image: ][image: ][image: ].

         Теорема 2.6. Айталық,  [image: ][image: ]

[image: ]	                                            (2.64)

шарттары орындалсын, онда (2.31)-(2.32) локалді емес шеттік есептің  жалғыз ғана шешімі бар.
Дәлелдеуі. Бұл теореманы жоғарыдағы бөлімдегідей регуляризация және параметр бойынша жалғастыру әдісімен дәлелдейміз. [image: ] және [image: ] үшін [image: ] цилиндрінде келесі шеттік есебін қарастырайық:

[image: ]			(2.65)


(2.62) шеттік шарттарымен және


[image: ]                     




(2.65), (2.62),  шеттік есептерінің шешімділігін [55,71,72] параметр бойынша жалғастыру әдісін қолданып дәлелдейік. [image: ] кеңістігінде (2.65), (2.62),  шеттік есептерінің [image: ] кесіндісінде шешімді болатын [image: ] мәндерін [image: ]жиынымен белгілейміз. Егер [image: ]бос жиын емес болса, бірмезгілде ашық және тұйық болса, онда жиын [image: ] кесіндісімен толығымен (сәйкес) беттесетіні анық. (2.65), (2.62),  шеттік есебінің [image: ] кеңістігінде шешімі бар. Ал, бұл (2.30)-(2.32). шеттік есебінің [image: ] кеңістігінде шешімі бар екенін көрсетеді. 
Енді [image: ]бос емес жиын екенін, біруақытта  ашық және тұйық болатынын дәлелдеуіміз қажет.[image: ] бос жиын емес екенін дәлелдеу үшін 0 саны [image: ] жиынында жататынын көрсетейік.

Айталық, (2.65), (2.62),  есебіне  [image: ] болғанда [image: ] цилиндрде төмендегі шеттік есебін аламыз:  

[image: ]			(2.65)
[image: ]						(2.62)
[image: ]				 (2.660)


[image: ].кеңістігінде (2.65), (2.62),  шеттік есебінің бірмәнді шешімділікке дәлелдейік.


	Анықтама 2.2 (2.65), (2.62),  шеттік есебінің жалпы шешімі деп (2.62),  шарттарын және келесі интегралдық тепе-теңдігін қанағаттандыратын [image: ] функциясын айтамыз:

[image: ]		(2.67)

мұндағы [image: ][image: ][image: ].


         Теорема 2.6. 2.5-ші теореманың шарттары орындалсын, онда (2.65), (2.62),   шеттік есебінің [image: ] жалғыз ғана жалпылама шешімі бар болады. 

         Дәлелдеуі. [image: ] кеңістігінде (2.65), (2.62),  шеттік есебінің шешімділігін Галеркин әдісімен дәлелдейміз. [image: ] жуық шешімдерін келесі түрде іздейміз:

[image: ]					(2.68)

мұндағы, [image: ] - [image: ] кеңістігінің базисі, бұлар төмендегі шеттік есебінің меншікті функцияларынан құралған:

[image: ]

немесе

                                          [image: ]

                                         [image: ]

[image: ] белгісіз коэффициенттерін [image: ] алгебралық теңдеулер жүйелерінен анықтаймыз:

[image: ]			(2.69)

Галеркин жуықтаулар (2.69) жүйенің [image: ] шешімінің бар болуын дәлелдеу үшін сүйір бұрыш туралы лемманы қолданамыз. 
Лемма 2.4. Галеркин жуықтаулар (2.69) жүйенің әрбір [image: ] үшін [image: ] шешімі бар.
Дәлелдеу. Сүйір бұрыш туралы лемманы қолданайық. Алдымен келесі белгілеулерді енгізейік: [image: ] векторына  [image: ] сәйкестендірейік және    үшін



белгілейік
[image: ].
Онда

[image: ]
		(2.70)

Осы теңдіктегі бесінші қосылғышқа (2.64) шартты ескеріп, алтыншы қосылғышқа Коши-Буняковский теңсіздігін қолдансақ, онда   

		(2.71)

Егер  орындалғанда, яғни  жеткілікті үлкен [image: ] табылады да (дәлірек айтсақ ), [image: ] сферада [image: ]. Сүйір бұрыш туралы лемма бойынша [image: ] тұйық шарда [image: ] табылады және [image: ] барлық [image: ] Бұдан (3.9) теңдікті қанағаттандыратын [image: ] функциялары бар екендігі шығады.
Лемма 2.4 дәлелденді.
(2.69)-(2.70) шеттік есебінің шешімділігі жалпы дифференциалдық теңдеулер теориясынан шығады. (2.68) қосындыларының жинақты болуы үшін [image: ] шешімдерінің априорлық бағалаулары қажет. (2.69) теңдеуді сәйкесінше [image: ]және [image: ] көбейтіп, [image: ] бойынша қосындылап, содан соң,  0-ден 1-ге дейін  х  бойынша интегралдап, келесі теңдіктерді аламыз:

[image: ]	          	(2.72)

[image: ]			(2.73)

(2.71) теңдікке Юнг және Гельдер теңсіздіктерін қолданып, келесі бағалауды аламыз:

[image: ]		(2.74)

(2.64) шартты ескере отырып, (2.73) теңдіктің оң жағын келесідей бағалаймыз:

[image: ]
[image: ]

Онда (2.73) теңдігінен келесі бағалауын аламыз:

[image: ]			(2.75)

Енді (3.9) теңдігін сәйкесінше [image: ] көбейтіп және [image: ] бойынша қосындылаймыз, сондай-ақ  0-ден 1-ге дейін  х бойынша интегралдап, келесі теңдікті аламыз:

[image: ]	(2.76)

(2.75) бағалауды ескере отырып, (2.76) теңдіктің оң жағын бағалайық:
[image: ]

[image: ]

Нәтижеде, (2.76) теңдігінен келесі бағалауын аламыз:

[image: ]	(2.77)

	Дәл жоғарыдағыдай, (2.69) теңдігін [image: ] функциясына[image: ]-де скаляр көбейтіп және [image: ] бойынша қосындыласақ:

[image: ]		(2.78)

(2.74) және (2.77) бағалауларын ескере отырып, Гельдер және Юнг теңсіздіктерін қолданып, (2.78) теңдіктің оң жағын бағалайық:
	
[image: ]
[image: ]

Осы алынғандарды (2.78) теңдігіне қойсақ:

[image: ]                       	(2.79)

(2.74), (2.75), (2.77) және  (2.79)  априорлық бағалауларында [image: ] тұрақтылары [image: ]-нен тәуелсіз. Сонымен біз, келесі қажетті бағалауды  алдық:

	[image: ]	(2.80)

(2.80) бағалауынан [image: ]кеңістігінде [image: ]жуық шешімдер тізбегінің шектелгендігі шығады. [image: ]тізбекшесін таңдап, (2.69) жүйеде [image: ] ұмтылғанда [image: ] бойынша шекке көшуге болады. Шектік функция [image: ] кеңістігінде жатады. [image: ]де [image: ] жүйесі тығызболғандықтан,[image: ] шектік функциясы (2.65) теңдеуді барлық [image: ]-де қанағаттандырғандықтан, осылайша, (2.65), (2.62), (2.660)  шеттік есебінің регуляр шешімі бар екендігі дәлелденді.
	(2.65), (2.62), (2.660)   шеттік есебінің шешімінің жалғыздығы кері жорумен дәлелденеді, айталық, [image: ]және [image: ], екі шешімі бар болсын делік, олардың айырымын [image: ] деп белгілеп алайық. Онда (2.67)  интегралдық теңдігінен:

[image: ]	(2.81)
мұндағы [image: ][image: ][image: ]Соңғы теңдікке [image: ] қояйық:

[image: ]	(2.82)

[image: ] операторының  монотондылығын ескере отырып, аламыз:

[image: ]		(2.83)

(2.82)  теңдікте  (2.83) ескерсек:

[image: ]

[image: ] тең. Бұдан (2.65), (2.62), (2.660) шеттік есебінің жалғыздығы шығады. Осыдан, теорема 2.6  толығымен дәлелденді.
	[image: ] жиынының ашықтығы мен тұйықтығын априорлық бағалаудан аламыз. Осы бағалауды алайық.
	(2.65) теңдеуін [image: ]   және   [image: ] функцияларына көбейтіп, сосын, [image: ] цилиндрі бойынша интегралдап, келесі теңдікті аламыз:

[image: ]		(2.84)

[image: ]	(2.85)
(2.84), (2.85) теңдіктерінің оң жағына Гельдер және  Юнг теңсіздіктерін қолданып және теоремадағы шарттарымызды ескере отырып, келесі бағалауларды аламыз:

[image: ]		(2.86)
[image: ]		(2.87)

Дәл осылайша, (2.65) теңдеуді [image: ] және [image: ] функцияларына [image: ]-де скаляр көбейте отырып және (2.86) және (2.87) бағалауларын ескеріп    [image: ] функциясы үшін бағалауын аламыз:

[image: ]		(2.88)
[image: ]		(2.89)

Алынған бағалаулар [image: ] жиынының ашықтығы мен тұйықтығын дәлелдеуге мүмкіндік береді. 
Айталық, [image: ].санына жинақталатын [image: ]жиынының элементтер тізбегі [image: ] болсын. Онда, [image: ]саны да [image: ] жиынының элементі болатынын көрсетейік.










 кеңістігінде (2.65), (2.62),  шеттік есебінің шешімі болып табылатын  санына сәйкес  функциясы табылады.  функциялар жиынтығына (2.86)-(2.89)  бойынша бірқалыпты бағалау орынды болады. Осы бағалаулардан шығатыны,  кеңістігінде  функциясы табылып және  болғанда  жинақталатын тізбекшесі болады.



  әлсіз .









Осы жинақтылықтан шығатыны  шектік функциясы (2.65) теңдеудің шешімі және оған (2.62),  шарттары орындалады. (2.86)-(2.89) бағалаулары (2.86), (2.62), теңдеуінің шешімдері үшін  функциясы  кеңістігіне тиесілі екендігін көрсетеді. Осыдан,  саны   жиынының элементі екендігі шығады. Шектік нүктесі  жиынының өзінде жатуы оның тұйықтығын білдіреді.

Енді  жиынының ашық екенін дәлелдейік 





Айталық,  саны  жиынының элементі болсын  жиыны ашық болады, егер [image: ] сандары [image: ] аз мәнінде сол жиынның өзінде жатса.  кеңістігінде кез-келген  функциясын алайық та және мына шеттік есебін қарастырайық:

[image: ]			(2.90)

(2.62) шеттік шарттарымен және 

[image: ]			(2.91)




 жиынының анықтамасына сай, бұл есептің  кеңістігінде жататын [image: ] шешімі бар болады. Осылайша, (2.90), (2.62), (2.91) шеттік есебі  кеңістігін өзіне-өзі көшіретін  [image: ] операторын тудырады, [image: ][image: ]-ның аз мәнінде бұл қысып бейнелейтін оператор екенін көрсетейік.
Айталық, [image: ] кеңістігіндегі [image: ] және [image: ] функцияларына [image: ]оператораның әсерінен алынған [image: ] және [image: ] сәйкес бейнелер болсын. [image: ][image: ] деп белгілеу енгіземіз. [image: ]функциясына төмендегі теңдеу орындалады

[image: ]

және шеттік шарттарымен

[image: ]
[image: ]

[image: ]функциясы үшін (2.87)-(2.91) бағалаулары келесі теңсіздікті береді:

[image: ]

Осы теңсіздігінен айқын түрде мына теңсіздік алынады

[image: ]

Егер [image: ] саны [image: ] теңсіздікті қанағаттандыратын болса, онда [image: ] операторы қысып бейнелейтін оператор болады. Қысып бейнелейтін оператордың қозғалмайтын нүктесі– [image: ] функциясы, ол [image: ] теңдігін қанағаттандырады.  Бұл функция үшін келесі теңдеу орындалады.

[image: ]

және шарты

[image: ]
[image: ]



Бұл дегеніміз, [image: ] саны [image: ]жиынының элементі, және [image: ] жиыны ашық екен.[image: ]функциясы [image: ] кеңістігінен болса, онда (2.90), (2.62),  шеттік есебінің [image: ] кеңістігінде тағы да тиісті [image: ] шешімі болады. Онда, бұл шеттік есебі, [image: ] кеңістігін өзіне-өзін бейнелейтін [image: ] операторын тудырады [image: ]. [image: ] кеңістігінде [image: ] операторының қозғалмайтын нүктесі бар екенін көрсетейік. (2.65), (2.62),  шеттік есебінің шешімдеріне (2.86)-(2.89) бағалаулары орындалады. Келесі бағалауын алу қиын емес:

[image: ]

Осыдан, [image: ] операторы [image: ] кеңістігіндегі радиусы  [image: ] болатын кез–келген шарды өзіне-өзін бейнелейді екен.
Енді, [image: ] операторының үзіллісіз екенін көрсетейік.
Функциялар тізбегінде [image: ] кеңістігіндегі [image: ] шектелген тізбек болсын. (2.86)-(2.89) бағалаулардан бірқалыпты шектеулерге байланысты [image: ] тізбегі [image: ] кеңістігінде шектелгендігі шығады. [image: ] тізбектерінің шектелгендігінен [image: ]-де [image: ]енгізуінің компактілігінен   тізбекшелерге сәйкес [image: ] тізбектер мен [image: ] болғанда жинақтылығы орынды 

[image: ] функциялар бар 
	[image: ]   әлсіз [image: ]
	[image: ] әлсіз  [image: ]
	[image: ] әлсіз   [image: ]
	[image: ] әлді [image: ]
	[image: ] әлді[image: ]
	[image: ] әлді[image: ].


Бұл жинақтылықтан [image: ]функциясы (2.65), (2.62),  есебімен байланысты болады. [image: ] белгілеуін енгізейік. Теңдігі орынды:

[image: ]

[image: ]функциясына (2.86)-(2.89) бағалауынан [image: ]кеңістігінде [image: ] шектелгендігі және [image: ] жоғарыда келтірілген тізбекшелердің жинақтылығынан алатынымыз:

[image: ], [image: ].

[image: ] кеңістігінде кез-келген [image: ] шектелген тізбегінен [image: ] жинақталатын тізбекше алуға болады. [image: ] кеңістігінде [image: ] операторы үзілісссіз екенін көрсетеді.

[image: ] оператордың жеткілікті үзіліссіздігі [image: ] кеңістікте үлкен радиусты шарын өзіне-өзін аударуы және Шаудер теоремасы бізге Т оператордың [image: ] кеңістікте қозғалмайтын нүктесі бар екенін береді. Бұл нүкте, яғни [image: ] кеңістікте  [image: ]функциясы  (2.65), (2.62), шеттік есебінің ізделінді шешімі болады

 (2.65) теңдеуде [image: ]бойынша  шекке көшу априорлық бағалаудан алынады. Нолге  жинақталатын [image: ] сандар тізбегін таңдап алайық. (2.65), (2.62),  шеттік есебінің шешімдер [image: ] тізбегінен  болғанда, [image: ]орындалатын [image: ] тізбекшелер аламыз:

	[image: ] әлсіз [image: ]
	[image: ] әлсіз  [image: ]
	[image: ] әлсіз [image: ]
	[image: ] әлді[image: ]
	[image: ] әлді[image: ]
	[image: ] әлді[image: ].

[image: ] шекті функциясы (2.61)-(2.63) шеттік есебінің ізделінді шешімі болатыны шығады.
Осылайша, теорема 2.6 толығымен дәлелденді


ҚОРЫТЫНДЫ

Қазіргі кезде дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясында эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептерді зерттеу маңызды ғылыми бағыттардың бірі болып табылады. Әсіресе, нормаль туындылары бар жоғары ретті эллипстік теңдеулер үшін қойылған шеттік есептер және сызықты емес эллипстік теңдеулер үшін локальді емес шеттік шарттары бар есептер күрделі математикалық аппаратты талап етеді және олардың шешімділігі функционалдық талдау, интегралдық теңдеулер теориясы және аналитикалық функциялар теориясымен тығыз байланысты. 
Диссертациялық жұмыста қарастырылған бірбайланысты және көпбайланысты облыстардағы шеттік есептердің фредгольмді шешімділігі, индексін табу және Шапиро-Лопатинский шартымен эквиваленттілігі мәселелері қазіргі заманғы математикалық физика мен қолданбалы есептер үшін ерекше маңызға ие. Сондықтан зерттеу тақырыбы толықтай өзекті және ғылыми тұрғыдан негізделген. Диссертация кіріспеден, екі тараудан, қорытындыдан және әдебиеттер тізімінен тұрады. Кіріспеде тақырыптың өзектілігі, зерттеу мақсаты мен міндеттері, ғылыми жаңалығы мен қолданылған әдістер толық сипатталған. Бірінші тарауда жоғары ретті эллиптикалық теңдеулер үшін шеттік есептердің қойылуы және олардың фредгольмді шешімділігі қарастырылған, жұмыста сингулярлық интегралдық теңдеулер де қарастырылғандықтан, Риман және басқа да есептерді шешу барысында Гельдер шарттарымен жұмыс жасалады, зерттеу жұмысында Гельдер класы шеңберінен шығып, шешімділік жалпыланған функционалдық кеңістіктерде қарастырылды. Екінші тарауда фредгольмді шешімділік пен Шапиро-Лопатинский шартының эквиваленттілігі және локальді емес шеттік шарттары бар есептердің шешімділігі қарастырылған. 
Диссертациялық жұмыс аясында жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін нормаль туындылы шеттік есептерді зерттеу барысында келесідей ғылыми нәтижелер алынды:
 – Жазықтықтағы бірбайланысты облыстарда жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін нормаль туындылы шеттік есептер қойылып, олардың фредгольмдік шешімділігі толық зерттелді; 
 – Жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін көпбайланысты облыстарда нормаль туындылары бар шеттік есептер қойылып, олардың фредгольмді шешімділігі зерттелді және индексінің формуласы есептелді; 
 – Жоғарыда аталған шеттік есептердің фредгольмді шешімділігі туралы теоремалар тұжырымдалды және оларға пара-пар (эквивалентті) теоремалар дәлелденді; 
 – Шекарада нормаль туындылары бар төртінші және алтыншы ретті эллипстік теңдеулер үшін шеттік есептердің фредгольмді шешімділігі зерттелді;
– Жазықтықта жоғарғы ретті эллипстік теңдеулер үшін бірбайланысты облыста нормаль туындысы бар шеттік есептің фредгольмді шешімділік шарты мен қосалқы шарттың (Шапиро-Лопатинский шартымен) пара-парлығы (эквиваленттілігі) дәлелденді және көп өлшемді эллипстік теңдеулер үшін локальді емес шеттік шартты есептердің шешімділігі зерттелді.
Ізделінді шешім мен шешім ізделінетін облыстағы сол шешімнің шекаралық және ішкі нүктелеріндегі туындыларының мәндерін байланыстыратын шеттік шарттары бар есептерді локалді емес есеп деп атайды. Бұл есептер Дирихле немесе Нейман шарттары сияқты классикалық шеттік шарттарды кеңейтеді, олар локалді болып табылады және облыс шекарасындағы мәндерімен анықталады. Математикалық тұрғыдан алғанда, есепте локалді емес мүшенің бар болуынан біраз қызықты сұрақтар пайда болады және эллипстік есептерді шешудің кейбір стандартты әдістерінде бірқатар қиындықтар туындайды. Мысалы, вариациялық әдістер мұндай теңдеулердің көп класы үшін шешімнің бар екендігін дәлелдеу үшін қолданғанда жүрмейді. Дербес туындылы әр түрлі теңдеулерге арналған локалды емес есептерді, локалді емес есептердің шешімділігін, шеттік есептің шешімінің бар болуы мен жалғыздығы мәселесі көптеген жұмыстарда зерттелген және өзекті тақырыптар болып табылады. Диссертациялық жұмысты орындау барысында эллипстік теңдеулер үшін локалді емес шеттік шарттары бар есептердің шешімдерінің бар болуы мен жалғыздығы орындалуы үшін жеткілікті шарттар алынды. Бұл нәтижелер компактілік, монотондық және қозғалмайтын нүкте теоремалары сияқты классикалық әдістердің көмегімен дәлелденді.
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