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БЕЛГІЛЕУЛЕР МЕН ҚЫСҚАРТУЛАР
	ХМБ
	– Хирота–Максвелл–Блох

	МБ
	– Максвелл–Блох

	СеЭТ
	– сызықты емес эволюциялық теңдеулер

	АКНС
	– Абловиц–Кауп–Ньюэлл–Сегур

	СЕШТ
	– сызықты емес Шрёдингер теңдеуі

	МСЕШТ
	– модификацияланған сызықты емес Шрёдингер теңдеуі

	КдФ
	– Кортевег–де Фриз

	МКдФ
	– модификацияланған Кортевег–де Фриз

	КП
	– Кадомцев–Петвиашвили

	ДС
	– Дэйви–Стюартсон

	СГ
	– синус–Гордон

	КШЕӘ
	– кері шашырау есебі әдісі
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теңдігін қанағаттандыратындай 
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 матрицалары табылса интегралданатын сызықты емес эволюциялық теңдеу деп аталады.

Ал үйлесімділік шарты (нөлдік қисықтық шарты) бастапқы сызықты емес жүйеге эквивалентті: 
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КІРІСПЕ
Жұмыстың жалпы сипаттамасы.
Диссертациялық жұмыс 
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-өлшемді интегралданатын бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох (ХМБ) жүйелерін жан-жақты зерттеуге арналған, олардың әртүрлі 
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-симметриялық редукцияларын қамтиды. Зерттеуде мұндай моделдерді қатаң түрде құру, олардың интегралданатындығын Лакс жұбын құру арқылы негіздеу, сондай-ақ дербес шешімдерді алу әдістерін әзірлеу негізгі назарда болады. Зерттеудің негізгі объектісі – бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесі, ол интегралданатын жүйелер үшін аналитикалық дербес шешімдерді (солитондық шешімдер, бризерлер, қиратушы толқындар және олардың көпөлшемді жалпылаулары) құрудың негізгі құралы болып табылады.
Интегралданатын жүйелер теориясы Кортевег–де Фриз теңдеуі (КдФ), сызықты емес Шрёдингер теңдеуі (СЕШТ), Кадомцев–Петвиашвили теңдеуі (КП) және Дэйви–Стюартсон жүйесі (ДС) сияқты классикалық сызықты емес эволюциялық теңдеулерді зерттеу барысында қалыптасты [1-3]. Бұл моделдер гидродинамикада, плазма физикасында, оптикада және конденсацияланған орта физикасында кеңінен қолданылатын көптеген физикалық процестерді сипаттайды [4-6]. Интегралданатын жүйелерді талдаудың негізгі құралдарының бірі – кері шашырау есебі әдісі (КШЕӘ), ол Лакс жұбы ұғымымен тығыз байланысты. Шексіз көп сақталу заңдарының және гамильтондық құрылымдардың болуы интегралданатын жүйелердің негізгі сипаттамалары болып табылады. Бұл қасиеттер солитондар теориясының математикалық физиканың дербес бағыты ретінде дамуына ықпал етті [7, 8].
КШЕӘ-мен қатар, уақыт өте келе дербес шешімдерді құрастырудың бірқатар баламалы әдістері қалыптасты. Олардың қатарына Хирота әдісі және билинеаризация тәсілі [9-11], Вронскиан мен Казоратиан анықтауыштарына негізделген детерминанттық ұсынулар [12-14], сондай-ақ Бэклунд түрлендіруі мен симметрияларға негізделген әдістер [15-17] жатады. Алайда қазіргі интегралданатын жүйелер теориясында орталық орынға Дарбу түрлендіруі ие болды, бұл оның әмбебаптығы мен конструктивтілігімен түсіндіріледі. Аталған әдіс 
[image: image12.wmf]n

-солитондық шешімдерді, бризерлерді, позитондарды және тіпті қиратушы толқындарды кезең-кезеңімен құрастыруға мүмкіндік береді [18-20]. Дарбу түрлендіруі әдісінің әмбебаптығы оның әртүрлі модификацияларының кең ауқымда дамытылуымен дәлелденеді, олардың қатарына бинарлық Дарбу түрлендіруі, суперпозициялық тәсілдер және композициялық схемалар жатады [21-23]. Осы себепті Дарбу түрлендіруі әдісі қазіргі заманғы интегралданатын жүйелер теориясында негізгі аналитикалық құралдарының біріне айналды [24-26].
Дарбу түрлендіруін француз математигі Жан Гастон Дарбу (Jean Gaston Darboux, 1842–1917) енгізген. Ол XIX ғасырдың соңы – XX ғасырдың басындағы француз математикалық мектебінің көрнекті өкілі болып табылады. Дарбудың еңбектері дифференциалдық геометрияның, математикалық анализдің және дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясының дамуына зор үлес қосты. Дарбу түрлендіруі сызықты немесе сызықты емес дифференциалдық теңдеудің белгілі бір шешімі арқылы сол теңдеудің жаңа шешімін құруға мүмкіндік береді, бұл интегралданатын жүйелер теориясында ерекше маңызға ие. Қазіргі уақытта Дарбу түрлендіруі көптеген интегралданатын моделдерге қолданылып, олардың дербес шешімдерін зерттеуде негізгі әдістердің бірі болып табылады.
Сызықты Шрёдингер теңдеуі үшін Дарбу түрлендіруі сызықты Шрёдингер теңдеуі үшін Дарбу түрлендіруі келесі спектрлік есептен басталады
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 меншікті мәніне сәйкес келетін меншікті функция. Осы функцияны пайдалана отырып, Дарбу түрлендіруі жаңа дифференциалдық операторды анықтайды:
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мұнда жаңа потенциал 
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түрінде беріледі. Бұл жағдайда жаңа меншікті функция 
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формуласы арқылы анықталады.

КдФ теңдеуі үшін Дарбу түрлендіруі. КдФ теңдеуі 
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операторлық Лакс жұбына ие 


[image: image20.wmf]).

3(

4

=

),

,

(

=

3

2

u

u

A

t

x

u

L

x

x

x

x

¶

+

¶

+

¶

-

+

-¶


Осы операторға қолданылған Дарбу түрлендіруі жүйенің интегралданатын қасиетін сақтай отырып, потенциалды 
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түрінде өзгертеді. Осылайша, нөлдік бастапқы шешімнен 
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 бастай отырып, КдФ теңдеуінің көпсолитонды шешімдерін құруға болады.

Классикалық Дарбу түрлендіруінің маңызды бағыттарының бірі – оның матрицалық түрде жалпылануы. Бұл жалпылау скаляр теңдеулермен қатар, көпкомпонентті және матрицалық бейлокалды жүйелерді зерттеуге мүмкіндік береді. Мұндай тәсілдер табиғи түрде ХМБ жүйелерін, бейлокалды Шрёдингер теңдеулерін және КдФ типтес моделдерді матрицалық формада сипаттауға алып келеді.

Матрицалық Дарбу түрлендіруі келесі матрицалық Лакс жұбын қарастырады.

Дарбу түрлендіруінің матрицалық жалпылауы.
Интегралданатын жүйе үшін матрицалық Лакс жұбы анықталған болсын
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 спектрлік параметр 
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 өрісіне тәуелді матрицалық операторлар. Матрицалық Дарбу түрлендіруі арнайы 
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 операторымен анықталады және ол меншікті функцияны
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түрлендіру арқылы жаңа шешімге көшіреді. Бұл кезде Лакс жұбының үйлесімдік шарты сақталып, бастапқы жүйеге сәйкес келетін жалпыланған матрицалық теңдеулер мен бастапқы сызықты емес теңдеудің шешімі болатын жаңа өріс 
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Бірреттік матрицалық Дарбу түрлендіруі.
Спектрлік параметрдің 
[image: image32.wmf]1

=

l

l

 мәніне сәйкес келетін 
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 матрицалық меншікті функция болсын. Онда бірреттік Дарбу түрлендіруі келесі түрде анықталады:
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мұнда 
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 ортогоналды проекция операторы;
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 белгісі комплекс түйіндесті білдіреді.

Осы түрлендіруден кейін жүйенің жаңа өрістері төмендегі формулалар арқылы анықталады
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Аталған өрнектер жүйенің жаңа шешімін құруға мүмкіндік береді, соның ішінде, мысалы, СЕШТ үшін бірсолитонды шешім алынады.
Классикалық Дарбу түрлендіруінің маңызды даму бағыттарының бірі оның бейлокалды интегралданатын моделдерге қолданылуымен байланысты. Абловиц пен Муслимани алғаш рет кеңістік және/немесе уақыт бойынша шағылысу симметриясына негізделген бейлокалды редукциялар интегралдану қасиетін сақтайтынын көрсетті [27, 28]. Бұл нәтиже математикалық физикадағы 
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 -симметриялы жаңа зерттеу бағытының қалыптасуына негізін қалады. Бейлокалды жүйелерде өрістердің динамикасы тек 
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, нүктесіндегі мәндермен ғана емес, сонымен қатар шағылысқан аргументтердегі мәндермен де анықталады, яғни 
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. Бұл тұжырымдама кванттық механикада енгізілген 
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-симметрия ұғымымен тығыз байланысты [29-31]. Аталған теорияда күшейту мен жұтылу үдерістерінің теңгерімі спектрдің нақты мәнді болуын қамтамасыз етеді. Оптика саласында осыған ұқсас идеялар күшейту және әлсіреу аймақтары кеңістікте үлестірілген жүйелерде жүзеге асырылады [32, 33], соның нәтижесінде қолданбалы бағыттардың кең ауқымы қалыптасты [34-36].

Аталған зерттеулер аясында ХМБ жүйесі ерекше орын алады. Оның локалды нұсқасы алғаш рет жарықтың екі деңгейлі ортада когерентті өзара әсерлесуін сипаттау мақсатында ұсынылған [37-39] және жалпыланған Хирота теңдеуін Максвелл–Блох (МБ) жүйесімен біріктіреді. Бұл модел оптика саласында өздігінен индукцияланған мөлдірлік, өздігінен фокустану, сондай-ақ талшықты жүйелерде бризерлердің пайда болу және эволюция үдерістерін талдау үшін кеңінен қолданылады [40-42].
Жүйенің одан әрі дамуы жоғары ретті сызықты емес әсерлерді, атап айтқанда өзіндік жиіліктік ығысу мен Раман әсерлерін ескерумен байланысты [43-45]. ХМБ жүйесінің көпөлшемді жалпылауларында екіөлшемді солитондық және бризерлік шешімдер алынған [46, 47]. Алайда осы жүйелердің бейлокалды нұсқалары, әсіресе дифракциялық және кеңістіктік-уақыттық әсерлер шешуші рөл атқаратын 
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-өлшемді жағдайларда, әлі күнге дейін жеткілікті деңгейде зерттелмегент [48-50].

Қазіргі заманғы зерттеулер бейлокалды СЕШТ және онымен байланысты моделдердің шешімдер кеңістігі аса күрделі әрі алуан түрлі екенін көрсетті. Атап айтқанда, мұндай жүйелерде көппикті бризерлер, асимметриялы солитондар, қиратушы толқындар және олардың жоғары ретті жалпыламалары пайда болатыны анықталған [51-53]. Осы типтегі шешімдерді құрастыруда Дарбу түрлендіруі әдісі ең тиімді құрал ретінде танылды, өйткені ол шешімдерді спектрлік деректер арқылы айқын параметрлеуге мүмкіндік береді және 
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 шектеріндегі асимптотикалық мінез-құлықты қатаң бақылауды қамтамасыз етеді [54, 55]. Сонымен қатар, Дарбу түрлендіруін бейлокалды жүйелерге қолдану бірқатар қосымша қиындықтармен байланысты. Олардың қатарына спектрлік симметриялардың өзгеруі, жұптасқан меншікті функцияларды енгізу қажеттілігі, сондай-ақ Лакс жұбының үйлесімділік шарттарын түрлендіру жатады [56, 57]. Осыған қарамастан, дәл осы әдіс аналитикалық шешімдерді жүйелі түрде құрастырудың негізгі құралы болып қала береді. Осы себепті Дарбу түрлендіруі аталған диссертациялық жұмыста зерттеудің өзекті әрі орталық нысаны ретінде қарастырылады.

Зерттеудің өзектілігі.
Интегралданатын сызықты емес эволюциялық теңдеулер соңғы жарты ғасырдан астам уақыт бойы математикалық физиканың ең маңызды зерттеу нысандарының бірі болып келеді. Бұл теңдеулердің маңыздылығы олардың қатаң математикалық құрылымымен ғана емес, сонымен қатар физикада, инженерлік ғылымдарда және басқа да іргелес салаларда кеңінен қолданылуымен айқындалады. КдФ, СЕШТ, КП және ДС жүйесі сияқты классикалық моделдер гидродинамикада, плазма физикасында, оптикада және конденсацияланған орта теориясында кездесетін көптеген сызықты емес құбылыстарды сипаттаудың негізін қалады [58-60]. Кейінгі зерттеулер солитондық шешімдердің орнықтылығын, олардың серпімді өзара әсерлесуін, сондай-ақ когерентті құрылымдардың кең ауқымды класстарының бар екенін дәлелдеді [15, р. 4-438; 61]. Бұл нәтижелер СеЭТ ерекше математикалық қасиеттерге ие іргелі теңдеулер класы ретінде қарастыруға мүмкіндік берді және олардың теориялық әрі қолданбалы маңызын одан әрі арттырды [62, 63].

Қазіргі даму кезеңі Абловиц пен Муслимани ұсынған бейлокалды интеграл- данатын моделдердің пайда болуымен тығыз байланысты. Аталған жұмыстарда кеңістік пен уақыт бойынша шағылуды қамтитын, бірақ интегралданатын қасиетін сақтайтын үйлесімді редукцияларды енгізу мүмкін екені көрсетілді [27, р. 064105; 28, р. 915-945; 64]. Бұл жаңа спектралдық аппараттың қалыптасуына және түбегейлі жаңа шешімдер класын ашуға әкелді. Атап айтқанда, асимметриялы солитондар, көпшыңды бризерлер, позитондық құрылымдар және қиратушы толқындар сияқты шешімдер анықталды [65-67]. Осы бағытта 
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-симметрия тұжырымдамасы ерекше мәнге ие. Кванттық механикада ол эрмиттік емес гамилтониандар спектрінің нақты болуын қамтамасыз етсе, оптикада толқынжолдар мен активті орталардағы күшейту мен өшу процестерінің теңгеріміне сәйкес келеді [68-70]. Осылайша, бейлокалды моделдер бір жағынан іргелі математикалық объект ретінде қарастырылса, екінші жағынан, энергия сақталмайтын жүйелердегі физикалық құбылыстарды сипаттаудың тиімді құралы болып табылады.
Маңызды мысалдардың бірі ретінде ХМБ жүйесін атауға болады. Бұл модел жоғары ретті дисперсия мен сызықты емес Хирота теңдеуі арқылы электромагниттік өрістің екідеңгейлі ортадағы когерентті өзара әрекетімен (Максвелл–Блох теңдеулері арқылы) біртұтас түрде біріктіреді [37, р. 33-35; 39, р. 59-63; 71]. ХМБ жүйесінің локалды нұсқалары оптикалық талшықтарда ультрақысқа импульстердің таралуын, өзіндік индукцияланған мөлдірлік құбылысын, сондай-ақ бризерлік режімдердің қалыптасуын сипаттауда кеңінен қолданылады [72-74]. Жоғары ретті түзетулерді енгізу жиіліктік ығысу және Раман шашырауы сияқты күрделі сызықты емес әсерлерді ескеруге мүмкіндік берді [75, 76]. Жүйенің көпөлшемді жалпылауларында екіөлшемді солитондар, бризерлер және қиратушы толқындардың бар екені көрсетіліп, бұл көлденең әсерлердің маңызды рөл атқаратынын айқындайды [56, р. 2150541; 77]. Сонымен қатар, бейлокалды ХМБ жүйелері, әсіресе 
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 өлшемді жағдайларда, қазіргі уақытқа дейін жеткілікті деңгейде зерттелмеген. Алайда дәл осындай моделдер жаңа когерентті құрылымдардың пайда болуына және өзара әрекеттесудің күрделі сценарийлерін ашуға мүмкіндік береді [78, 79].
Зерттеудің әдіснамалық өзектілігі бейлокалды көпөлшемді моделдерді талдауға арналған аналитикалық құралдарды одан әрі дамыту қажеттілігімен айқындалады. Дәстүрлі тәсілдер – кері шашырау есебі, билинеаризация әдістері және детерминанттық конструкциялар – жаңа спектралдық симметриялар мен редукциялардың пайда болуына байланысты елеулі түрде бейімдеуді талап етеді [9, р. 4-196; 10, р. 1716-1739; 78, р. 898-906; 80, 81]. Осы тұрғыдан алғанда, ең әмбебап әрі нәтижелі әдістердің бірі ретінде Дарбу түрлендіруі әдісі ерекшеленеді. Бұл әдіс дербес шешімдерді – солитондарды, бризерлерді, позитондарды және қиратушы толқындарды – кезең-кезеңімен құрастыруға мүмкіндік береді [14, р. 4-120; 22, р. 404003; 23, р. 60-82; 82, 83]. Бейлокалды ортада Дарбу түрлендіруі әдісін қолдану бірқатар қосымша қиындықтармен сипатталады, атап айтқанда: жұптасқан меншікті функцияларды енгізу қажеттілігі, үйлесімділік шарттарының өзгеруі және редукцияларды жаңа жағдайларға бейімдеу. Соған қарамастан, дәл осы Дарбу түрлендіру әдісі шешімдерді қатаң аналитикалық түрде құрастыруды қамтамасыз ететін және интегралданатын жүйелер теориясының дамуына жаңа мүмкіндіктер ашатын негізгі құрал болып қала береді [49, р. 7123-7149; 56, р. 2150541; 77, р. 217-226; 84, 85]. Қазіргі зерттеулердің бірқатарында Дарбу түрлендіруі әдісінің бейлокалды моделдердің кең классына қолданылатыны және оның әмбебап қасиеттерін сақтайтыны көрсетілген [86-88]. Бұл жайт әдістің ХМБ жүйелеріне қатысты одан әрі тереңдетілген дамуын ғылыми тұрғыдан аса өзекті етеді.

Қолданбалы тұрғыдан алғанда, бұл зерттеу айқын пәнаралық сипатқа ие. Сызықты емес оптикада алынған нәтижелер фемтосекундтық импульстердің таралуын моделдеуге, 
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-симметриялы толқынжолақтардың жұмыс істеу режимдерін сипаттауға, сондай-ақ қиратушы құбылыстардың пайда болу механизмдерін зерттеуге мүмкіндік береді. Кванттық физикада зерттеу қорытындылары эрмиттік емес гамильтониандардың спектрлік қасиеттерін талдау және энергиясы сақталмайтын кванттық жүйелердің динамикасын сипаттау тұрғысынан өзекті болып табылады. Плазмалық физика мен гидродинамика салаларында көпөлшемді бейлокалды моделдер көлденең әсерлер мен дифракциялық құбылыстарды ескеруге жағдай жасап, қозулардың эволюциясының жаңа сценарийлерін айқындауға мүмкіндік береді [89, 90].
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-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелеріне арналған зерттеулердің тапшылығын арнайы атап өткен жөн. Қазіргі таңда мұндай жүйелер үшін редукциялардың қатаң классификациясы қалыптаспаған, Лакс жұптары толық әрі жүйелі түрде алынбаған, сондай-ақ дербес аналитикалық шешімдер дерлік қарастырылмаған. Алайда дәл осы көпөлшемділік жаңа когерентті құрылымдардың – екіөлшемді солитондардың, локалданған шоғырлардың және күрделі көпсолитондық өзара әрекеттесу режимдерінің – пайда болуына мүмкіндік береді. Мұндай объектілерді зерттеу редукцияларды жүйелеуді, сәйкес Лакс жұптарын алуды, Дарбу түрлендірулерін құруды және алынған шешімдердің динамикалық қасиеттерін жан-жақты талдауды қамтитын тұтас теориялық негізді талап етеді.

Осылайша, диссертациялық жұмыстың өзектілігі төмендегі негізгі факторлармен айқындалады:  

‒ спектрлік қасиеттері түрлендірілген теңдеулердің жаңа класы болып табылатын бейлокалды интегралданатын жүйелердің іргелі теориялық маңыздылығымен; 

‒ бейлокалды және көпөлшемді ХМБ теңдеулер жүйелеріне қатысты Дарбу түрлендіру әдісін бейімдеу мен дамытуға бағытталған әдіснамалық ілгерілеу қажеттілігімен; 

‒ оптика, фотоника, кванттық және плазмалық физика салаларындағы қолданбалы маңыздылығымен; 

‒ 
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-өлшемді бейлокал ХМБ жүйелерінде редукциялардың жіктелуі мен дербес шешімдер жүйесінің толық зерттелмеуіне байланысты, қатаң ғылыми нәтижелердің жетіспеушілігі байқалады. 
Аталған жағдайлардың барлығы жүргізіліп отырған зерттеудің маңыздылығын айқындап қана қоймай, оның интегралдану теориясының іргелі мәселелері үшін де, сондай-ақ сызықты емес оптика мен кванттық динамикадағы қолданбалы есептер үшін де ғылыми маңыздылығын айқын көрсетеді.

Диссертациялық жұмыстың мақсаты. Әртүрлі 
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-симметриялы редук- циялармен берілген (1+1) және (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелерін зерттеу, Лакс жұптары негізінде Дарбу түрлендіруі әдісі арқылы олардың дербес аналитикалық шешімдерін алу және алынған шешімдердің қасиеттерін талдау болып табылады.

Зерттеу міндеттері. Қойылған мақсатқа жету үшін диссертациялық жұмыста төмендегі ғылыми міндеттер қойылып, оларды шешу көзделеді:  

1. Локалды (1+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бейлокалды аналогтарын құрастыру. 

2. Алынған (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелеріне сәйкес Лакс жұптарын алу арқылы олардың интегралданатындығын теориялық тұрғыдан негіздеу. 

3. (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелерінің дербес аналитикалық шешімдерін Дарбу түрлендіру әдісі көмегімен құру. 

4. ХМБ жүйесінің (2+1)-өлшемді бейлокалды аналогтарын тұжырымдап, 
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-симметриялы редукциялардың әртүрлі типтерін бөліп көрсету және оларды классификациялау. 

5. Сәйкес Лакс жұбын құру негізінде (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелерінің интегралдануын дәлелдеу. 

6. Дарбу түрлендіруі әдісі арқылы (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелерінің дербес шешімдерін алу. 
Зерттеу нысаны. Осы диссертациялық жұмыста 
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-өлшемді жағдайларда ХМБ типіндегі интегралданатын бейлокалды сызықты емес эволюциялық жүйелер класы болып табылады.

Зерттеу әдістері. Бейлокалды ХМБ жүйелеріне тән 
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-симметриялы редукциялардың құрылымы, сондай-ақ Лакс жұптарын талдау мен Дарбу түрлендіруі әдісін қолдану арқылы алынатын дербес шешімдердің қасиеттері болып табылады. Жұмыста интегралданатын жүйелер теориясының аналитикалық әдістері қолданылады: Лакс жұптарын құру, Дарбу түрлендіруі әдісі, симметриялар теориясы және редукцияларды жіктеу тәсілдері. Алынған аналитикалық нәтижелердің дұрыстығын тексеру және шешімдер динамикасын көрнекі түрде бейнелеу мақсатында визуализация элементтері пайдаланылады.

Ғылыми жаңалығы. Диссертациялық жұмыста төмендегідей жаңа ғылыми нәтижелер алынған:  

1. Алғаш рет ХМБ жүйесінің жаңа бейлокалды редукциялары құрастырылды, оның ішінде 
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-симметриялы және кеңістік–уақыт бойынша түрлендірулерге негізделген нұсқалар қамтылды. 

2. 
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-өлшемді жағдайлар үшін бейлокалды ХМБ жүйелерінің классификациясы ұсынылды, ол аталған құрылымдарды кейіннен тереңірек зерделеуге мүмкіндік беретін іргелі математикалық базаны қалыптастырады. 

3. Дарбу түрлендіруі әдісін қолдану арқылы бейлокалды ХМБ жүйелерінің жаңа дербес шешімдері алынды, бұл интегралданатын сызықты емес құрылымдардың белгілі класын айтарлықтай кеңейтеді. 
Зерттеу нәтижелері негізінен теориялық сипатқа ие және интегралданатын сызықты емес теңдеулер теориясында, математикалық физикада, сондай-ақ дифференциалдық геометрияда қолданылуы мүмкін.

Сонымен қатар, диссертациялық жұмыстың нәтижелері «Математика» білім беру бағдарламалары аясында элективті және арнайы курстарды әзірлеу барысында пайдалануға негіз бола алады.

Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы. Диссертацияда алынған нәтижелер интегралданатын бейлокалды жүйелер теориясын және оларды талдау әдістерін дамытуға үлес қосады. Әртүрлі бейлокалды редукциялары бар ХМБ жүйелерінің моделдерін құру және олардың дербес шешімдерін табу 
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-симметриялы жүйелердегі толқындық динамика туралы қазіргі түсініктерді едәуір кеңейтеді.

Жұмыстың теориялық маңыздылығы интегралдану аппаратын әрі қарай жетілдірумен, атап айтқанда, Дарбу түрлендіруі, бисызықты ұсынулар және Лакс жұптары негізіндегі шешімдер құру әдістерін дамытумен айқындалады. Практикалық құндылығы алынған нәтижелерді сызықты емес оптикада, плазмалық физикада және кванттық ортадағы процестерді моделдеу кезінде қолдану мүмкіндігімен байланысты.

Сонымен қатар, зерттеу материалдары математика және математикалық физика бағыттары бойынша арнайы курстар мен элективті пәндерді дайындау барысында оқу-әдістемелік негіз ретінде пайдаланылуы мүмкін.

Қорғауға ұсынылатын негізгі қағидалар. Диссертациялық жұмыс аясында алынған төмендегі ғылыми нәтижелер қорғауға ұсынылады:  

‒ (1+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бейлокалды аналогтарын құру және оның интегралданатындығын негіздеу; 

‒ (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бейлокалды моделін қалыптастыру және сәйкес Лакс жұптары арқылы оның интегралданатындығын дәлелдеу;
‒ ХМБ жүйелері үшін 
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-симметриялы редукциялардың әртүрлі типтерін жүйелеу; 

‒ (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелері үшін Дарбу түрлендіруі әдісімен дербес аналитикалық шешімдерді алу және олардың қасиеттерін жан-жақты талдау; 

‒ (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелері үшін Дарбу түрлендіруі негізінде дербес аналитикалық шешімдерді құру және олардың динамикалық сипаттамаларын зерттеу. 
Диссертациялық жұмыстың ішкі біртұтастығы. Диссертациялық жұмыстың ішкі біртұтастығы нақты айқындалған мақсат пен өзара логикалық байланысқан міндеттер жүйесі арқылы қамтамасыз етіледі. Бірінші кезекте, зерттеудің тұтастығы Хирота–Максвелл–Блохтың бейлокалды жүйелерін және олардың әртүрлі жалпылауларын кезең-кезеңімен әрі жүйелі түрде талдаумен анықталады. Екіншіден, жұмыста бірыңғай әдіснамалық негіз қолданылған, атап айтқанда, Дарбу түрлендіруі, сызықты емес түрлендірулер сияқты құралдар барлық бөлімдерде үйлесімді пайдаланылған. Үшінші шарт ретінде Лакс жұптарына негізделген математикалық қатаңдық пен шешімдердің физикалық интерпретациясын кешенді үйлестіру алынды.

Диссертациялық жұмыстағы ғылыми тұжырымдар мен нәтижелердің сенімділігі және негізділігі. Алынған ғылыми нәтижелердің сенімділігі қарастырылған моделдердің интегралданатындығын дәлелдеуге және оларға сәйкес Лакс жұптарын құруға негізделген қатаң аналитикалық аппарат арқылы қамтамасыз етіледі. Барлық дербес шешімдер Дарбу түрлендіруі әдісін қолдану арқылы алынған, бұл олардың математикалық дұрыстығын және басқа зерттеулерде қайталану мүмкіндігін кепілдендіреді.

Сонымен қатар, алынған нәтижелер классикалық интегралданатын жүйелер үшін белгілі шешімдермен (СЕШТ, оның модификацияланған түрлері, КдФ және КП теңдеулері және т.б.) салыстыру арқылы тексерілген. Мұндай салыстырулар ұсынылған тәсілдің қазіргі интегралданатын жүйелер теориясымен үйлесімді екенін көрсетіп, жасалған қорытындылардың ғылыми негізділігін күшейтеді.

Осы жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу еңбектерімен байланысы. Диссертациялық зерттеу Қазақстан Республикасы Ғылым және жоғары білім министрлігінің «Жас ғалым» жас ғалымдарды гранттық қаржыландыру шеңберіндегі №AP25796529 «Шредингер типіндегі локальды емес сызықты емес теңдеулердің интегралдануын және олардың 
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-симметриялы шешімдерін зерттеу» (2025–2027 жж., жоба жетекшісі – З.А. Закариева) жобасы бойынша ҒЗЖ жоспарына сәйкес орындалды. Аталған жоба диссертациялық зерттеудің ғылыми бағытымен тікелей байланысты болып, алынған нәтижелердің жүйелілігін, өзектілігін және мақсатты түрде жүзеге асырылғанын көрсетеді.

Алынған нәтижелердің апробациясы. Диссертациялық жұмыста алынған негізгі ғылыми нәтижелер халықаралық және республикалық деңгейдегі ғылыми конференцияларда баяндалып, талқылаудан өтті, атап айтқанда:  

‒ международная научная конференция «Уфимская осенняя математическая школа-2023» (Уфа, 2023); 

‒ международная научная конференция «Современные проблемы дифференциальных уравнений и их приложения» (Ташкент, 2023); 

‒ I Областной форум математиков «Математика. Образование. Информатизация» (TWMS Congress-2023, Орал, 2023); 

‒ международная научная конференция «Уфимская осенняя математическая школа-2024» (Уфа, 2024); 

‒ международная научно-практическая конференция «Современные тенденции развития математики в эпоху цифровой трансформации», посвящённая 85-летию Ж. С. Садыкова (Алматы, 2024); 

‒ международная научная конференция «Современные проблемы математики и компьютерных наук» (Астана, 2024); 

‒ 15-th International Congress of ISAAC (International Society for Analysis, its Applications and Computation) (Астана, 2025). 

Жұмыстың нәтижелері Л.Н. Гумилёв атындағы Еуразия ұлттық университетінде "Іргелі математика", "Математикалық және компьютерлік моделдеу" кафедраларының ғылыми семинарында, "Іргелі математика"   кафедрасының профессоры Н.А. Бокаевтың жетекшілігімен өткізілетін ғылыми семинарда, сонымен қатар диссертациялық зерттеудің негізгі қағидалары мен қорытындылары профессор Е.Б. Нұрсұлтановтың ғылыми семинарында баяндалып, жан-жақты талқылаудан өтті.

Жарияланымдар және ізденушінің жеке үлесі.
Диссертациялық зерттеу нәтижелері бойынша отандық және шетелдік ғылыми басылымдарда 9 ғылыми еңбек жарияланды. Олардың ішінде 2 мақала Web of Science және Scopus халықаралық дерекқорларына енгізілген шетелдік рецензияланатын ғылыми журналдарда жарық көрді:  

1. Explicit solutions of nonlocal reverse-time Hirota-Maxwell-Bloch system // AIMS Mathematics. – 2024. – Vol. 9, Issue 12. – P. 35004-35015 (Impact Factor 2024 - 1.8. Q1, Процентиль 85).

2. Exact Solution of the Nonlocal PT-Symmetric (2 + 1)-Dimensional Hirota-Maxwell--Bloch System // Mathematics. – 2025. – Vol. 13, Issue 7. – P. 1101 (Impact Factor 2024 - 2.2. Q1, Процентиль 92).

Жарияланымдарда ұсынылған негізгі ғылыми нәтижелер диссертация авторының жеке орындауымен алынған. Автор зерттеу идеяларын қалыптастыруға, есептерді қоюға, моделдерді құруға, аналитикалық есептеулер жүргізуге, нәтижелерді интерпретациялауға және ғылыми мақалаларды дайындауға тікелей қатысты. Бірлескен жұмыстарда диссертация авторының үлесі есептердің қойылымын негіздеу, интегралданатын моделдерді талдау, Дарбу түрлендіруін қолдану арқылы нақты шешімдерді алу және нәтижелерді ғылыми тұрғыда рәсімдеумен анықталады.

Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс кіріспеден, екі негізгі бөлімнен, қорытындыдан және 105 атаудан тұратын пайдаланылған әдебиеттер тізімінен құралған. Негізгі мәтіннің жалпы көлемі – 106 бет компьютерлік терім.

Диссертацияның негізгі мазмұны.
Кіріспе бөлімінде сызықты емес Шредингер типті бейлокалды интегралданатын жүйелерді зерттеудің өзектілігі жан-жақты негізделеді. Бұл жүйелердің қазіргі математикалық физиканың, сызықты емес оптиканың және интегралданатын жүйелер теориясының өзекті мәселелерімен өзара байланысы көрсетіледі. Зерттеудің мақсаты мен міндеттері айқындалып, алынған нәтижелердің ғылыми жаңалығы мен теориялық-практикалық маңыздылығы тұжырымдалады. Сонымен қатар, кіріспеде локалды және бейлокалды интегралданатын моделдерге, оларды талдау әдістеріне және қолданбалы аспектілеріне арналған отандық және шетелдік ғылыми еңбектерге шолу жасалады.

1-бөлім. Бұл бөлімде 
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-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі жан-жақты зерттеледі. Кеңістіктік түрлендірулерді және 
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-симметриялы жағдайларды қамтитын жаңа бейлокалды редукциялар алынған. Әрбір редукция үшін сәйкес Лакс жұптары құрастырылып, Дарбу түрлендіруі қолданылған. Аталған әдістемелік негізде бірсолитонды дербес шешімдер алынған. Шешімдер параметрленіп, олардың 
[image: image62.wmf]±¥

®

x

 ұмтылғандағы асимптотикалық сипаты талданды; өзара әрекеттесу тетіктері мен шешімдердің бар болу шарттары жан-жақты зерделенді. Теориялық қорытындылардың дәлдігі сандық эксперименттер нәтижелерімен дәлелденді.

2-бөлім. Бұл бөлімде ХМБ жүйелерінің 
[image: image63.wmf]1)

(2

+

-өлшемді бейлокалды жалпыламалары қарастырылады. Мұнда Лакс жұптары құрылып, солитондар мен кеңістік-уақыттық құрылымдарды алу үшін Дарбу түрлендіру әдісі қолданылды. Алынған шешімдер жүйелі түрде жіктеліп, құрылымдық орнықсыздық байқалатын режімдер анықталды. Басқарушы параметрлердің өзгеруіне байланысты шешімдердің орнықтылығы мен өзара әрекеттесу механизмдері талданды.

Қорытынды бөлімде диссертациялық зерттеудің негізгі нәтижелері жинақталып, енгізуде қойылған мақсаттар мен міндеттердің толық орындалғаны көрсетілді. Жұмыстың ғылыми жаңалығы айқындалып, бейлокалды интегралданатын жүйелер теориясының дамуына қосқан үлесі атап өтілді. Сонымен қатар, алынған нәтижелердің сызықты емес динамика, оптикалық моделдер және математикалық физика салаларындағы қолданбалы әлеуеті көрсетіліп, аталған бағыттар бойынша әрі қарай жүргізілетін зерттеулердің перспективалары талқыланды.

1 (1+1)-ӨЛШЕМДІ БЕЙЛОКАЛДЫ ХИРОТА-МАКСВЕЛЛ-БЛОХ ЖҮЙЕСІ
Бұл бөлім ХМБ жүйесін кешенді түрде зерттеуге арналған. Атап айтқанда, аталған жүйенің бейлокалды 
[image: image64.wmf]1)

(1

+

-өлшемді модификациясын құру, оның интегралданатындығын қатаң математикалық тұрғыда дәлелдеу және дербес шешімдерін талдау мәселелері қарастырылады.

Ұзақ уақыт бойы сызықты емес жүйелер үшін өзара әрекеттесу шешімдерін құру мәселесі күрделі әрі көп еңбекті қажет ететін міндет болып келді, сонымен бірге ол математикалық физиканың ең маңызды және өзекті проблемаларының бірі болып қала берді. Кіріспеде атап өтілгендей, осы тұрғыда симметриялар теориясы ерекше орын алады [17, p. 9-364]. Соңғы онжылдықтарда зерттеушілердің назары бейлокалды симметрияларға айтарлықтай ауысты. Мұндай симметриялар алғаш рет 1980 жылы Виноградов пен Красильщик тарапынан енгізілген [91]. Бірқатар еңбектерде көрсетілгендей [27, p. 064105; 92, 93], бейлокалды симметриялар әдісі сызықты емес эволюциялық теңдеулерді зерттеу мен олардың шешімдерін құрастыруда ең нәтижелі тәсілдердің бірі ретінде танылды. Бұл әдістің негізгі идеясы – локалды моделдер мен олардың бейлокалды аналогтары арасындағы байланысты тиісті симметрияларды таңдау арқылы орнату. Мұндай тәсіл жаңа қасиеттерді анықтауға және сызықты емес жүйелердің ерекше шешімдерін алуға мүмкіндік береді. Симметрия түрлерінің әртүрлілігі локалды және бейлокалды теңдеулер арасында кеңістік пен уақыт бойынша әрқилы сәйкестендірулердің пайда болуына алып келеді. Нәтижесінде жаңа физикалық эффектілер туындап, қолданбалы бағыттардың аясы кеңейе түседі.

Бейлокалды интегралданатын теңдеулерге жүйелі шолу мен олардың жалпыламалары алғаш рет Абловиц пен Муслимани тарапынан 2016 жылы ұсынылды [28, p. 915-944]. Атап айтқанда, авторлар Абловиц–Кауп–Ньюэлл–Сегур (АКНС) шашырау есебі аясында бейлокалды симметриялардың бірнеше түрін айқындады: 
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Аталған редукциялар әртүрлі типтегі бейлокалды теңдеулерді алуға мүмкіндік береді және осы арқылы белгілі интегралданатын моделдер класын едәуір кеңейтеді.

Айталық, ХМБ теңдеулері жүйесі интегралданатын модел болып табылады және ол белсенді ортада, мысалы, эрбиймен қоспаланған оптикалық талшықтарда ультрақысқа жарық импульстарының таралуын сипаттайды. Бұл жүйе жоғары ретті дисперсия мен сызықты емес әсерлерін (жалпыланған Хироты теңдеуі арқылы) орта атомдарының екі деңгейлі құрылымымен жарық өрісінің когерентті өзара әрекеттесуін (Максвелл мен Блоха теңдеулері арқылы) біріктіреді. Мұндай тұжырым өздігінен фокустану, өздігінен индукцияланған мөлдірлік, бризерлік режимдер және қиратушы толқындар сияқты маңызды физикалық құбылыстарды ескеруге мүмкіндік береді. Сол себепті ХМБ жүйесі фемтосекундтық динамиканы моделдеуде, әсіресе оптикалық байланыс желілері мен лазерлік жүйелерде кеңінен қолданылады. Мысалы, [94, 95] еңбектерінде дисперсияны ескере отырып біртекті емес ХМБ теңдеулері қарастырылып, олардың дербес шешімдері алынған; [83, p. 104201] жұмысында Дарбу түрлендіруі көмегімен екікомпонентті ХМБ моделі зерттелген; ал [23, p. 60-82; 44, p. 012913] еңбектерінде қиратушы толқындар мен 
[image: image66.wmf]PT

-симметриялы құрылымдарды қоса алғанда, күрделі сызықты емес динамикалық шешімдер көрсетілген.

Осы зерттеуде ХМБ жүйесінің бейлокалды модификациясын талдауға басымдық беріледі. Бұл тұрғыда алдымен СЕШТ сызықты емес оптикадағы және өзге де қолданбалы салалардағы негізгі рөлін атап өткен жөн. 1985 жылы Кодама тиісті түрлендіруді қолдану арқылы жоғары ретті СЕШТ теңдеуін Хирота теңдеуіне келтіруге болатынын көрсетті. Ал электромагниттік өрісті сипаттайтын Максвелл теңдеулері алғаш рет Дж. К. Максвелл тарапынан 1865 жылы енгізіліп, классикалық электродинамиканың іргетасын қалады [95, p. 459-511]. 1946 жылы Блох, Хансен және Паккард ұсынған Блох теңдеуі [96], ядролық магниттік резонанс теориясының негізгі элементіне айналып, сондай-ақ когерентті оптикалық құбылыстарды сипаттауда кеңінен қолданыла бастады. Максвелл және Блох теңдеулерін біріктіру нәтижесінде Максвелл–Блох жүйесі пайда болады [97-99]. Ал бұл жүйені СЕШТ теңдеуімен біріктіру арқылы СЕШТ–Максвелл–Блох (СЕШТ–МБ) моделі алынады [42, p. 377-381; 98, p. 493-495]. Бұдан әрі өздігінен күшею және өздігінен жиіліктік ығысу эффектілерін ескеру СЕШТ–МБ жүйесін ХМБ жүйесіне келтіруге мүмкіндік береді [20, p. 032904; 43, p. 2799-2805; 44, p. 012913]. Осылайша, ХМБ жүйесі сызықты емес пен жоғары ретті дисперсия әсерлерін когерентті сәулелену–орта өзара әрекеттесуімен ұштастыратын интегралданатын модел ретінде қалыптасады.

Алдағы талдауды жүргізу үшін ХМБ жүйесін келесі түрде жазайық: 
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мұнда 
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 және 
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 – кеңістіктік және уақыттық айнымалылар;
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 – комплекс мәнді функциялар;
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 – ортаның толу инверсиясын сипаттайтын нақты мәнді функция;
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a

,

 ‒ кез келген тұрақты;


[image: image76.wmf]w

 – жиілікті сипаттайтын нақты тұрақты болып табылады.

Зерттеуді жалғастыру мақсатында ХМБ жүйесінің симметрияланған формасына көшу үшін келесі белгілеулер енгізіледі: 
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Бұл алмастырулар комплекс түйіндес теңдеулерді айқын түрде жазуға мүмкіндік береді және 
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 функциялары үшін, сондай-ақ 
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 функцияларымен бірге симметриялы жүйе алуға жағдай жасайды.

Нәтижесінде локалды 
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-өлшемді ХМБ жүйесі келесі түрде өрнектеледі [100-102]: 
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мұнда 
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 ‒ кез келген тұрақты;
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 – жиілікті сипаттайтын нақты тұрақты болып табылады;
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 ‒ интегралдау нәтижесінде алынған функцияның нақты бөлігі. Төменгі индекстер сәйкесінше тәуелсіз айнымалылар 
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 пен 
[image: image93.wmf]t

 бойынша алынған дербес туындыларды білдіреді.

(1.0.4)–(1.0.8) жүйесінің интегралданатындығын атап өтейік. Бұл қасиет оған сәйкес Лакс жұбының бар болуымен дәлелденеді [103, 104]. Лакс жұбын өрнектеу мақсатында келесі сызықты спектрлік есепті қарастырайық
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Матрица 
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 параметрдің дәрежелері бойынша келесі түрде жіктеледі: 
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мұнда 
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         (1.0.13)
Сызықты дифференциалдық теңдеулер жүйесі (1.0.9)–(1.0.10) түріндегі Лакс жұбының үйлесімділігі, мұндағы 
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 матрицалары (1.0.13) формуламен берілген, толық түрде (1.0.4)–(1.0.8) теңдеулер жүйесін қалпына келтіреді. Осылайша, нөлдік қисықтық шарты
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бастапқы ХМБ жүйесіне дәл эквивалент болып табылады. Бұл факт локалды ХМБ жүйесінің интегралданатындығын дәлелдейді және оның шешімдерін құрастыру үшін интегралданатын жүйелер теориясының классикалық әдістерін қолдануға мүмкіндік береді [50, p. 1101].

Зерттеудің келесі кезеңіне көше отырып, ерекше назарды бейлокалды редукцияларға аудару қажет. Мұндай редукциялар кезінде 
[image: image108.wmf])
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 функциялары 
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 функциялары арқылы кеңістіктік немесе уақыттық айнымалылардың шағылысуы, сондай-ақ комплекс түйіндес көмегімен өрнектеледі. Аталған редукциялар интегралдану қасиетін сақтай отырып, құрылымы жағынан бай және жаңа типтегі шешімдерге ие теңдеулер класын қалыптастырады. Әрі қарай 
[image: image110.wmf]1)
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-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі егжей-тегжейлі зерттелетін болады.

1.1 (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ теңдеулер жүйесін тұжырымдау және шығару
(1+1)-өлшемді ХМБ жүйесі (1.0.4)–(1.0.8) классикалық интегралданатын моделдердің қатарына жатады, оның интегралданатындығы КШЕӘ арқылы дәлелденген [99, p. 2941-2943]. Бұл модель қысқа оптикалық импульстер мен белсенді ортаның өзара әрекеттесу процестерін сипаттай отырып, сызықты емес оптика мен математикалық физиканы ұштастырады. Бөлімде ХМБ жүйесінің бейлокалды нұсқасын құру және оны зерттеу міндеті алға қойылған. Бұл мақсатқа жету үшін ең алдымен, бастапқы локал моделге қолдануға болатын бейлокал редукцияларды жүйелі түрде жіктеу қажет.

Локалды жүйенің бейлокалды жалпыламаларын зерттеу жаңа симметрияларды (соның ішінде 
[image: image111.wmf]PT

-симметрияны) айқындауға және дербес шешімдер ауқымын арттыруға жол ашады. Өзіндік үйлесімді бейлокалды жүйені құру барысында әрбір редукцияның (1.0.4)–(1.0.8) бастапқы теңдеулер жүйесіне сәйкестігін тексеріп, тиісті параметрлік шарттарды анықтау талап етіледі.

Бұл жұмыста 
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 функцияларына 
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 түріндегі кеңістіктік және уақыттық шағылулар, сондай-ақ комплекс түйіндес арқылы енгізілуі мүмкін бейлокалдылықтың барлық ықтимал түрлері қарастырылады. Мұндай редукциялар, бір жағынан, моделдің құрылымын едәуір байытып, жаңа симметриялық қасиеттерді айқындауға мүмкіндік берсе, екінші жағынан, жүйенің өзара үйлесімділігін бұзып, 
[image: image116.wmf]w
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 параметрлеріне қатысты қайшылықтардың пайда болуына немесе жиіліктің физикалық мағынасының жоғалуына алып келуі мүмкін. Осыған байланысты негізгі міндет бейлокалды редукциялардың барлық мүмкін нұсқаларын математикалық тұрғыдан жіктеу және олардың ішінен жүйенің өзара үйлесімділігін сақтайтын жағдайларды бөліп көрсету болып табылады.
Есеп 1.1.  SEQ Theorem \* ARABIC  Локалды ХМБ жүйесі (1.0.4)–(1.0.8) үшін 
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 функцияларына қатысты мүмкін болатын барлық алты бейлокалды редукцияны толық жіктеу талап етіледі. Әрбір редукция үшін оның бастапқы жүйемен үйлесімділігі тексеріліп, параметрлерге 
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 функциясының жұптылық немесе тақтылық қасиетіне қойылатын шарттарды анықтау қажет. Нәтижесінде барлық редукциялар математикалық тұрғыдан өзара үйлесімді және үйлесімсіз кластарға бөлінеді.  
Мақсатқа жету үшін бейлокалдылықтың алты түрі қарастырылады:  

R1. Уақыттық 
[image: image122.wmf]PT

-редукция: 
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(1.1.1)
R2. Кеңістік–уақыттық редукция (комплекс түйіндессіз): 
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(1.1.2)
R3. Комплекс түйіндес кеңістік–уақыттық редукция: 
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(1.1.3)
R4. Уақыт бойынша шағылу: 
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(1.1.4)
R5. Кеңістік бойынша шағылу: 
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(1.1.5)
R6. Комплекс түйіндес кеңістіктік редукциясы: 
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(1.1.6)
R1–R6 жағдайларының әрқайсысы локалды ХМБ жүйесі (1.0.4)–(1.0.8)-мен үйлесімділікке жеке-жеке тексеруді талап етеді. Жалпы жағдайда мұндай тексеру тиісті редукцияны 
[image: image129.wmf]q

 және 
[image: image130.wmf]p

, функциялары үшін берілген теңдеулерге тікелей қоюға, ал 
[image: image131.wmf]r

 және 
[image: image132.wmf]m

 функциялары үшін алынатын шағылысу немесе комплекс түйіндес теңдеулерді түрлендіруге, сондай-ақ алынған теңдеулер жұптарын өзара салыстыруға келіп тіреледі. Уақыттың шағылысуы және/немесе комплекс түйіндес алудың туындыларға әсерін дұрыс ескеру үшін келесі лемманы қолдану ыңғайлы.
Ескерту SEQ Theorem \* ARABIC  1.1 Қолайлылық үшін, егер арнайы айтылмаса, функциялардың 
[image: image133.wmf])
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 айнымалыларына тәуелділігі қысқартылған түрде беріледі. Мысалы, 
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 жазылады. Айнымалылар 
[image: image138.wmf])

,

(

2

1

t

x

V

V

 тек бейлокалды шарттарда, яғни аргументтері шағылысқан функциялар қарастырылған кезде, 
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 түрінде толық көрсетіледі, мұндағы 
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Лемма 1.1 R1–R6 жағдайларының әрқайсысында 
[image: image142.wmf]p
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 функцияларына арналған теңдеулерден түрлендірілген 
[image: image143.wmf],
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[image: image144.wmf]m

 функцияларына арналған теңдеулерге көшу кезінде туындылардың таңбаларын және комплекс түйіндес алуды бақылауға мүмкіндік береді. Осы процесте үйлесілімділікке қажетті әрі жеткілікті шарттарды анықтау үшін алынған өрнектер мүшелеп салыстырылады, соның негізінде 
[image: image145.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image147.wmf],

w



 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf],

s



 EMBED Equation.3  [image: image149.wmf]d

 параметрлерге және 
[image: image150.wmf])
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 функциясының жұптылығына немесе тақтылығына қойылатын шектеулер айқындалады.

Осылайша, бөлімшенің келесі тармақтары лемма 1.1-ді қолдану арқылы R1–R6 редукцияларын кезең-кезеңімен талдауға арналған және үйлесілімдікті қамтамасыз ететін шешуші шарттарды нақты бекітуді көздейді. Есептеулердің барлық егжей-тегжейі тиісті редукцияларды тікелей орнына қоюдан, шағылу мен комплекс түйіндес операцияларын орындаудан және алынған теңдеулер жұптарын өзара салыстырудан туындайды.

R1. Уақыттық 
[image: image151.wmf]PT

-редукция. Классификациялау міндетін орындау үшін (1.1.1) тармағында көрсетілген (R1) редукциясына талдау жасайық. Аталған шартты (1.0.4) локалды теңдеуіне алмастыру келесі бейлокал теңдеуге алып келеді [105]
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(1.1.7)
Айта кету қажет, үйлесілімдікті қамтамасыз ету үшін (1.1.7) теңдеуін 
[image: image153.wmf]r

 функциясына сәйкес түрлендірілген теңдеумен салыстыру қажет. Бұл, өз кезегінде, 
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 түрлендірулерін қолданып, нәтижені 
[image: image156.wmf]s

-

-ға көбейткеннен кейін алынатын 
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 функциясына арналған теңдеумен салыстыруға эквивалентті. Жүргізілген салыстырулар жүйенің үйлесілімділігі тек белгілі бір шарттар орындалғанда ғана жүзеге асатынын көрсетеді, атап айтқанда, келесі талаптар орындалуы қажет
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бұл шарттан шығады 
[image: image159.wmf]a

 және 
[image: image160.wmf]b

 параметрлері тек жорамал болуы қажет.

Дәл осылай (1.1.1) шартының 
[image: image161.wmf]p

 функциясына арналған теңдеуге қолданылуы және алынған өрнекті 
[image: image162.wmf]m

 функциясына арналған теңдеудің комплекс түйіндес түрімен салыстыру келесі жағдайда ғана жүйенің өзара үйлесімді болатынын көрсетеді
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шарты орындалуы қажет, бұл 
[image: image166.wmf])
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 функциясының кеңістік айнымалысы 
[image: image167.wmf]x

 бойынша тақ функция екенін білдіреді.

Осылайша, алынған барлық шарттарды біріктіре отырып, төмендегідей уақыттық 
[image: image168.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды ХМБ жүйесіне келеміз[106-108]
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(1.1.8)
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(1.1.9)
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(1.1.10)
мұнда 
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. Бұл жағдай жан-жақты түрде [23, p. 60-82] еңбегінде егжей-тегжейлі зерттелген.

R2. Кеңістік–уақыттық редукция (комплекс түйіндессіз). Енді (1.1.2) шартпен анықталатын (R2) редукцияны қарастырайық. Аталған шартты (1.0.4) жүйесіндегі 
[image: image177.wmf]q

 функциясына арналған теңдеуге тікелей қойсақ, келесі бейлокалды теңдеу алынады
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(1.1.11)
Жүйенің үйлесілімділігін тексеру үшін (1.1.11) теңдеуін 
[image: image179.wmf]x
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 түрлендірулерінен кейін және 
[image: image181.wmf]s
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-ға көбейту арқылы алынатын 
[image: image182.wmf]r

 функциясына арналған түрлендірілген теңдеумен салыстырамыз. Бұл салыстыру нәтижесінде келесі шарттың орындалуы қажет екені анықталады 
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Сол сияқты, (1.1.2) редукциясын 
[image: image184.wmf]p

 функциясына арналған теңдеуге қолдану және оны 
[image: image185.wmf]x
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, 
[image: image186.wmf]t
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 алмастырулары арқылы алынған 
[image: image187.wmf]m

 теңдеуімен салыстыру қосымша талаптарға әкеледі:
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яғни 
[image: image189.wmf]w

 параметрінің нақты сан болуы, сондай-ақ 
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шартының орындалуы қажет. Бұл ретте 
[image: image191.wmf]a

 және 
[image: image192.wmf]b

 параметрлеріне ешқандай қосымша шектеулер қойылмайды, олар тек комплекс сандардың жорамал бөлігінен болады.

Осылайша, кеңістік–уақыттық редукция жағдайында үйлесімді бейлокалды ХМБ жүйесі келесі түрде жазылады

 
[image: image193.wmf],

2

))

,

(

2

(

)

)

,

(

6

(

=

2

2

p

t

x

q

q

q

q

t

x

q

q

q

q

xx

i

x

xxx

t

s

s

a

s

b

+

-

-

-

+

-

-

-


(1.1.12)
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(1.1.14)
мұнда 
[image: image196.wmf]d
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[image: image199.wmf]C
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 кез келген параметрлер. Аталған бейлокалды редукция жағдайы да егжей-тегжейлі түрде [23, p. 60-82] еңбегінде зерттелген.

R3. Комплекс түйiндес кеңiстiк–уақыттық редукция. Редукцияларды толық жіктеу мақсатында (1.1.3) қатынасымен берілген (R3) жағдайын қарастырайық. Аталған шартты локалды жүйенің 
[image: image200.wmf]q

 функциясына арналған теңдеуіне тікелей қою нәтижесінде келесі бейлокалды теңдеу алынады
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(1.1.15)
Үйлесімділікті тексеру үшін (1.1.15) теңдеуін (1.1.3) редукциясына сәйкес түрлендірілген 
[image: image202.wmf]r

, функциясына арналған теңдеумен салыстыру қажет. Бұл мақсатта 
[image: image203.wmf]x

x

-

a

, 
[image: image204.wmf]t

t
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, ауыстыруларын, сонымен қатар, шыққан нәтижеден комплекс түйіндес алайық, 
[image: image205.wmf]s

-

-ға көбейту және Лемма  1.1-де келтірілген түрлендіру ережелері қолданылады. Нәтижесінде келесі баламалы өрнек алынады
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(1.1.16)
(1.1.16) теңдеуінің (1.1.15) өрнегімен дәл сәйкес келуі тек келесі шарттар орындалған жағдайда ғана мүмкін
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Осылайша, 
[image: image208.wmf]a

 параметрі таза жорамал сан болуы, ал 
[image: image209.wmf]b

 – параметрі нақты мәнді болуы қажет.

Енді 
[image: image210.wmf]p

 функциясына арналған теңдеуді қарастырайық. (1.1.3) түрлендіруін қолдану және 
[image: image211.wmf]m

 теңдеуінің сәйкес комплекс түйіндес түрімен (сол түрлендірулерді және Лемма 1.1-ді пайдалана отырып) салыстыру нәтижесінде келесі теңдеу алынады
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(1.1.17)
 ал бастапқы теңдеу мына түрде жазылады


[image: image213.wmf].
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Бұл екі өрнекті өзара салыстырудан үйлесілімділігі орындалуы үшін келесі шарттардың міндетті екені шығады
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Алайда 
[image: image215.wmf]*
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 шарты 
[image: image216.wmf]w

 параметрінің таза жорамал сан болуын талап етеді. Бұл талап 
[image: image217.wmf]w

-ның физикалық мағынасына – яғни жиілік параметрі ретіндегі интерпретациясына – тікелей қайшы келеді.

Ондай болса (R3) редукциясы қайшылыққа әкеледі және үйлесімді түрлендіру болып табылмайды. Сондықтан бұл жағдай әрі қарайғы талдаудан алынып тасталады.

R4. Уақыт бойынша шағылу. Енді (1.1.4) шартпен анықталатын (R4) жағдайды қарастырайық. Аталған редукцияны локал жүйедегі 
[image: image218.wmf]q

 функциясы үшін жазылған теңдеуге тікелей қойсақ, келесі бейлокалды теңдеуді аламыз:
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2

)

)

,

(

2

(

)

)

,

(

6

(

=

2

2

p

q

t

x

q

q

q

t

x

q

q

q

q

xx

i

x

xxx

t

d

s

a

s

b

+

-

-

+

-

-


(1.1.18)
Ал енді (1.1.4) шартты 
[image: image220.wmf]r

 функциясына арналған теңдеуге қолданайық және кейін 
[image: image221.wmf]t

t
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a

 ауыстыруын орындайық. (
[image: image222.wmf]t

-бойынша туындылардың жұптылығы мен тақтылығына байланысты олардың таңбасының өзгеруіне әкелетінін ескереміз. Лемма 1.1 нәтижелерін пайдалана отырып, келесі баламалы өрнекке келеміз:
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(1.1.19)
(1.1.18) және (1.1.19) теңдеулерін өзара салыстыру, олардың бірдей болуы үшін келесі шарттардың орындалуын талап етеді:
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бұдан тікелей 
[image: image225.wmf]0
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b

 екені шығады. Алайда бұл үшінші ретті дисперсиялық мүшенің жойылуына алып келеді, ал ол қарастырылып отырған моделдің іргелі құрамдас бөлігі болып табылады.


[image: image226.wmf]p

 функциясына қатысты теңдеуді талдау. (1.1.4) түрлендіруін 
[image: image227.wmf]p

 және 
[image: image228.wmf]m

 теңдеулеріне қолдану және одан кейін 
[image: image229.wmf]t
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a

 ауыстыруын жүргізу нәтижесінде: 
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(1.1.20)
теңдеуі алынады. (1.1.20) өрнегін бастапқы 
[image: image231.wmf]p
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 теңдеуімен 
[image: image232.wmf]d

s

=

 жағдайында салыстыру келесі шарттарға әкеледі: 
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яғни 
[image: image234.wmf]0
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Осылайша, (R4) шарты бір мезгілде 
[image: image235.wmf]0
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b

 және 
[image: image236.wmf]0

=

w

 болуын талап етеді. Бұл дисперсиялық та, резонанстық та эффектілердің толық жойылуына әкеліп, жүйені дегенерацияланған күйге түсіреді. Сондықтан (1.1.4) түріндегі уақыттық шарт үйлесімді емес деп танылады және әрі қарайғы талдаудан алынып тасталады.

R5. Кеңiстiк бойынша шағылу. Енді (1.1.5) шартында анықталған (R5) жағдайды қарастырайық. Қойылған мақсатқа жету үшін алдымен локалды жүйеге  (1.1.5) түрлендіруін тікелей қою арқылы 
[image: image237.wmf]q

 функциясына арналған теңдеуді жазайық:


[image: image238.wmf].
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(1.1.21)
Енді 
[image: image239.wmf]r

 функциясына арналған теңдеуді қарастырайық. Онда (1.1.5) шартын қолданып, кейін 
[image: image240.wmf]x

x

-

a

 кеңістік түрлендіруін орындаймыз. Бұл түрлендіру барлық тақ ретті 
[image: image241.wmf]x

-туындылардың таңбасын өзгертеді. Алынған өрнекті қайтадан 
[image: image242.wmf]q

 функциясы арқылы жазып, келесі балама теңдеуге келеміз:


[image: image243.wmf].
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(1.1.22)
(1.1.21) және (1.1.22) теңдеулерін салыстыру олардың өзара үйлесімді болуы үшін келесі шарттардың орындалуын талап ететінін көрсетеді:
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яғни 
[image: image245.wmf]0
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 және 
[image: image246.wmf]s
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. Осылайша, 
[image: image247.wmf]b
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,

 параметрлерінің нөлге тең болуы қажет. Бұл 
[image: image248.wmf]q

 функциясына арналған теңдеудегі дисперсиялық және квадратты-кубтық сызықты емес мүшені алып тастайды. Мұндай шектеулер жүйенің динамикасын дегенерацияланған күйге келтіреді.


[image: image249.wmf]p

 функциясы бойынша теңдеуін талдау. Ұқсас түрде, (1.1.5) шартын 
[image: image250.wmf]p

 және 
[image: image251.wmf]m

 функция теңдеулеріне қойып, одан кейін 
[image: image252.wmf]x
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a

 алмастыруын орындап, барлық өрнектерді 
[image: image253.wmf])
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 функциялары арқылы өрнектесек, келесі теңдеуді аламыз:


[image: image254.wmf].
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(1.1.23)
(1.1.23) теңдеуін бастапқы 
[image: image255.wmf]p
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 теңдеуімен салыстыру мынадай шарттарға әкеледі:
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Бұл талаптар бұрын алынған 
[image: image257.wmf]s
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, шартымен толық сәйкес келеді. Сонымен қатар, 
[image: image258.wmf]w

 параметріне оның нақты сан болуынан өзге қосымша шектеулер қойылмайды.
Ескерту 1.2. SEQ Theorem \* ARABIC  (R5) шарты нөлдік емес параметрлер класында үйлесімсіз болып табылады: 
[image: image259.wmf]0
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a

 шарты 
[image: image260.wmf]q

 функция өрісінің динамикасындағы дисперсиялық және сызықты емес мүшелерді толық жояды. Бұл моделдің әрі математикалық, әрі қолданбалы маңыздылығын жоғалтуына әкеледі. 
[image: image261.wmf]0

=

=

b

a

 формалды түрде мүмкін болатын шектік жағдай ретінде қарастырылғанымен, ол Хирота типіндегі интегралданатынын деформациялармен байланысын үзетіндіктен, осы жұмыста есепке алынбайды.  
R6. Комплекс түйiндес кеңiстiктiк редукциясы. Енді (1.1.6) шартпен анықталатын (R6) жағдайын қарастырайық. (1.1.6) шартын 
[image: image262.wmf]q

 функциясына арналған (1.0.4) теңдеуге қою нәтижесінде келесі өрнек алынады:
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(1.1.24)
Үйлесімділік шарты үшін (1.1.24) өрнегін 
[image: image264.wmf]q

 функциясы үшін түйіндес теңдеумен сәйкестендіру қажет. Салыстыру нәтижесінде келесі шарттар алынады:
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(1.1.25)
яғни 
[image: image266.wmf]b

 параметрі таза жорамал, ал 
[image: image267.wmf]a

 нақты болуы тиіс. (1.1.6) редукциясын пайдалана отырып, 
[image: image268.wmf]p

 үшін теңдеуді талдау келесі қосымша шектеулерге әкеледі:


[image: image269.wmf]).
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(1.1.26)
Осылайша, (R6) шарты ХМБ жүйесінің типіндегі өзара үйлесімді бейлокалды жүйені анықтайды:
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мұнда параметрлер келесі шарттарды қанағаттандырады: 
[image: image273.wmf]d
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, мұндағы 
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. Сонымен қатар, 
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 функциясы кеңістіктік айнымалы бойынша тақ функция болып табылады.

Қорытындылай келе, (R6) редукциясы – оны комплекс түйіндес кеңістіктік редукция деп атау дұрысырақ. Хирота–Максвелл–Блох теңдеулерінің өзара үйлесімді бейлокалды нұсқасына әкелетін жалғыз жаңа жағдай болып табылады. (R3)–(R5) редукцияларымен салыстырғанда, бұл жағдайда дисперсиялық та, сызықты емес те мүшелер нөлге айналмай, моделдің мазмұнды динамикасын сақтауға мүмкіндік береді. Сонымен қатар, параметрлерге қойылатын (1.1.25) және (1.1.26) шарттары зерттелетін жүйенің ішкі үйлесімділігін қамтамасыз етеді. Осыған байланысты, аталған жағдайды жеке есеп ретінде бөліп алып, алынған нәтижені қатаң түрде теорема түрінде тұжырымдау орынды.
Есеп 1.2. SEQ Theorem \* ARABIC  (R6) редукциясына сәйкес келетін бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесін құру және оның өзара үйлесімділік шарттарын анықтау [109-111].  
Теорема 1.1 SEQ Theorem \* ARABIC  (1.0.4)–(1.0.8) түріндегі локалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесі: 
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(1.1.27)
белгілеулерін енгізу арқылы төмендегі тұйық бейлокалды жүйеге келтіріледі:
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(1.1.29)
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                       (1.1.30)
Бейлокалды жүйе өзара үйлесімді болуы үшін:
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(1.1.31)
теңдіктері қажетті және жеткілікті.
Теореманың дәлелдеуі. Дәлелдеуді екі логикалық кезеңге бөлеміз: (I) (1.1.31) шарттарының қажеттілігі және (II) олардың (1.1.28)–(1.1.30) түріндегі тұйық бейлокалды жүйенің өзара үйлесімділігін қамтамасыз етудегі жеткіліктілігі.

I. Қажеттілік. (1.1.6) редукция шарттарын енгізейік:
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және осы функциялар класында (1.0.4)–(1.0.8) локалды жүйесі өзара үйлесімді болуы тиіс деп талап етейік.

(I.1) 
[image: image285.wmf]q

 функциясына арналған теңдеу. (1.1.6) редукциясын (1.0.4) теңдеуіне тікелей қою нәтижесінде (нақты (1.1.28) өрнегіне сәйкес): 
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(1.1.32)
теңдеуін аламыз. Енді (1.0.5) теңдеуін және 
[image: image287.wmf])
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 қатынасын қолданайық. Лемма 1.1 сәйкес келесі түрлендірулер орындалады:
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Осы өрнектерді (1.0.5) теңдеуіне қоя отырып, келесі теңдікке келеміз:
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Енді 
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 теңдіктерін пайдаланып, барлық мүшелерді ықшамдап қайта жазу арқылы келесі өрнекті аламыз: 
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(1.1.33)
Екі жаққа да комплекс түйіндес қолданылып, сонымен қатар 
[image: image293.wmf]x
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 алмастыруы жүргізілсін. Осы әрекеттердің нәтижесінде 
[image: image294.wmf]t
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 үшін келесі баламалы өрнек алынады:
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(1.1.34)
(1.1.32) және (1.1.34) теңдеулерін тәуелсіз мүшелердің коэффициенттері бойынша (яғни 
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 және 
[image: image300.wmf]p

 алдындағы коэффициенттерді), жеке-жеке салыстыру арқылы келесі қажетті шарттар алынады:
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(1.1.35)
мұнда 
[image: image302.wmf]b
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 теңдігінен 
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 параметрінің таза жорамал сан екендігі, яғни 
[image: image304.wmf]R
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 екені шығады, ал 
[image: image305.wmf]a
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 шарты 
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 параметрінің нақты сан болуын, яғни 
[image: image307.wmf]R

Î

a

, қамтамасыз етеді.

(I.2) 
[image: image308.wmf]p

 функциясына арналған теңдеу. (1.1.6) шартын (1.0.6) теңдеуіне қолданайық. Бұл жағдайда: 
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(1.1.36)
теңдеуі шығады. Енді (1.0.7) теңдеуін қарастырайық, мұндағы 
[image: image310.wmf])
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. Лемма 1.1 сәйкес: 
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орындалады. Осыны (1.0.7) теңдеуіне қойсақ, келесі қатынасқа келеміз:
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Комплекс түйіндесті қолданылып, әрі 
[image: image314.wmf]x

x

-

a

 ауыстыруы орындалсын. Нәтижесінде 
[image: image315.wmf]x

p

 үшін келесі баламалы теңдеу алынады:
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(1.1.37)
(1.1.36) және (1.1.37) теңдеулерін 
[image: image317.wmf]q

 және 
[image: image318.wmf]p

 алдындағы коэффициенттер бойынша салыстырып, сонымен қатар бұрын алынған 
[image: image319.wmf]d
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 қатынасын ескере отырып, келесі қорытындыға келеміз:
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(1.1.38)
(I.3) 
[image: image321.wmf]h

 функциясына арналған теңдеу. (1.1.6) редукциясын ескере отырып, (1.0.8) теңдеуінен: 
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өрнегін аламыз. Бұл нәтиже (1.1.30) теңдеуімен толық сәйкес келеді. Осылайша, (1.1.35)–(1.1.38) қатынастарымен бірге бұл есептеулер (1.1.31) шарттарының қажетті екенін дәлелдейді.

II. Жеткіліктілік. Енді (1.1.31) шарттары орындалады деп ұйғарайық:
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және (1.1.6) редукциясы енгізілсін. Бұл жағдайда (1.1.32) теңдеуінің оң жағы (1.1.34) өрнегімен дәл келеді, себебі: 
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Осыдан 
[image: image325.wmf]q

 функциясына арналған теңдеу тұйықталып, (1.1.28) түрін қабылдайтыны шығады. Ұқсас түрде, 
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 және 
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 функциясының тақтылығы 
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 шарттары орындалғанда, (1.1.36) және (1.1.37) өрнектері өзара сәйкес келеді, нәтижесінде (1.1.29) теңдеуі алынады. Соңында, 
[image: image329.wmf]h

 функциясына арналған теңдеу бұрыннан (1.1.30) түріне келтірілген. Осылайша, (1.1.28)–(1.1.30) жүйесі (1.1.6) редукциялар класында (1.1.31) шарттары орындалған жағдайда шынында да тұйық әрі өзара үйлесімді бейлокалды жүйе болып табылады.

Осылайша, (1.1.31) шарттарының (1.1.6) редукциясы үшін өзара үйлесімділіктің қажетті (I бөлім) және жеткілікті (II бөлім) шарттары екендігі дәлелденді, ал (1.1.28)–(1.1.30) – жүйесі аталған редукцияның дәл әрі тұйық салдары болып табылады. Теорема толық дәлелденді. 
Ескерту 1.3 (Нормализациялар және эквиваленттілік).  SEQ Theorem \* ARABIC  
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 шарты жалпы жағдайды шектемей, мысалы, 
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 (немесе керісінше) деп бекітуге мүмкіндік береді. Бұл таңдау 
[image: image333.wmf]p

 функциясының фазасын қайта анықтау және 
[image: image334.wmf]h

 функциясын қайта нормалау арқылы жүзеге асырылады. Аталған түрлендірулер барысында (1.1.28)–(1.1.30) жүйесінің құрылымы сақталады, ал (1.1.31) шарттары өзгеріссіз қалады.  
Салдар 1.1 (Үйлесімді редукциялар) SEQ Theorem \* ARABIC  R1–R6 редукциялар жиынында тек төмендегі үш жағдай ғана өзара үйлесімді болып табылады:
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[image: image338.wmf]:
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[image: image341.wmf]:
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(1.1.6) 
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Ескерту 1.4.  SEQ Theorem \* ARABIC R1 және R2 жағдайлары [23, p. 60-82] еңбегінде жан-жақты зерттелген, ал R6 түрлендіруі осы жұмыста алынған жаңа нәтиже болып табылады. Бұл редукция Хирота–Максвелл–Блох жүйесінің 
[image: image344.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды модификациясын анықтайды және ол алдағы зерттеулер үшін бастапқы модел қызметін атқарады, атап айтқанда Лакс жұбын құру, Дарбу түрлендіруін қолдану және дербес шешімдерді талдау тұрғысынан.  
Осылайша, редукциялар жіктелуі толық аяқталды: өзара үйлесімді болып тек үш нұсқа ғана табылады, атап айтқанда (R1), (R2) және (R6). Дәл осы редукциялар моделдің интегралдану қасиетін және оның мазмұндық (физикалық) интерпретациясын сақтайды, ал қалған жағдайлар қайшылықтарға немесе тривиалданған, шектеулерге алып келеді.

Келесі бөлімшеде біз бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесі үшін Лакс жұбын егжей-тегжейлі құрып шығамыз. Бұл қадам жүйенің интегралданатындығын дәлелдеуге мүмкіндік беріп, Дарбу түрлендіруі әдісін қолдануға қажетті теориялық негізді қалыптастырады.

1.2 (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесінің Лакс жұбы
Сызықты емес эволюциялық теңдеулерді зерттеудегі негізгі кезеңдердің бірі - олардың интегралданатыдығын анықтау болып табылады. Осы тұрғыдан алғанда, ең әмбебап және тиімді құрал ретінде Лакс жұбы қарастырылады. Ол интегралданатындық критерийін нөлдік қисықтық шарты арқылы формалды түрде өрнектеп қана қоймай, сонымен қатар кері шашырау есебі, Дарбу түрлендіруі және олардың жалпыламалары арқылы дербес шешімдерді құрудың конструктивті жолын ұсынады.
Есеп 1.3 SEQ Theorem \* ARABIC  (1.1.31) үйлесімділік шарттары орындалған жағдайда (1+1)-өлшемді бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесі (1.1.28)–(1.1.30) үшін Лакс жұбын құру.  
Осы мақсатта Лакстың спектрлік есебін келесі сызықты теңдеулер жүйесі түрінде қарастырайық 
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мұнда 
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 – баған-вектор;
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 – спектрлік 
[image: image350.wmf]C

Î

l

 параметрге тәуелді матрицалар. (1.2.1)–(1.2.2) теңдеулерінің үйлесімділігі келесі нөлдік қисықтық шартын қанағаттандырады:
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(1.2.3)
Бұл шарт бейлокалды жүйені (1.1.28)–(1.1.30) толық түрде қалпына келтіруі тиіс. Демек, қарастырылып отырған есеп 
[image: image352.wmf]M

 және 
[image: image353.wmf]N

, матрицаларын сондай түрде құруға келіп тіреледі, мұндағы (1.2.3) теңдігі зерттелетін динамикалық жүйемен дәл және толық эквивалент болады.

Алдымен Лакстың бірінші операторы 
[image: image354.wmf])
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-ны нақтылап алайық. Стандартты таңдау ретінде спектрлік параметрге тәуелді сызықты матрицаны қарастырамыз: 
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мұнда 
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(1.2.5)
мұнда 
[image: image358.wmf]3

s

 – стандартты Паули матрицасы, ол бірлік матрицамен бірге 
[image: image359.wmf]2

2

´

 матрицалар кеңістігінің базисін құрайды. Мұндай таңдау кездейсоқ емес: ол сызықты емес Шрёдингер типтес және Хирота–Максвелл–Блох теңдеулері үшін белгілі Лакс операторларының құрылымымен үйлеседі және бейлокалды динамиканы дұрыс қайта қалпына келтіруді қамтамасыз етеді.

Екінші оператор 
[image: image360.wmf])
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, керісінше, спектрлік параметрге неғұрлым күрделі түрде тәуелді болып, полиномдық және рационал мүшелерді қамтиды. Жалпы түрде ол келесі матрицамен беріледі
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(1.2.6)
Матрицаның элементтерін нақтылап жазсақ, келесі өрнектерді аламыз:
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(1.2.9)
Есептеулерді ықшамдау және кейінгі талдауларды жеңілдету мақсатында 
[image: image365.wmf]N

 матрицасын спектрлік параметр 
[image: image366.wmf]l

-ның дәрежелері бойынша жіктеп жазайық:
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мұнда 
[image: image368.wmf]j
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 (
[image: image369.wmf]1,0,1,2,3
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) матрицалары айқын түрде есептеледі және келесі түрде беріледі: 
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   (1.2.13)
Осылайша, бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесі (1.1.28)–(1.1.30) үшін Лакс жұбын құрайтын 
[image: image373.wmf]M

 және 
[image: image374.wmf]N

 матрицалары айқын түрде құрылды. Келесі кезеңде нөлдік қисықтық шартты (1.2.3) бастапқы жүйеге толық эквивалент екендігі дәлелденеді, бұл зерттеліп отырған моделдің интегралданатындығы қасиетін түпкілікті растайды.

Енді құрылған 
[image: image375.wmf])
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 және 
[image: image376.wmf])
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 матрицалары шынында да бейлокалды ХМБ жүйесін (1.1.28)–(1.1.30) қалпына келтіретінін тексерейік. Осы мақсатта оларды нөлдік қисықтық шартына (1.2.3) қоямыз:
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Спектрлік параметр 
[image: image378.wmf]l

-ның бірдей дәрежелері бойынша коэффициенттерді топтастыру арқылы келесі шарттар жүйесіне келеміз:
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(1.2.20)
Жоғары дәрежелі коэффициенттер. (1.2.15)–(1.2.18) шарттарының алғашқы төртеуінің тепе-теңдікке айналатынын тікелей тексеру қиын емес. Нақтырақ айтқанда:

‒ 
[image: image385.wmf]4
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 дәрежесі үшін 
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 матрицасының диагоналды болуына байланысты 
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‒ 
[image: image389.wmf]3

l

 дәрежесінде 
[image: image390.wmf]2

N

 мен 
[image: image391.wmf]3

N
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(1.2.21)
ал бұл теңдеу дәлме-дәл (1.1.28) бейлокалды ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуімен сәйкес келеді.
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Бұл теңдеулер дәлме-дәл (1.1.29)–(1.1.30) жүйесіне сәйкес келеді.

Жүргізілген талдау нәтижесінде, 
[image: image424.wmf]k

l

, 
[image: image425.wmf]4,3,2,1
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k

-ның жоғарғы дәрежелері, нөлдік қисықтық шартының негізінде тепе-тең түрде нөлге тең болатынын, ал 
[image: image426.wmf]0

l

 және 
[image: image427.wmf]1
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 алдындағы коэффициенттердің бастапқы (1.1.28)–(1.1.30)  бейлокалды ХМБ жүйесін толықтай қайта қалпына келтіретінін көрсетеді.

Осылайша, құралған 
[image: image428.wmf])

;
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 және 
[image: image429.wmf])
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 операторлары үшін нөлдік қисықтық шарты (1.2.3) бастапқы (1.1.28)–(1.1.30) бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесіне тепе-тең эквивалент болып табылады. Бұл нәтиже келесі теореманы тұжырымдауға мүмкіндік береді.
Теорема 1.2 (бейлокалды ХМБ жүйесі үшін Лакс жұбы ) SEQ Theorem \* ARABIC   
[image: image430.wmf])

;
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x

M

 және 
[image: image431.wmf])

;
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 матрицалары (1.2.4)–(1.2.13) теңдіктерімен берілсін. Сонда (1.2.3) нөлдік қисықтық шарты бейлокалды (1.1.28)–(1.1.30)  Хирота–Максвелл–Блох жүйесін толық әрі тепе-тең түрде қайта қалпына келтіреді. Демек, аталған жүйе Лакс жұбының бар болуы мағынасында интегралданатын жүйе болып табылады.  
Лакс жұбын құруды аяқтап, бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесінің интегралдану қасиетін дәлелдеу арқылы біз оның шешімдерін одан әрі зерттеуге мүмкіндік беретін қуатты аналитикалық құралға ие боламыз. Лакс жұбының бар болуынан тікелей туындайтын ең тиімді әдістердің бірі – Дарбу түрлендіруі болып табылады. Бұл әдіс белгілі бір бастапқы конфигурациялар негізінде жаңа дербес шешімдерді конструктивті түрде алуға мүмкіндік береді, соның ішінде солитондық, бризерлік және қиратушы толқын типіндегі шешімдерді құруға жағдай жасайды. Келесі бөлімшеде аталған әдіс егжей-тегжейлі қарастырылып, оны зерттеліп отырған жүйеге қолдану жолдары талданады.

1.3 (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі үшін Дарбу түрлендіруі
Интегралданатын сызықты емес дифференциалдық теңдеулердің дербес шешімдерін құрастыруда кеңінен қолданылатын және нәтижелілігі жоғары әдістердің бірі – Дарбу түрлендіруі болып табылады. ХМБ жүйесі сияқты бейлокалды моделдер үшін бұл әдістің маңызы ерекше, себебі ол бейлокалды құрылымның өзіне тән қасиеттерін айқын көрсететін, аналитикалық түрде алынатын күрделі шешімдерді табуға мүмкіндік береді.

Аталған тәсілдің көмегімен солитондық және көпсолитондық шешімдер, бризер типті толқындар, периодтық құрылымдар және күрделі динамикалық конфигурациялар аналитикалық түрде құрастырылады. Әсіресе 
[image: image432.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды жүйелер жағдайында бұл әдістің қолданылуы аса өзекті, өйткені ол алынатын жаңа шешімдердің симметриялық қасиеттерінің сақталуын қамтамасыз етеді және олардың модел шеңберіндегі жарамдылығын негіздейді. Осы ерекшеліктердің жиынтығы Дарбу түрлендіруін сызықты емес толқындар теориясы мен интегралданатын жүйелерді зерттеудің негізгі құралдарының бірі ретінде қарастыруға мүмкіндік береді.
Есеп 1.4.  SEQ Theorem \* ARABIC  (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесінің (1.1.28)–(1.1.30) дербес шешімдерін Дарбу түрлендіруі әдісі арқылы құру.  
Осы бөлімшеде 
[image: image433.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды ХМБ жүйесі (1.1.28)–(1.1.30) үшін бірінші ретті Дарбу түрлендіруін қарастырамыз. Бұл түрлендіру АКНС типтес түрлендірулердің жалғасы ретінде пайда болады және интегралданатын жүйелер теориясында кең қолданыс тапқан. Түрлендірудің классикалық жазылуы төмендегі қатынаспен беріледі:


[image: image434.wmf],

=

,

=

S

A

T

T

-

¢

l

j

j


(1.3.1)
мұнда 
[image: image435.wmf]j

 және 
[image: image436.wmf]j
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 – түрлендіруге дейінгі және түрлендіруден кейінгі спектралдық есептің шешімдері;


[image: image437.wmf]A

 және 
[image: image438.wmf]S

 – 
[image: image439.wmf])
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 айнымалыларына тәуелді өлшемі 
[image: image440.wmf]2
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´

 матрицалар.


[image: image441.wmf]S
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 түріндегі таңдаудың негізі бар. Түрлендіру операторының спектрлік параметр 
[image: image442.wmf]l

 бойынша сызықты тәуелділігі алынған жүйенің интегралдандығын сақтауға, сондай-ақ Лакс жұбының құрылымын дұрыс қайта қалпына келтіруге мүмкіндік береді. Ал 
[image: image443.wmf]S

 матрицасы бастапқы шешім арқылы анықталып, жүйенің негізгі сипаттамаларын жаңа шешімге көшіру қызметін атқарады, соның нәтижесінде теңдеулердің түпкі (инвариант) қасиеттері сақталады. Теориялық тұрғыдан өзге де түрлендіру формалары қарастырылуы мүмкін болғанымен, дәл осы құрылым интегралданатын моделдерде тиімділігі дәлелденген және әдебиетте кеңінен орныққан.
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 және 
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 өлшемі 
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 болатын матрицалар ретінде төмендегідей түрде анықталады:
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(1.3.2)
мұнда 
[image: image448.wmf]kj
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 және 
[image: image449.wmf]kj
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) элементтері 
[image: image451.wmf]x

 және 
[image: image452.wmf]t

 айнымалыларына тәуелді ізделінді функциялар ретінде қарастырылады. Дарбу түрлендіруі (1.3.1) қолданылғаннан кейін алынатын жаңа Лакс жұбын анықтау спектралдық сызықты есептің келесі түрде түрленуіне алып келеді:
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мұнда жаңа 
[image: image455.wmf]M
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 және 
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 матрицалары бастапқы Лакс жұбының құрылымын сақтай отырып, төмендегі түрде жазылады. Атап айтқанда, 
[image: image457.wmf]M
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 матрицасы:
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(1.3.5)
түрінде беріледі, мұндағы 
[image: image459.wmf]-
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 Паули матрицасы. Ал 
[image: image460.wmf]N
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 матрицасы спектралдық параметр бойынша келесі көпмүшелік рационал түрге ие:
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мұнда 
[image: image462.wmf]1,0,1,2,3
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 матрицалары жаңа потенциалдар арқылы анықталып, төмендегі түрде өрнектеледі:
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    (1.3.9)


Келесі негізгі қадам – жаңа Лакс жұптарының 
[image: image466.wmf]M
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 және 
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 матрицалары бастапқы 
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 және 
[image: image469.wmf]N

 матрицаларының түрін сақтайтындай 
[image: image470.wmf]T

 матрицасын құру. Бұл ретте бастапқы 
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потенциалдары жаңа 
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 потенциалдарына түрленеді.
Теорема 1.3 SEQ Theorem \* ARABIC   Дарбу түрлендіруі төмендегі түрде берілсін:
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(1.3.10)
Сонымен қатар, бейлокалды ХМБ жүйесінің қандай да бір дербес шешімі 
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 берілсін. Осы шешімдерге Дарбу түрлендіруін қолдану нәтижесінде бейлокалды ХМБ жүйесінің жаңа дербес шешімі 
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 төмендегі теңдіктер арқылы анықталады:
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[image: image491.wmf]                        (1.3.13)
мұнда 
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Дәлелдеуі. Дарбу түрлендіруі (1.3.10) қолданылған жағдайда түрлендіру операторы 
[image: image493.wmf]T

 үшін келесі дифференциалдық қатынастар орындалады:
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Бұл қатынастар түрлендірілген және бастапқы Лакс жұптарының өзара үйлесімділігін сипаттайды. Осы жерде Дарбу түрлендіруіндегі жаңа 
[image: image496.wmf]j
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 функциясына сәйкес келетін Лакс жұбы (1.3.3)-(1.3.4) қарастырылады. Мұндағы 
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 және 
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¢

 матрицалары жаңа 
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 функцияларына және спектралдық параметр 
[image: image500.wmf]l

-ға тәуелділігі (1.3.5)-(1.3.9) формулаларымен беріледі.

Енді (1.3.1) формуласының 
[image: image501.wmf]x

 айнымалысы бойынша туындысын алайық:
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Осы өрнекті (1.3.3) теңдігін ескере отырып түрлендірсек, келесі қатынасқа келеміз:
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Ал оң жақтағы 
[image: image504.wmf]j

¢

 функциясы (1.3.1) формуласы арқылы анықталатындықтан, төмендегі теңдік орындалады:


[image: image505.wmf].

=

j

j

j

T

M

TM

T

x

¢

+




Сонымен келесі түрдегі теңдеуді аламыз, ол (1.3.14) дифференциалдық теңдеуге тең:
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Дәл осы тәрізді, (1.3.1) формуласының 
[image: image507.wmf]t

 айнымалысы бойынша туындысын қарастырайық:
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Ал, бұл өрнектегі 
[image: image509.wmf]t
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 келесіге тең (1.3.4):
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мұнда 
[image: image511.wmf]j
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 функциясын (1.3.1) формуласы арқылы өрнектесек, келесі теңдікті аламыз:
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Нәтижесінде 
[image: image513.wmf]T

 матрицасы үшін (1.3.15) дифференциалдық теңдеуі шығады:
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Осылайша, Дарбу түрлендіруіне сәйкес келесі дифференциалдық теңдеулер жүйесі алынған:
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Әрі қарай, егер 
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, 
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 және 
[image: image519.wmf]M

¢

 матрицаларының (1.3.1), (1.2.4), (1.3.5) түріндегі мәндерін бірінші (1.3.14) дифференциалдық теңдеуіне қойсақ, онда: 
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Спектралдық параметр 
[image: image521.wmf]l

 -ның әртүрлі дәрежелері бойынша (яғни 
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), коэффициенттерді салыстыру арқылы төмендегі теңдіктер алынады: 
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                                        (1.3.18)
Одан әрі (1.3.16) теңдеуіне 
[image: image526.wmf]A

 және 
[image: image527.wmf]3
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 матрицаларының (1.3.2), (1.2.5) формулалармен берілген түрлерін қоя отырып, келесі шартты аламыз:
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(1.3.19)
Енді (1.3.19) формуласын 
[image: image529.wmf]A

 матрицасының орнына (1.3.2) өрнегіне қоя отырып, 
[image: image530.wmf]A

 матрицасының нақты құрылымын келесі түрде аламыз:
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(1.3.20)

Одан әрі (1.3.16) теңдеуіне 
[image: image532.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image533.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image534.wmf],
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[image: image535.wmf]3
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 және 
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 матрицаларының (1.3.20), (1.3.2), (1.2.5) және (1.3.5) түрдегі мәндерін қоямыз. Алынған матрицалық элементтер бойынша қарастыра отырып, алдымен диагонал элементтерді (11 және 22) салыстырсақ, келесі нәтижеге келеміз:
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Ал матрицаның қосалқы диагонал элементтері (12 және 21) үшін төмендегі қатынастар орындалады:
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(1.3.22)
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(1.3.23)
Келесі қадамда (1.3.18) теңдеуіне 
[image: image540.wmf]0
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 және 
[image: image541.wmf]0
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 матрицаларының (1.3.2), (1.3.5) және (1.2.5) формулаларымен анықталған түрлерін енгіземіз. Осыдан 
[image: image542.wmf]S

 матрицасының элементтері үшін келесі теңдеулер жүйесі туындайды:
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(1.3.24)
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  (1.3.25)


[image: image545.wmf]0,

=

)

,

(

)

,

(

'*

11

*

22

21

t

x

q

s

t

x

q

s

s

x

-

-

-

+

s

s


(1.3.26)
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(1.3.27)
Ал (1.3.24) теңдігінен келесі өрнек алынады:
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(1.3.28)

(1.3.27) теңдеуінен келесі (1.3.29) формула анықталады: 
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(1.3.29)
Енді дефокусирлеуші жағдайда 
[image: image549.wmf]1
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, (1.3.29) формуласынан келесі өрнек: 
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(1.3.30)
алынады. Әрі қарай, (1.3.28) және (1.3.30) теңдеулерін мүшелеп қосу арқылы мынадай маңызды қатынасқа келеміз:
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(1.3.31)
Фокусирлеуші жағдайды, яғни 
[image: image552.wmf]1
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 деп ұйғарайық. Бұл жағдайда (1.3.28) және (1.3.30) формулаларын мүшелеп азайту арқылы келесі қатынасқа келеміз:
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(1.3.32)
Сонымен қатар, (1.3.22) және (1.3.23) теңдеулерінен төмендегі шарттар шығады:
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(1.3.33)
Осы нәтижелерді біріктіре отырып, 
[image: image555.wmf]1
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 жағдайында бейлокалдықтың келесі шарттарын аламыз:


[image: image556.wmf]1;

=

ˆ

,

ˆ

=

),

,

(

ˆ

=

)

,

(

),

,

(

ˆ

=

)

,

(

*

22

11

*

21

12

*

22

11

±

-

-

x

x

x

x

a

a

t

x

s

t

x

s

t

x

s

t

x

s


(1.3.34)
Ал 
[image: image557.wmf]1
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 болған жағдайда бейлокалды шарттары мына түрде жазылады:
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(1.3.35)

Енді (1.3.2) формуласындағы 
[image: image559.wmf]A

 матрицасының элементтерін (1.3.19) және (1.3.21) шарттарын ескере отырып, қарапайымдылық үшін әрі қарай есептеулерде 
[image: image560.wmf]I

A

=

 деп аламыз, мұндағы 
[image: image561.wmf]I

-бірлік матрица.

Келесі қадамда (1.3.15) теңдеуіне 
[image: image562.wmf]T

, 
[image: image563.wmf]N

 және 
[image: image564.wmf]N

¢

 матрицаларының (1.3.1), (1.2.10), (1.3.6) формулаларымен берілген түрлерін қоямыз. Нәтижесінде келесі өрнек алынады:
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Спектралдық параметр 
[image: image566.wmf]l

-ның әртүрлі дәрежелері бойынша (яғни 
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 EMBED Equation.3  [image: image568.wmf],
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[image: image572.wmf]4
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) коэффициенттерді салыстыру арқылы келесі теңдеулер жүйесін аламыз:
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(1.3.37)
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(1.3.40)
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(1.3.41)

Енді (1.3.36) теңдеуіне 
[image: image579.wmf]3
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 матрицаларының мәндерін қойсақ, ол тепе-теңдікке айналатынын көреміз 
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Енді (1.3.37) формуласына 
[image: image581.wmf]3
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 матрицаларының мәндерін қоямыз. Алынған матрицалық теңдеуді элементтері бойынша талдайық. Алдымен 11-элементті қарастырайық: 
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ал 22-элемент үшін:
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Жоғарыдағы екі теңдеуден тепе-теңдік орындалатыны тікелей көрінеді.

Енді 12-элементті есептейік:
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осы қатынастан бірден (1.3.22) формуласы шығады. Ал 22-ші элемент:
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бұл өрнектен (1.3.23) формуласы алынады.

Енді (1.3.38) теңдеуіне 
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 матрицаларының мәндерін қоямыз да, алынған теңдеуді элементтері бойынша қарастырамыз.

Алдымен 11-элементі үшін:
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Осыдан келесі қатынас шығады:
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22-элементті қарастырсақ:
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Бұдан:
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12-элемент үшін алынатын теңдеу:
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Ал 21-элементті есептеу нәтижесінде:
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Енді (1.3.41) формуласына 
[image: image593.wmf]1
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 матрицаларының мәндерін қоямыз. Осыдан төмендегі ең маңызды қатынас шығады:
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(1.3.42)
Аталған теңдеуден жаңа потенциалдар үшін келесі айқын өрнектер алынады:
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мұнда 
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. Осылайша, 
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=

=

21

12

a

a

, 
[image: image598.wmf]1

=

=

22

11

a

a

 болған жағдайда бейлокалды ХМБ жүйесінің «seed» шешімдері төмендегі түрде жазылады:
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Демек, таңдалған матрицалық формадағы Дарбу түрлендіруі жүйенің интегралдану қасиетін сақтай отырып, жаңа шешімдердің (1.3.43)–(1.3.45) айқын формулаларын алуға мүмкіндік береді. Осылайша, теореманың дәлелдеуі аяқталады.

Келесі талдау үшін 
[image: image602.wmf]S

 матрицасының диагоналдануын қарастырайық. Айталық:
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(1.3.46)
мұнда 
[image: image604.wmf]H

 және 
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 матрицалары:
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түрінде анықталады. Ал (1.3.34) және (1.3.35) шарттарын ескере отырып, 
[image: image607.wmf]H

 матрицасын келесі түрде таңдауға болады:
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(1.3.47)
мұнда 
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 – кез келген комплекс тұрақты.

 
[image: image611.wmf]PT

-симметрия шарты меншікті векторларға келесі шектеулерді қояды:
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(1.3.48)
Нәтижесінде 
[image: image613.wmf]S

 матрицасының элементтері меншікті функциялар арқылы төмендегідей түрде өрнектеледі: 
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(1.3.50)
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(1.3.52)
мұнда 
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Осы өрнектерді (1.3.43)–(1.3.45) формулаларына қойсақ, жаңа шешімдер төмендегі түрде алынады: 
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мұнда 
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Қорытындылай келе, бейлокалды ХМБ жүйесінің Лакс жұбымен үйлескен Дарбу түрлендіруі бастапқы «seed» шешімдерден жаңа шешімдерді жүйелі түрде құруға мүмкіндік береді; бұл ретте спектралдық құрылым мен 
[image: image623.wmf]PT

-симметрия сақталады. Алынған 
[image: image624.wmf])
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 және 
[image: image626.wmf])
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 өрнектері жүйенің шешімдерін тереңірек зерттеуге негіз қалайды.

Келесі бөлімде бейлокалды ХМБ жүйесінің дербес шешімдері құрастырылып, оның негізгі сипаттамаларына талдау жасалады.

1.4 (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесінің дербес шешімдері
Осы бөлімде комплекс түйіндесі бар кері кеңістік түрлендіруі жағдайындағы бейлокалды (1+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің дербес шешімдері құрастырылады. Құрылым алдыңғы бөлімде алынған Дарбу түрлендіруіне негізделеді және 
[image: image627.wmf]1
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 матрицалық формасында іске асырылады, мұндағы 
[image: image628.wmf]H

 матрицасы 
[image: image629.wmf]1

l

 спектралдық параметріне сәйкес спектралдық есептің меншікті функцияларынан құралады. Мұндай тәсіл Лакс жұбының құрылымымен толық үйлеседі және қарапайым «seed» шешімдерден жаңа аналитикалық шешімдер алуға мүмкіндік береді.
Есеп 1.5.  SEQ Theorem \* ARABIC  Бейлокалды ХМБ жүйесінің (1.1.28)–(1.1.30) дербес шешімдерін келесі екі жағдайда анықтау:
i) 
[image: image630.wmf]1
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;

ii) 
[image: image631.wmf]t

p

q
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.  

Бұдан әрі (1.1.6) шарттарын қанағаттандыратын 
[image: image632.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды ХМБ жүйе (1.1.28)–(1.1.30), үшін дербес шешімдердің аналитикалық өрнектері шығарылады. Құру процедурасы Дарбу түрлендіруіне сүйенеді және сәйкес Лакс жұбымен байланысты меншікті шешімдерді пайдаланады. Баяндаудың толықтығын қамтамасыз ету мақсатында бастапқы деректердің екі нұсқасы жеке-жеке талданып, дефокусирлеуші (
[image: image633.wmf]1
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s

) және фокусирлеуші (
[image: image634.wmf]1
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s

) редукциялардың айырмашылықтарын салыстыруға мүмкіндік береді.

1-жағдай. Алдымен тривиал бастапқы («seed») шешімді қарастырайық:


[image: image635.wmf]1.
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(1.4.1)
Меншікті функция 
[image: image636.wmf]÷
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 Лакс жұбына сәйкес келетін келесі сызықты теңдеулер жүйесін қанағаттандырады:
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(1.4.2)
мұнда (1.4.1) шарттары орындалғанда 
[image: image638.wmf]M

 және 
[image: image639.wmf]N

 матрицалары келесі қарапайым түрге ие болады:

[image: image640.wmf].
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Лакс жұбын (1.4.2) қолдана отырып және (1.1.25), шартын негізге ала отырып, 
[image: image641.wmf]a

 параметрін нақты тұрақты деп қабылдаймыз, сондықтан 
[image: image642.wmf]a

 өзгеріссіз қалдырылады; ал 
[image: image643.wmf]b

 параметрі үшін 
[image: image644.wmf]e
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 шарты енгізіледі. Осылайша: 
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(1.4.3)
(1.4.3) өрнегін (1.4.2) теңдеулер жүйесіне қоя отырып, келесі скалярлық сызықты жай дифференциалдық теңдеулер жүйесін аламыз:
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Сызықтық теңдеулерді интегралдай отырып, төмендегі өрнектерді аламыз:
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мұнда 
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Лакс жұбының (1.4.2) шешімдерін келесі белгілеулер арқылы жазу ыңғайлы:
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Бұдан бөлек, келесі тепе-теңдіктер орындалатынын атап өтейік: 
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Төмендегідей ықшам белгілеулерді қолданайық
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Шешімдердің 
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Осылайша, бейлокалды ХМБ жүйесінің дербес шешімдері төмендегі түрде жазылады.
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Фокусирлеуші редукция (
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2-жағдай. Енді 
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Бұл жағдайда 
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Интегралдау арқылы келесі меншікті функцияларды аламыз:
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Одан арғы есептеулер (1.3.54)–(1.3.55) формулаларында 1-жағдайға ұқсас нәтижелерге әкеледі, тек 
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Алынған 
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 шешімдерінің түрін саралай келе, 
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 шарты орындалғанда бұл жүйенің сингулярлы болатыны айқын көрінеді. Сонымен қатар, 
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Нәтижесінде келесі өрнектер алынады:

Дефокусирлеуші редукция (
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Фокусирлеуші редукция (
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Осылайша, Дарбу түрлендіруі интегралданатын бейлокалды теңдеулердің шешімдерін конструктивті түрде алуда негізгі құрал болып қала береді. Бұл бөлімде алынған дербес шешімдер редукция параметрлері мен спектралдық сипаттамалардың ықпалы пішіні мен эволюциясына әсерін айқын көрсетеді және көпсолитондық өзара әрекеттесулер мен бризерлік режимдерді әрі қарай зерттеу үшін негіз бола алады.

1.5 
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 жағдайындағы шешімдер эволюциясының графиктері
1, 2, 3, 4-суреттерде 
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 жағдайы үшін әртүрлі бекітілген уақыт мезеттерінде 
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 функцияларының нақты бөліктерінің профилдері келтірілген. Алынған графиктер бейлокалды шешімдерге тән динамиканы бейнелейді: амплитуданың 
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, маңында локализациялануы, толқындық профилдің уақыт бойынша деформациялануы және 
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-симметриялы шарттармен асимметриялы тербелістердің пайда болуы байқалады. Уақыттың теріс мәндерінен 
[image: image753.wmf]t

 оң мәндеріне өту барысында локализацияның күшеюі мен энергияның қайта бөлінуі орын алады, бұл бейлокалды жүйенің өзіне сәйкес локал моделдерден елеулі айырмашылығын көрсетеді.
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Сурет 1 – 
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 функциясының графигі. Пішіні мен амплитудасы 
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 беті дефокусирлеуші сызықты емес жүйелерге тән «гиперболалық ойыс» құрылымды айқын көрсетеді: функция 
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 маңында анық минимумдарға ие болып, 
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 артқан сайын біртіндеп жоғарылайды. Амплитудасы шамамен 
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; аралығында өзгереді. Уақыттың 
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 өсуімен амплитуданың күрт ұлғаюы байқалады, себебі 
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 көбейткіші өрісті экспоненциалды түрде күшейтеді. Ал теріс 
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 мәндерінде, керісінше, амплитуданың басылуы орын алады:
1. Қозғалыс және фаза. 
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 паргументі уақыт бойынша өзгеретін 
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 фазаны анықтайды. Бұл шешімнің тербелмелі сипатын көрсетеді және 
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 осі бойымен гребендер мен ойыстардың кезектесіп пайда болуымен сипатталады. Осылайша, 
[image: image769.wmf]|
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 дефокусирлеуші толқындық өрісті бейнелейді: амплитудасы уақытқа тәуелді, теріс уақыттарда бәсеңдеп, оң уақыттарда ұлғаяды.

Физикалық мағынасы. ХМБ моделінде 
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 өрісі электромагниттік толқынның комплекс амплитудалық майысуына сәйкес келеді. Дефокусирлеуші жағдай 
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 сызықты емес толқындық пакетті «шашырату» әсерін білдіреді: толқын солитонға жиналмай, кеңістік 
[image: image772.wmf]x

 бойынша таралады. Бұл қасиет графикте максимумдардың кеңеюі мен тегістелуі арқылы көрінеді.
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-ке қарағанда күрделірек құрылымға ие. мұндағы 
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 пен 
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-ның аралық мәндерінде амплитудасы жоғары екілік гребендер байқалады. Амплитуда шамасы әдетте 
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 аралығында болады. Бұл мінез-құлық 
[image: image779.wmf])

(

21

f

csch

 және 
[image: image780.wmf])

(

)/

(

21

21

2

f

sech

f

csch

 мүшелерінің комбинациясымен анықталып, интерференциялық күшею және әлсіреу аймақтарын тудырады.
Уақыттық эволюция. Уақыт 
[image: image781.wmf]t

 артқан сайын бетте максимумдардың фазалық ығысуы байқалады: толқын шыңы оң 
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 бағытына қарай жылжиды. Бұл құбылыс 
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 дисперсиялық мүшесімен және 
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 параметрімен байланысты әлсіз дисперсия әсерімен түсіндіріледі. Демек, 
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 ортаның поляризациялық жауабын сипаттайды; ол 
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 -ке қарағанда фазалық тұрғыда аздап кешігеді және интенсивтілігі төмендеу.

Физикалық интерпретация. ХМБ жүйесінде 
[image: image787.wmf]p

 өрісі атомдық ішкі жүйенің поляризациясын бейнелейді. Дефокусирлеуші өзара әрекеттесу жағдайында поляризация максимумы толқын өрісінің максимумымен дәл келмей, кеңістік пен уақыт бойынша ығысқан күйде байқалады. Бұл графикте гребендердің бөлінуі ретінде көрініс табады.
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 функциясының графигі. 
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– нақты мәнді функция, ол деңгейлердің инверсияланған қоныстануын сипаттайды. Оның мәндері шамамен 
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, аймағында шоғырланған, бұл 
[image: image792.wmf]q
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 өрісінің ықпалы ең күшті болатын аймаққа сәйкес келеді. Бет пішіні тегіс және баяу өзгереді; уақыттың өсуімен біртіндеп артуы басқа теңдеулердегі экспоненциалды күшейту факторларымен байланысты.

Интерпретация. 
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 толқын мен атомдық орта арасындағы өзара әрекеттесу нәтижесінде инверсияның қалай өзгеретінін көрсетеді. Дефокусирлеуші режимде 
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 оң күйінде қалып, теріс мәндерге өтпейді, яғни деңгейлер толық инверсияланбайды және жүйе квазистационар, орнықты күйде қалады.
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 графигі. Пішіні мен амплитудасы. 
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 беті фокусирлеуші сызықты емес жүйелерге тән классикалық мінез-құлықты көрсетеді: дефокусирлеу кезіндегі ойыс орнына 
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 маңында айқын солитондық шың пайда болады. Профил 
[image: image798.wmf])

(

x

sech

 типті қоңырау пішініне ие – ортасында максимум және 
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 артқан сайын симметриялы кему. Амплитуда 
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 экспоненциалды көбейткіші әсерінен уақыт бойынша тез өседі. Теріс 
[image: image801.wmf]t

 кезінде амплитуда жылдам азайса, оң 
[image: image802.wmf]t

 кезінде жіңішке әрі биік шың қалыптасады; параметрлерге байланысты максимум мәндері өте үлкен болуы мүмкін:
1. Қозғалыс және фаза. 
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 заргументі уақыттық фазалық ығысу енгізеді. Уақыт артқан сайын толқын аздап оң 
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 бағытына жылжып, амплитудасы ұлғаяды. 
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 фазасы солитонның ішкі тербелмелі құрылымын сипаттайды.

Физикалық мағынасы. Хирота–Максвелл–Блох теңдеулеріндегі 
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 өрісі электромагниттік толқынның огибаушысын сипаттайды. Фокусирлеуші режимде 
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 сызықты емес және дисперсия өзара теңгеріліп, толқындық пакет өзін-өзі фокусирлейді және орнықты локалданған құрылым – солитон түзеді. Графикте бұл құбылыс кеңістіктің шектеулі аймағында тұрақты әрі айқын максимум ретінде көрінеді.
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 графигі Пішіні мен масштабы. 
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 функциясының кеңістіктік-уақыттық құрылымы жалпы сипаттамалары бойынша 
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 функциясына ұқсас болғанымен, 
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 маңында әлдеқайда жіңішке әрі өткір максимумның қалыптасуымен ерекшеленеді. Көп жағдайда амплитуданың қосарланған максимумы немесе тар «қыр» тәрізді құрылым байқалады, бұл 
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 мүшелерінің интерференциялық өзара әрекеттесуінің нәтижесі болып табылады. Аталған комбинация кеңістікте амплитуданың күшеюі мен әлсіреу аймақтарының кезектесуіне әкеледі. Сонымен қатар, 
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 болатын облыстарда 
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 өрнегі айқын күшейту әсерін тудырады, нәтижесінде 
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 амплитудасы кейбір аймақтарда 
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 мәндерінен едәуір жоғары болуы мүмкін.

Уақыт бойынша эволюциясы
Уақыттың ұлғаюымен 
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 функциясының экспоненциалды өсуі байқалады, бұл ортаның поляризациялық жауабының біртіндеп күшеюін көрсетеді. Амплитудалық шыңдар, әдетте, 
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 максимумдарымен синхронды түрде орын ауыстырады, алайда кейбір жағдайларда фазалық тұрғыда аздап алға шығу немесе кешеуілдеу құбылыстары орын алады. Мұндай мінез-құлық өріс пен поляризация арасындағы тепе-тең емес динамиканың бар екендігін аңғартады. Физикалық интерпретациясы. 
[image: image820.wmf]p
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 өрісі электромагниттік толқын әсерінен индукцияланатын атомдық ішкі жүйенің поляризациясын сипаттайды. Фокусирлеуші режімде поляризацияның максимумы толқындық өрістің максимумымен дерлік сәйкес келеді, бұл олардың өзара әрекеттесуінің жоғары когеренттілігін көрсетеді. Нәтижесінде фокусирлеу әсері энергияның кеңістіктің шектеулі аймағында шоғырлануына алып келеді, мұндағы толқындық өріс пен поляризация бір-бірін өзара күшейтеді.

3. 
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 функциясының графигі. Беті және мәндер диапазоны. 
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 –нақты мәнді функция болып табылады және атомдық жүйедегі деңгейлер қоныстануының инверсиясын сипаттайды. Фокусирлеуші режимде оның кеңістіктік профилі дефокусирлеуші жағдайға қарама-қарсы сипатқа ие: орталық аймақта 
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 айқын терең минимум байқалады, бұл толқын мен атомдық орта арасындағы энергия алмасудың жоғары қарқындылығын көрсетеді.
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 мәндері шамамен 
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 аралығында өзгереді. Беткей пішіні ер-тоқым тәрізді құрылымға ие және орталық бөлігінде терең ойыс қалыптасады. Уақыт 
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 ұлғайған сайын орталықтағы 
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 мәні барған сайын теріс бағытта төмендейді, бұл деңгейлер қоныстануының инверсиялануын, яғни атомдардың қозған күйге ауысуын білдіреді.

Физикалық интерпретация. 
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 функциясы электромагниттік өріс пен атомдық орта арасындағы энергия алмасу динамикасын бейнелейді. Фокусирлеуші жағдайда сызықты емес әсер энергияның толқындық пакеттің орталығында шоғырлануына ықпал етеді, нәтижесінде қоныстанудың ішінара инверсиясы жүзеге асады. Бұл құбылыс Хирота–Максвелл–Блох жүйесінде өздігінен тұрақтанатын солитондық қозулардың бар екендігін көрсететін маңызды белгі болып табылады. Осы бөлімде бейлокалды ХМБ жүйесінің шешімдерінің эволюциясына дефокусирлеуші редукция (
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). жағдайында сандық талдау жүргізілді. Алынған аналитикалық өрнектер негізінде 
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 уақыт мезеттерінде 
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 және 
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 функцияларының нақты бөліктерінің мінез-құлқы моделденді. Нәтижелер 1, 2 3, 4-суреттерде келтіріліп, жүйе компоненттерінің кеңістіктік-уақыттық эволюциясы мен өзара әрекеттесу ерекшеліктерін көрнекі түрде бақылауға мүмкіндік береді. 
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 функциясының нақты бөлігінің талдауы. 1-суретте толқындық өрістің динамикасын сипаттайтын 
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 функциясының нақты бөлігінің профилдері көрсетілген. Функция пішіні 
[image: image835.wmf]0
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. маңында максимумға ие айқын локалданған құрылымды бейнелейді. Теріс уақыт мәндерінен оң уақыт мәндеріне өту барысында локализацияның күшеюі және толқындық пакеттің амплитудасының артуы байқалады, бұл өздігінен фокусирлеу әсерінің бар екенін көрсетеді. Профилдің 
[image: image836.wmf]0
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, осіне қатысты әлсіз асимметриясы PT-симметриялы бейлокалды редукциямен және толқын пішінінің қатаң айна симметриясының болмауымен байланысты. Математикалық тұрғыдан бұл ХМБ теңдеуіндегі дисперсия мен сызықты емес арасындағы теңгерімді бейнелейді, ол солитонға ұқсас шешімдердің орнықтылығын қамтамасыз етеді. 2-сурет белсенді ортаның поляризациясын сипаттайтын 
[image: image837.wmf])
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 функциясының нақты бөлігінің уақыт бойынша өзгерісін көрсетеді. Функция кезектесіп отыратын оң және теріс шыңдардан тұратын тербелмелі сипатқа ие. Уақыттың ұлғаюымен максимумдардың деформациясы мен кеңістіктік ығысуы байқалады, бұл толқындық өріс пен атомдық орта арасындағы энергияның өзара алмасуын айқындайды. 
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 динамикасы жарықтың екідеңгейлі атомдармен когерентті өзара әрекеттесу процестерін бейнелейді. Тербелістер құрылымының уақыт бойынша өзгеруі жүйе компоненттері арасындағы бейлокалды байланыстардың салдары болып табылады. 3-суретте деңгейлер қоныстануының инверсиясын, яғни атомдардың энергия деңгейлері бойынша таралуын анықтайтын 
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 функциясының нақты бөлігінің графиктері келтірілген. Теріс уақыт мәндерінде (
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) инверсия салыстырмалы түрде біркелкі таралады, ал оң уақыт аймағында (
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 маңында шоғырланады. Бұл белсенді ортада энергияның локалданған түрде жиналуын және атомдардың қозған күйге өтуін көрсетеді. Мұндай қайта таралу 
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 бейлокалды тәуелділігімен байланысты, ол PT-симметрияны қамтамасыз етіп, кеңістік–уақыттық асимметриялы мінез-құлықты туындатады. Аталған әсер өріс пен ортаның біртекті емес өзара әрекеттесуін көрсетіп, бейлокалды интегралданатын жүйелерге тән қасиеттерді айқын бейнелейді.
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 жағдайындағы 
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 функцияларының профилдері

Үш функция да: PT-симметриялы динамиканы көрсетеді: уақытты кері айналдырғанда толқындық профилдің пішіні өзгергенімен, шешімнің жалпы құрылымы орнықтылығын сақтайды. Жүйенің бейлокалдығы амплитудалардың асимметриясында және өріс пен орта арасындағы энергияның қайта бөлінуінде көрініс табады. Сандық моделдеу нәтижелері 
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 жағдайында ХМБ жүйесінің шешімі уақыт бойынша амплитудалық-фазалық сипаттамалары өзгерсе де, пішінін сақтайтын орнықты бейлокалды солитон екенін растайды.
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 жағдайындағы 
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функцияларының профилдері
Физикалық тұрғыдан алғанда, алынған мінез-құлық PT-симметриялы белсенді орталарда қысқа когерентті оптикалық импульстердің таралуын сипаттайды; мұндағы күшею мен әлсіреу арасындағы теңгерім толқындық пакеттің орнықтылығын қамтамасыз етеді. Ал математикалық көзқарас бойынша, нәтижелер бейлокалды интегралданатын жүйелердің орнықты шешімдерін көрсетеді: сызықты емес пен дисперсияның өзара әрекеттесуі кеңістік–уақыттық өзара үйлесімді құрылымдардың қалыптасуына алып келеді.

Бөлім бойынша қорытынды
Осы бөлімде кері кеңістіктік редукциясы бар (1+1)-өлшемді бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох (ХМБ) жүйесі қарастырылды. Құрастырылған Лакс жұбы негізінде жүйенің интегралданатындығы дәлелденіп, оның үйлесімділік шарттары тұжырымдалды. Дарбу түрлендіру әдісін қолдану арқылы жаңа 
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 функциялары үшін "seed" түріндегі формулалары алынған, бұл бейлокалды жүйенің дербес шешімдерін конструктивті түрде құруға мүмкіндік берді.

Алынған дербес шешімдерді талдау дефокусирлеуші 
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 және фокусирлеуші 
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 режимдер арасындағы сапалық айырмашылықтарды айқын көрсетті. Атап айтқанда, дефокусирлеуші жағдайда энергия кеңістікте салыстырмалы түрде бірқалыпты таралатын, кең әрі тегіс импульстар қалыптасады, ал фокусирлеуші жағдайда энергияның айқын шоғырлануымен сипатталатын жіңішке, локалданған құрылымдар пайда болады. Осылайша, 
[image: image852.wmf]s

 параметрі солитондық динамиканың сипатын анықтайтын негізгі фактор болып табылады.

Жалпы алғанда, алынған нәтижелер Дарбу түрлендіруінің бейлокалды интегралданатын жүйелердің дербес шешімдерін алудағы тиімді құрал екенін көрсетеді және көпсолитондық өзара әрекеттесулерді әрі қарай зерттеуге негіз қалайды. Сонымен қатар, қарастырылған моделдің сызықты емес оптика есептерінде және бейлокалдық пен симметрияның рөлі маңызды болатын байланысқан кванттық жүйелерде қолданбалы әлеуеті бар екендігі анықталды.

2 (2+1)-ӨЛШЕМДІ БЕЙЛОКАЛДЫ ХИРОТА-МАКСВЕЛЛ-БЛОХ ЖҮЙЕСІ ЖӘНЕ ОНЫҢ ДЕРБЕС ШЕШІМДЕРІ
Осы бөлімде заманауи сызықты оптикада және электромагниттік толқындардың белсенді орталармен өзара әрекеттесу теориясында маңызды орын алатын интегралданатын моделдердің бірі болып табылатын (2+1)-өлшемді бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох (ХМБ) жүйесі зерттеледі. Бірөлшемді аналогтармен салыстырғанда, көпөлшемді ХМБ теңдеулері толқындық пакеттердің бір мезгілде екі кеңістіктік бағытта таралуын сипаттайды, бұл эволюцияның анағұрлым күрделі сценарийлеріне алып келеді. Мұндай сценарийлерге дифракциялық әсерлер, модуляциялық орнықсыздықтың дамуы, сондай-ақ белсенді ортада күшею мен жұтылу арасындағы теңгеріммен байланысты бейлокалды өзара әрекеттесулер жатады.

Тарихи тұрғыдан алғанда, ХМБ жүйелерінің көпөлшемді нұсқаларына деген қызығушылық оптикалық жүйелердегі қиратушы сызықты емес құбылыстарды сипаттау қажеттілігінен туындады. Атап айтқанда, [46, p. 083501] жұмысында алғаш рет (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесі үшін аналитикалық шешімдер алынған, бұл оның интегралданатындығын растаумен қатар, көпөлшемді динамиканың жаңа ерекшеліктерін анықтауға мүмкіндік берді. Ал [47, p. 1011-1019] еңбегінде сызықты емес оптикалық орталардағы қиратушы құбылыстарды моделдейтін қиратушы толқындарды талдауға ерекше назар аударылған. Кейінірек [48, p. 306-320] жұмысында Дарбу түрлендіруі позитон типті шешімдерді құру үшін сәтті қолданылып, бұл әдістің әмбебаптығын және ХМБ жүйесінің біртекті емес жалпыламаларына да қолдануға болатынын көрсетті. Аталған нәтижелер көпөлшемді интегралданатын моделдердің кең класында бейлокалды редукциялар мен 
[image: image853.wmf]PT

-симметриялы шарттарды жүйелі түрде зерттеуге негіз қалады.

Қарастырылып отырған жүйенің физикалық маңыздылығы оның әртүрлі процестерді сипаттаудағы қолданбалы әлеуетімен айқындалады. Атап айтқанда, бұл модел оптикалық толқынжолдардағы фемтосекундтық импульстердің таралуын, күшею мен қанығу әсерлері бар лазерлік орталардағы динамиканы, сондай-ақ плазмалық жүйелердегі қозулардың эволюциясын сипаттауға мүмкіндік береді. Бейлокалды 
[image: image854.wmf]PT

-симметриялы редукцияларды енгізу мүмкін болатын динамикалық режимдердің аясын едәуір кеңейтіп, ашық және күнгірт солитондар, бризерлер, қиратушы толқындар, позитондар және көпсолитондық шешімдер сияқты тривиалды емес құрылымдардың бай спектрінің қалыптасуына әкеледі. Мұндай шешімдердің орнықтылығы мен өзара әрекеттесуін талдау қолданбалы фотоника үшін де, интегралданатын жүйелердің жалпы теориясы үшін де іргелі мәнге ие.

Математикалық тұрғыдан алғанда, (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі интегралданудың бай құрылымына ие. Аталған жүйе Лакс жұбы түрінде ұсынылуға мүмкіндік береді, бұл қазіргі солитондық теорияның стандартты әдістерін – Дарбу түрлендіруін, билинеаризацияны, әртүрлі редукцияларды және симметрияға негізделген тәсілдерді – тиімді қолдануға жол ашады. Мұндай формалдылық дербес шешімдердің кең класын конструктивті түрде құруды қамтамасыз етіп қана қоймай, олардың әртүрлі физикалық режимдердегі қасиеттерін жүйелі түрде зерттеуге мүмкіндік береді.

Қарастырылып отырған теңдеулер жүйесі келесі түрде жазылады [20, p. 032904; 44, p. 012913] 
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e

 және 
[image: image870.wmf]2

e

 параметрлері тиісінше дисперсиялық және дифракциялық әсерлерді сипаттайды, 
[image: image871.wmf]w

 жүйенің жиілігіне сәйкес келеді, ал 
[image: image872.wmf]l

 Лакс жұбына байланысты спектралдық параметр рөлін атқарады. Сонымен, 
[image: image873.wmf]1

e

 және 
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e

 кез келген тұрақты, ал 
[image: image875.wmf]w

 – жиілікті сипаттайтын нақты тұрақты болып табылады.

Осы бөлімнің негізгі мақсаты – 
[image: image876.wmf]PT

-симметриялы шарттардың шешімдер құрылымына әсерін зерттеу, жаңа аналитикалық формаларды құру және олардың динамикалық сипаттамаларын талдау болып табылады. Алынған нәтижелер бейлокалды интегралданатын теңдеулер теориясының дамуына үлес қосып қана қоймай, кванттық оптикада, сызықты емес фотоникада және математикалық физикада қолдану мүмкіндіктерін кеңейтеді.

2.1 (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ теңдеулер жүйесін тұжырымдау және шығару
Осы бөлімшеде (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің (2.0.1)–(2.0.7) теңдеулері үшін 
[image: image877.wmf]PT

-симметриялы, яғни кеңістік–уақыт координаталары бойынша шағылуға негізделген бейлокалды редукциялар жүйелі түрде қарастырылады. Негізгі мақсат – бастапқы моделдің динамикасымен үйлесетін шағылысу бейнелеуі және комплекс түйіндес ережелерін анықтау, яғни сол кластағы үйлесімді жабық бейлокалды жүйелерге алып келетін редукцияларды сипаттау. Зерттеу барысында бейлокалдықтың әртүрлі түрлерінің эволюциялық теңдеулер құрылымына тигізетін әсері, сондай-ақ модел параметрлері арасындағы рұқсат етілген байланыстарға қоятын шектеулері ерекше назарға алынады. Мұндай талдау бейлокалды редукциялардың математикалық табиғатын тереңірек түсінуге және олардың интегралдану қасиеттерін сақтайтын жағдайларды айқындауға мүмкіндік береді:
Есеп 2.1 SEQ Theorem \* ARABIC  (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің (2.0.1)–(2.0.7) теңдеулері үшін 
[image: image878.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды редукцияларды жіктеу және параметрлер мен өрістерге қойылатын қандай шарттарда үйлесімді бейлокалды жүйелер алынатынын анықтау.  
Осы бөлімше аясында 
[image: image879.wmf]PT

-симметрия ұғымы кеңістік–уақыт айнымалыларына қатысты шағылулар тұрғысынан қарастырылып, ХМБ жүйесінің бейлокалды редукцияларының толық жіктемесі жүргізіледі. Басты назар бастапқы жүйенің динамикалық құрылымымен үйлесетін симметриялық түрлендірулерді табуға аударылады. Бұл түрлендірулер жүйені тұйық күйде сақтап, бейлокалды сипаттағы жаңа эволюциялық теңдеулердің пайда болуына мүмкіндік береді. Сонымен қатар, бейлокалдық типінің таңдалуы эволюциялық теңдеулердің құрылымына қалай әсер ететіні және ол модел параметрлеріне қандай шектеулер қоятыны егжей-тегжейлі талданады. Мұндай тәсіл бейлокалды интегралданатын жүйелердің құрылымдық қасиеттерін жүйелі түрде зерттеуге негіз болады.
Есеп 2.2. SEQ Theorem \* ARABIC  (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің (2.0.1)–(2.0.7) теңдеулері үшін 
[image: image880.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды редукцияларды жіктеу және үйлесімді бейлокалды жүйелердің пайда болуын қамтамасыз ететін параметрлер мен өрістерге қойылатын шарттарды анықтау: 
1. 
[image: image881.wmf]PT

-симметриялы, 
[image: image882.wmf])
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 айнымалылары бойынша шағылуға негізделген бейлокалдылық
Екі кеңістіктік айнымалы 
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x

,

 бойынша шағылу симметриясына негізделген 
[image: image884.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды редукция:
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(2.1.1)
Енді (2.1.1) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуіне (2.0.2) қоямыз. Нәтижесінде келесі өрнекке келеміз:
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(2.1.2)
Енді (2.1.1) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің екінші теңдеуіне (2.0.2) қоямыз. Осыдан келесі өрнек шығады:
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Алдымен алынған теңдеуді 
[image: image888.wmf]s

-ға көбейтеміз, содан кейін комплекс түйіндес табамыз. Нәтижесінде келесі теңдеуге келеміз:
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Енді бұл теңдеуді 
[image: image890.wmf]1)
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-ге көбейтіп, координаталық түрлендіруді 
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 түрінде орындаймыз. Сонда келесі өрнекке қол жеткіземіз:
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(2.1.3)
(2.1.2) және (2.1.3) теңдеулерін салыстыру нәтижесінде келесі үйлесімділік шарттары шығады:


[image: image895.wmf],

=

1,

=

,

=

,

=

*

2

2

*

1

1

s

d

ds

e

e

e

e

-


(2.1.4)
сонымен қатар келесі симметрия шарттары орындалуы тиіс:
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Енді (2.1.1) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің үшінші теңдеуіне (2.0.3) қоямыз. Осыдан келесі өрнек алынады:
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(2.1.5)
Төртінші теңдеу (2.0.4) үшін (2.1.1) шартын ескерсек, келесі теңдеу шығады:
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(2.1.6)
Бесінші теңдеу (2.0.5) үшін (2.1.1) шартын пайдаланып, келесі өрнекті аламыз:
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(2.1.7)
Алтыншы теңдеу (2.0.6) үшін (2.1.1) шартын қолдансақ, келесі теңдеу орындалады:


[image: image900.wmf]0.
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Алдымен бұл теңдеуді 
[image: image901.wmf])

(

d

-

-ға көбейтеміз, содан кейін комплекс түйіндес аламыз:
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Ары қарай 
[image: image903.wmf])
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, түрлендіруін қолданып, келесі теңдеуге келеміз:


[image: image904.wmf]0
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(2.1.4) шарты бойынша 
[image: image905.wmf]1

=

sd

 екенін ескерсек, келесі теңдеу алынады:
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(2.1.8)
(2.1.7) және (2.1.8) теңдеулерін салыстыру нәтижесінде келесі шарттардың орындалатыны анықталады:


[image: image907.wmf]).
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Осылайша, 
[image: image908.wmf]w

 жиілігі таза жорамал шама болуы тиіс. Алайда бұл талап оның физикалық мағынасына, яғни оң нақты тұрақты ретінде интерпретациялануына қайшы келеді. Сондықтан (2.1.1) шарты орындалған жағдайда (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесі үшін үйлесімді бейлокалды теңдеулер жүйесін құру мүмкін емес деген қорытындыға келеміз.
2. 
[image: image909.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылықтың 
[image: image910.wmf]t

x

,

 айнымалылары бойынша шағылуы
‒ кеңістіктік 
[image: image911.wmf]x

 айнымалысы мен уақыттық 
[image: image912.wmf]t

 айнымалысы бойынша шағылысу симметриясына негізделген 
[image: image913.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық: 



[image: image914.wmf]).
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(2.1.9)
(2.1.9) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуіне (2.0.1) қойсақ, бұрын алынған (2.1.2) теңдеумен дәл келетін теңдеу шығатынын байқаймыз.

Енді (2.1.9) шартын осы жүйенің екінші теңдеуіне (2.0.2) қоя отырып, келесі өрнекті аламыз:
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Алдымен теңдеуді 
[image: image916.wmf])

(

s

-

-ға көбейтеміз, содан кейін комплекс түйіндес аламыз. Нәтижесінде келесі өрнекке келеміз:

[image: image917.wmf]0.
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Енді бұл теңдеуді 
[image: image918.wmf]1)

(

-

-ге көбейтіп, әрі қарай 
[image: image919.wmf])
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 түрлендірулерін қолдансақ, келесі теңдеуді аламыз:
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(2.1.2) және (2.1.10) теңдеулерін салыстыру арқылы келесі параметрлік шарттардың орындалуы қажетті екені анықталады:


[image: image921.wmf].
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(2.1.11)
Сонымен қатар, 
[image: image922.wmf]v

 функциясы үшін келесі қатынастар орындалады: 



[image: image923.wmf]).
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Енді (2.1.9) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің үшінші теңдеуіне (2.0.3) қоямыз. Осыдан келесі теңдеу шығады:
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(2.1.12)
Ал (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің төртінші теңдеуі (2.0.4) үшін, (2.1.9) шартын ескерсек, келесі өрнекке келеміз:


[image: image925.wmf]0.
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(2.1.13)
Бесінші теңдеу (2.0.5) үшін (2.1.9) шартын ескерсек, бұрын алынған (2.1.7) теңдеуіне қайта келеміз.

Алтыншы теңдеу (2.0.6) үшін (2.1.9) бейлокалды шарты қолданылғанда, келесі теңдеу шығады:
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Бұл теңдеуді алдымен 
[image: image927.wmf])

(

d

-

-ға көбейтеміз, содан кейін комплекс түйіндес операциясын орындаймыз. Нәтижесінде:
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Енді 
[image: image929.wmf])
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 түрлендіруін қолдансақ, келесі өрнекке келеміз:

[image: image930.wmf]0,
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Бұл теңдеуде (2.1.11) шартына сәйкес 
[image: image931.wmf]1

=

-

sd

 екенін ескерсек, соңғы түрде келесі теңдеу алынады:
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(2.1.14)
(2.1.7) және (2.1.14) теңдеулерін салыстыру нәтижесінде келесі шарттардың орындалуы қажетті екені анықталады:

[image: image933.wmf]).
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Осыдан 
[image: image934.wmf]w

 шамасы нақты оң тұрақты болуы тиіс деген қорытынды шығады. Алайда бұл нәтиже 
[image: image935.wmf]*

=

w

w

-

 талабымен үйлеспейді. Демек, (2.1.9) шарты орындалған жағдайда (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесі үшін үйлесімді бейлокалды теңдеулер жүйесін құру мүмкін емес.
3. 
[image: image936.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылықтың 
[image: image937.wmf]x

 айнымалысы бойынша шағылу жағдайы:
‒ кеңістіктік 
[image: image938.wmf]x

 айнымалысына қатысты симметриясына негізделген 
[image: image939.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық: 



[image: image940.wmf]).
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(2.1.15)
(2.1.15) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуіне (2.0.1) қойсақ, бұрын алынған (2.1.2) теңдеуге дәл келетін өрнек шығатынын байқаймыз.

Сол сияқты, екінші теңдеу (2.0.2) үшін (2.1.15) шартын ескерсек, келесі теңдеуді аламыз: 
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Осы теңдеуді алдымен 
[image: image942.wmf]s

-ға көбейтеміз, содан кейін комплекс түйіндес операциясын орындаймыз. Нәтижесінде:
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Бұл теңдеуді 
[image: image944.wmf]1)

(

-

-ге көбейтіп, әрі қарай 
[image: image945.wmf])
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 түрлендіруін қолдансақ, келесі теңдеуге келеміз:


[image: image946.wmf]0.
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(2.1.16)
(2.1.2) және (2.1.16) теңдеулерін салыстыру нәтижесінде келесі параметрлік шарттардың орындалуы қажетті екені анықталады:
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(2.1.17)
яғни бұл қатынастар қарастырылып отырған редукция үшін үйлесімділіктің қажетті шарттарын құрайды. Сонымен қатар, өрістер үшін келесі симметриялық қасиеттер орындалуы тиіс:


[image: image948.wmf]).
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Енді (2.1.15) бейлокалды шартын ХМБ жүйесінің үшінші теңдеуіне (2.0.3) қойсақ, келесі теңдеуге келеміз: 
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(2.1.18)
Ал (2.1.15) шартын ескере отырып, төртінші теңдеу (2.0.4) келесі түрге ие болады:
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(2.1.19)
Бесінші теңдеу (2.0.5) үшін (2.1.15) шарты қолданылғанда, бұрын алынған (2.1.7) теңдеуі қайта шығады.

Сол сияқты, алтыншы теңдеу (2.0.6) үшін (2.1.15) шартын ескерсек, келесі өрнек алынады:
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Бұл теңдеуді 
[image: image952.wmf])

(

d

-

-ға көбейтіп, содан кейін комплекс түйіндес операциясын орындасақ, келесі теңдеуге келеміз:
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Енді 
[image: image954.wmf])
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 түрлендіруін қолдансақ, келесі теңдеу алынады:
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мұнда 
[image: image956.wmf]1
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sd

 шартын ескере отырып, соңғы түрде келесі теңдеуді аламыз:
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(2.1.20)
(2.1.7) және (2.1.20) теңдеулерін салыстыру нәтижесінде келесі қосымша шарттар туындайды: 
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Осылайша, 
[image: image959.wmf]w

 шамасы жүйенің меншікті жиілігі ретінде нақты оң тұрақты болуы тиіс, алайда алынған шарт 
[image: image960.wmf]*
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w

w
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 бұл интерпретациямен үйлеспейді. Сондықтан (2.1.15) шарты орындалған жағдайда (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесі үшін үйлесімді бейлокалды теңдеулер жүйесін құру мүмкін емес деген қорытынды жасаймыз.
4. 
[image: image961.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық барлық координаталар бойынша шағылумен 
[image: image962.wmf])
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y

x

,

,

 кеңістіктік және уақыттық барлық координаталар бойынша шағылысу симметриясына негізделген 
[image: image964.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық: 
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(2.1.21)
(2.1.21) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуіне (2.0.1) қоя отырып, (2.1.2) теңдеуі қайта алынатынын көреміз. Енді (2.1.21) шартын екінші теңдеуге (2.0.2) енгізейік. Онда: 
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Алынған теңдеуді 
[image: image967.wmf]s

-ға көбейтіп, кейін комплекс түйіндес амалын қолданайық. Сонда:
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Енді 
[image: image969.wmf])
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 түрлендіруін жүзеге асырсақ, келесі теңдеу шығады:
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(2.1.22)
(2.1.2) және (2.1.22) теңдеулерін мүшелеп салыстырудан төмендегі параметрлік шарттар туындайды:
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(2.1.23)
сондай-ақ қосымша симметриялық қатынастар орындалуы тиіс:


[image: image972.wmf]).
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Келесі қадамда (2.1.21) шартын үшінші теңдеуге (2.0.3) қоямыз. Нәтижесінде:
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(2.1.24)
Сонымен қатар, (2.1.21) шарты ескерілгенде төртінші теңдеу (2.0.4) мына түрге келеді: 
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(2.1.25)
Кейін, (2.1.21) шартын бесінші теңдеуге (2.0.5) енгізсек, (2.1.7) теңдеуі қайта шығады.

Ұқсас түрде, (2.0.6) алтыншы теңдеу үшін (2.1.21) бейлокалды шартын ескерсек, келесі өрнекке келеміз:
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Алынған теңдеуді 
[image: image976.wmf])
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 коэффициентіне көбейтсек, онда: 
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комплекс түйіндес алайық:

[image: image978.wmf]0.
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Бұдан әрі 
[image: image979.wmf])
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 түрлендіруін қолдану арқылы: 


[image: image980.wmf]0,
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теңдеуін аламыз. Ал (2.1.23) шарттарына сәйкес 
[image: image981.wmf]1
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-

sd

 қатынасы орындалатындықтан, соңғы өрнек келесі түрде жазылады:
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(2.1.26)
(2.1.7) және (2.1.26) теңдеулерін салыстыру нәтижесінде мынадай шарттар туындайды:

[image: image983.wmf]).
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Осылайша, 
[image: image984.wmf]w

 шамасы оң мәнді нақты тұрақты ретінде қарастырылуы тиіс. Алайда (2.1.21) бейлокалды шарты жағдайында бұл талаптар өзара үйлеспейді, сондықтан (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесі үшін үйлесімді бейлокалды теңдеулер жүйесін құру мүмкін емес екені анықталады.
5. 
[image: image985.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылықтың 
[image: image986.wmf]y

 айнымалысына қатысты шағылуы
‒ бір ғана кеңістіктік 
[image: image987.wmf]y

 айнымалысына қатысты шағылысуға негізделген 
[image: image988.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық: 



[image: image989.wmf]).
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(2.1.27)
Бұл жағдайда алдыңғы бөлімдерде қолданылған әдіс толығымен ұқсас түрде іске асырылады. Атап айтқанда, (2.1.27) бейлокалды шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуіне (2.0.1) қойсақ, ол бұрын алынған (2.1.2) теңдеуіне келеді.

Ал (2.1.27) шартын екінші теңдеуге (2.0.2) енгізу нәтижесінде келесі өрнек алынады:
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Алынған теңдеуді 
[image: image991.wmf]s

 коэффициентіне көбейтіп, содан кейін комплекс түйіндес амалын қолдансақ, төмендегі теңдеуге келеміз:
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Енді 
[image: image993.wmf])
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 түрлендіруін қолданып және теңдеуді 
[image: image994.wmf]1)

(

-

-ге көбейтсек, келесі өрнекті аламыз: 
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(2.1.28)
(2.1.2) және (2.1.28) теңдеулерін салыстыру нәтижесінде келесі сәйкестік шарттары алынады:
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(2.1.29)
Бұдан әрі, (2.1.27) шартын ескере отырып, (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің үшінші теңдеуі (2.0.3) келесі түрге келеді:
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(2.1.30)
Ал (2.1.27) бейлокалды шарты ескерілгенде, төртінші теңдеу (2.0.4) төмендегі түрде жазылады:
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(2.1.31)
(2.1.27) шартын бесінші теңдеуге (2.0.5) енгізу нәтижесінде (2.1.7) теңдеуі қайтадан алынады.

Дәл осы сияқты, алтыншы теңдеу (2.0.6) үшін, (2.1.27) шартын ескере отырып, келесі өрнекке келеміз: 
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Бұл теңдеуді 
[image: image1000.wmf]d

 коэффициентіне көбейтіп, комплекс түйіндес амалын қолданып және 
[image: image1001.wmf]y

y

-

®

 түрлендіруін орындасақ, төмендегі теңдеу алынады:
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мұнда 
[image: image1003.wmf]1
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sd

 екендігін ескерсек, келесі қатынас шығады:
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(2.1.32)
(2.1.7) және (2.1.32) теңдеулерін салыстыру арқылы мына шарттар алынатынын көреміз: 
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Осылайша, (2.1.27) шарты орындалған жағдайда (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесі үшін үйлесімді бейлокалды жүйе алынады, ол төмендегі түрде жазылады: 

[image: image1006.wmf]0,

=

)

,

,

(

2

)

,

,

(

)

,

,

(

))

,

,

(

)

,

,

(

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

2

1

t

y

x

p

i

t

y

x

q

t

y

x

v

t

y

x

q

t

y

x

w

i

t

y

x

q

i

t

y

x

q

t

y

x

iq

x

xxy

xy

t

-

-

+

+

+

e

e

             (2.1.33)
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(2.1.34)
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(2.1.35)
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(2.1.36)
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(2.1.37)
6. 
[image: image1011.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылықтың 
[image: image1012.wmf])
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t

y

 айнымалыларына қатысты шағылуы:
‒ кеңістіктік 
[image: image1013.wmf]y

 айнымалысы және уақыт 
[image: image1014.wmf]t

 бойынша шағылуға негізделген 
[image: image1015.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық келесі түрде анықталады: 
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(2.1.38)
(2.1.38) шартын (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуіне (2.0.1) енгізу нәтижесінде (2.1.2) теңдеуі қайтадан алынады.

Сол сияқты, (2.1.38) шартын екінші теңдеуге (2.0.2) қолдансақ, келесі өрнекке келеміз:
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Бұл теңдеуді 
[image: image1018.wmf]s

 коэффициентіне көбейтіп, комплекс түйіндес амалын қолданамыз. Нәтижесінде: 
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Енді 
[image: image1020.wmf])
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 түрлендірулерін қолданып, келесі теңдеуді аламыз:
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(2.1.39)
(2.1.2) және (2.1.39) теңдеулерін салыстыру арқылы келесі шарттар алынатынын көреміз:
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(2.1.40)
және 
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Одан әрі, (2.1.38) шартын үшінші теңдеуге (2.0.3) енгізсек, келесі теңдеу шығады:
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(2.1.41)
Сонымен қатар, (2.1.38) бейлокалды шарты орындалғанда, төртінші теңдеу (2.0.4) келесі түрде жазылады:
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(2.1.42)
(2.1.38) шартын бесінші теңдеуге (2.0.5) тікелей қою нәтижесінде (2.1.7) теңдеуі алынады.

Сол сияқты, алтыншы теңдеу (2.0.6) үшін (2.1.38) бейлокалды шартын ескерсек, келесі өрнекке келеміз:
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Бұл теңдеуді 
[image: image1027.wmf]d

 коэффициентіне көбейтіп, одан кейін комплекс түйіндес операциясын және 
[image: image1028.wmf])
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 түрлендірулерін қолдану арқылы келесі теңдеуді аламыз:
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(2.1.40) шартқа сәйкес 
[image: image1030.wmf]1

=

-

sd

 теңдігі орындалатындықтан, соңғы өрнек: 
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(2.1.43)
түріне келеді.

(2.1.7) және (2.1.43) теңдеулерін салыстыру келесі шарттардың орындалуын талап етеді:

[image: image1032.wmf]).
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[image: image1033.wmf]w

 параметрі физикалық тұрғыдан оң нақты жиілік ретінде қарастырылатындықтан, (2.1.38) шарты орындалған жағдайда алынатын үйлесімді бейлокалды жүйе келесі түрде жазылады:
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(2.1.44)

[image: image1035.wmf]0,
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(2.1.48)
Осылайша, 
[image: image1039.wmf]w

 оң нақты жиілік деп қабылданғанда, (2.1.38) шарты үшін алынған (2.1.44)–(2.1.48) теңдеулер жүйесі 
[image: image1040.wmf]1)

(2

+

-өлшемді ХМБ теңдеуінің бейлокалды жалпылауы болып табылады. Бұл жүйе 
[image: image1041.wmf]PT

-симметриялы редукциямен үйлесімді және Лакс жұбының бар болуына байланысты интегралдану қасиетін сақтайды.
7. 
[image: image1042.wmf]PT

-симметриялы уақыт 
[image: image1043.wmf]t

 бойынша бейлокалдылық: 

‒ уақыт айнымалысы 
[image: image1044.wmf]t

 бойынша шағылысуға негізделген 
[image: image1045.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық: 



[image: image1046.wmf]).
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(2.1.49)
(2.1.49) шартын 
[image: image1047.wmf]1)

(2

+

-өлшемді ХМБ жүйесінің бірінші теңдеуіне (2.0.1) қою нәтижесінде (2.1.2) теңдеуі қайтадан алынады.

Сол сияқты, (2.1.49) шартын екінші теңдеуге (2.0.2) қолдансақ, келесі өрнекке келеміз: 

[image: image1048.wmf]0.
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Бұл теңдеуді 
[image: image1049.wmf]s

 коэффициентіне көбейтіп, комплекс түйіндес алсақ, келесі түрге өтеміз:
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[image: image1051.wmf]).
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 түрлендірулерін орындағаннан кейін келесі теңдеу алынады: 


[image: image1052.wmf]0.
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(2.1.50)
(2.1.2) және (2.1.50) теңдеулерін салыстыру келесі шарттарды береді:


[image: image1053.wmf]).
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(2.1.51)
Осыған ұқсас түрде, (2.1.49) шартын жүйенің қалған теңдеулеріне қолдану арқылы келесі қатынастар алынады:
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[image: image1057.wmf]0.
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(2.1.55)

Осылайша, (2.1.49) шарты үшін 
[image: image1058.wmf]1)

(2

+

-өлшемді ХМБ теңдеулерінің үйлесімді бейлокалды нұсқасы төмендегідей түрде жазылады:
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(2.1.60)


Қорытындылай келе, жүргізілген құрылымдық талдау нәтижесінде 
[image: image1064.wmf]1)

(2

+

-өлшемді ХМБ жүйесінің үйлесімді бейлокалды 
[image: image1065.wmf]PT

-симметриялы нұсқалары төмендегі үш негізгі жағдайда жүзеге асатыны анықталды:
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(2.1.61)
Осы жұмыста негізгі назар бір ғана кеңістіктік айнымалы 
[image: image1067.wmf]y

 бойынша шағылысу жағдайына, яғни: 


[image: image1068.wmf]),
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түріндегі редукцияға аударылады. Аталған жағдай үшін үйлесімді бейлокалды жүйе айқын түрде жазылып, оның құрылымы талданды және шешімдерді зерттеудің негізгі әдістері қарастырылды.

Осылайша, әртүрлі типтегі 
[image: image1069.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды редукцияларды жан-жақты талдау нәтижесінде кеңістіктік және уақыттық айнымалылар бойынша мүмкін болатын барлық шағылысулардың ішінен тек белгілі бір комбинациялар ғана үйлесімді әрі тұйықталған 
[image: image1070.wmf]1)

(2

+

-өлшемді ХМБ жүйелеріне әкелетіні анықталды. Атап айтқанда, бір ғана кеңістіктік айнымалы 
[image: image1071.wmf]y

 бойынша, уақыт айнымалысы 
[image: image1072.wmf]t

 бойынша, сондай-ақ 
[image: image1073.wmf]y

 және 
[image: image1074.wmf]t

 айнымалылары бойынша бірлескен шағылысу жағдайлары іске асырылатын редукциялар болып табылады. Дәл осы үш класс теңдеулерінің ішкі құрылымын сақтайды, эволюциялық қатынастардың өзара үйлесімділігін қамтамасыз етеді және физика-математикалық тұрғыдан мағыналы интерпретациялауға мүмкіндік береді. Ал қалған редукция түрлері, жоғарыда көрсетілгендей, параметрлерге қайшы шарттардың пайда болуына немесе жүйенің үйлесімсіздігіне алып келеді.

Зерттеудің келесі кезеңінде алынған бейлокалды жүйелердің интегралдылығын анықтау қажеттілігі туындайды. Классикалық солитондар теориясында бұл мақсатқа жету үшін спектралдық талдау әдісі қолданылады, оның негізгі элементі – Лакс жұбының болуы. Сәйкес Лакс ұсынуын құру жүйенің интегралданатындығын қатаң математикалық мағынада негіздеумен қатар, КШЕӘ және Дарбу түрлендіруін пайдалана отырып, шешімдердің қасиеттерін тереңірек зерттеуге мүмкіндік береді.

2.2 (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесінің Лакс жұбы
Интегралданатын сызықты емес теңдеулерді зерттеудің өзекті тәсілдерінің бірі – Лакс жұбы. Бұл ұсыну интегралданатын жүйелер теориясында іргелі орын алады: оның бар болуы қарастырылып отырған моделдің интегралданатындығын айқындап қана қоймай, сонымен бірге шешімдерді конструктивті түрде құруға мүмкіндік беретін қуатты аналитикалық құралдарды – КШЕӘ және Дарбу түрлендіруін – қолдануға жол ашады.

Осы бөлімшеде (2.1.27) бейлокалды шарты ескерілген (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесінің Лакс жұбы қарастырылады. Лакс жұбын құру (2.1.33)–(2.1.37) сызықты емес жүйесін оған баламалы сызықты спектралдық есеппен байланыстырады, сөйтіп шешімдердің қасиеттерін терең талдауға қажетті теориялық негіз қалыптастырады:
Есеп 2.3  SEQ Theorem \* ARABIC (2.1.27) бейлокалды шарты орындалатын жағдайда (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі үшін Лакс жұбын құру және нөлдік қисықтық шарты арқылы толық бейлокалды жүйені (2.1.33)–(2.1.37) түрінде шығару. Сонымен қатар, берілген жүйенің Лакс жұбының бар болуы мағынасында интегралданатындығын дәлелдеу.  
Лакс жұбы. Лакс спектрлік теңдеулері келесі түрде жазылады: 
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мұнда 
[image: image1077.wmf]T

)

,

(

=

2

1

j

j

j

 – вектор-функция, ал 
[image: image1078.wmf])

;

,

,

(

l

t

y

x

A

 және 
[image: image1079.wmf])

;

,

,

(

l

t

y

x

B

 – спектрлік параметр 
[image: image1080.wmf]l

 -ға тәуелді 
[image: image1081.wmf]2

2

´

 өлшемді матрицалар.


[image: image1082.wmf])

;

,

,

(

l

t

y

x

A

 матрицасы: 


[image: image1083.wmf],

=

0

3

A

i

A

+

-

s

l


(2.2.3)
түрінде анықталады, мұндағы 
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мұнда 
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Нөлдік қисықтық шарты. (2.2.1)–(2.2.2) спектрлік теңдеулерінің үйлесімділігі нөлдік қисықтық теңдеуіне эквивалент:
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мұнда 
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Лемма 2.1 (2.2.1)–(2.2.2) жүйесі үйлесімді болуы үшін, (2.2.9) шарты қажетті және жеткілікті.

Дәлелдеуі. Қажеттілік және жеткіліктілік шарттары (2.2.1)–(2.2.2) алмасытрулары мен (2.2.9) теңдігіне алып келетін тепе-тең түрлендірулермен 
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 Әрі қарай (2.2.3)–(2.2.8) формулаларымен анықталған матрицалық өрнектерді нөлдік қисықтық шартына (2.2.9) тікелей қоямыз. Нәтижесінде келесі түрлендірілген теңдеу алынады:
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Спектралдық параметр 
[image: image1098.wmf]l

 дәрежелері бойынша коэффициенттерді топтастыру нәтижесінде келесі теңдеулер жүйесі алынады:
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(2.2.11) теңдеуінен нөлдік матрицаның тепе-теңдігі орындалады. Ал (2.2.12) теңдеуінен келесіні аламыз:
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Осы теңдіктің диагонал элементтерінен (1,1) және (2,2) келесі теңдеу шығады:
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Ал диагоналдан тыс элементтер үшін 
[image: image1105.wmf]0
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 тепе-теңдігі орындалады.

Келесі кезекте (2.2.13) теңдеуін қарастырайық. Ол төмендегі матрицалық теңдікке әкеледі:
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Осы теңдіктің диагонал элементтерінен келесі теңдеу алынады:
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(2.2.16)
Ал диагоналдан тыс (1,2) және (2,1) элементтерінен бастапқы (2+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің теңдеулері шығады:
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Соңында, бұған дейін алынған өрнектерді (2.2.14) қатынасына қойсақ, келесі матрицалық теңдеуге келеміз:
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Үш матрицаны қосып, алынған нәтижені нөлдік матрицаға теңестіре отырып, матрицалардың сәйкес элементтерін салыстыру арқылы бірқатар теңдеулер жүйесін аламыз. Осылайша, келесі жүйеге келеміз:
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(2.2.21)
Осылайша, нөлдік қисықтық шарты (2.2.9) нәтижесінде қосымша функциялар 
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 және оның комплекс түйіндес функциясы арасындағы байланыстарды сипаттайтын жүйе алынады.

Демек, нөлдік қисықтық шарты (2.2.9) негізінде, (2.1.27) бейлокалды шарты орындалған жағдайда, келесі бейлокалды ХМБ жүйесі шығады:

[image: image1118.wmf]0,

=

)

,

,

(

2

)

,

,

(

)

,

,

(

))

,

,

(

)

,

,

(

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

2

1

t

y

x

p

i

t

y

x

q

t

y

x

v

t

y

x

q

t

y

x

w

i

t

y

x

q

i

t

y

x

q

t

y

x

iq

x

xxy

xy

t

-

-

-

+

+

+

e

e


(2.2.22)

[image: image1119.wmf]0,

=

))

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

(

2

)

,

,

(

)

,

,

(

2

)

,

,

(

)

,

,

(

2

)

,

,

(

*

*

2

*

1

*

1

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

q

i

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

v

xy

xy

y

y

x

-

+

-

+

-

-

-

+

s

e

s

e

s

e


(2.2.23)

[image: image1120.wmf]0,

=

)

,

,

(

)

,

,

(

2

)

,

,

(

)

,

,

(

2

)

,

,

(

*

2

*

2

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

q

t

y

x

w

y

y

x

-

+

-

-

s

e

s

e


(2.2.24)

[image: image1121.wmf]0,

=

)

,

,

(

)

,

,

(

2

)

,

,

(

2

)

,

,

(

t

y

x

t

y

x

q

t

y

x

p

i

t

y

x

p

x

h

w

-

-


(2.2.25)

[image: image1122.wmf]0.

=

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

*

*

t

y

x

q

t

y

x

p

t

y

x

p

t

y

x

q

t

y

x

x

-

+

-

+

d

s

h


(2.2.26)
Осылайша, (2.1.27) бейлокалды шартына сәйкес, (2+1)-өлшемді бейлокалды Хирота–Максвелл–Блох жүйесінің интегралданатындығын дәлелденеді: (2.2.1)–(2.2.2) Лакс жұбының және (2.2.9) нөлдік қисықтық шартының орындалуы (2.2.22)–(2.2.26) жүйесіне әкеледі, ол құрылымы жағынан (2.1.33)–(2.1.37) жүйесімен толық сәйкес келеді. Бұл, өз кезегінде, кері шашырау есебін, Дарбу түрлендіруін, сондай-ақ сақталу заңдарының шексіз иерархиясын және дербес шешімдерді құру мүмкіндігін ашады.

Қолданыста Лакс жұбы болған жағдайда, әрі қарай шешімдерді құрудың конструктивті әдістеріне көшу қисынды болып табылады. Келесі бөлімде біз (2.2.22)–(2.2.26) бейлокалды жүйесі үшін Дарбу түрлендіруін құрамыз, оның спектралдық ерекшеліктерін (соның ішінде (2.1.27) шартымен индуцирленген симметрияларды) талқылаймыз және бірсолитонды шешімдердің айқын формулаларын аламыз.

2.3 (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі үшін Дарбу түрлендіруі
Дарбу түрлендіруі интегралданатын сызықты емес жүйелердің, соның ішінде бейлокалды теңдеулердің, нақты шешімдерін табудың қуатты құралы болып табылады. Бұл әдіс белгілі шешімдерден жаңа шешімдер құрумен қатар, жүйенің интегралданатын құрылымын сақтауға мүмкіндік береді. Аталған бөлімде 
[image: image1123.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды ХМБ жүйесі үшін бірінші ретті Дарбу түрлендіруі қарастырылады:
Есеп 2.4. SEQ Theorem \* ARABIC  (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі үшін (2.2.1)–(2.2.2) Лакс жұбы негізінде Дарбу түрлендіруін құру және жаңа потенциалдар 
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 үшін оларды бастапқы 
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 өрістері арқылы өрнектеу.  
Лакс жұбының (2.2.1)–(2.2.2) фундаменталды шешімі 
[image: image1126.wmf]j

 болсын. Дарбу түрлендіруі келесі сызықты бейнелеу арқылы анықталады:
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(2.3.1)
мұнда 
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 – спектралдық параметр 
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-ға тәуелді Дарбу матрицасы; 
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 өлшемді бірлік матрица;
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 – келесі түрде берілген матрица:
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оның элементтері 
[image: image1134.wmf]kj
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-ға тәуелді және үйлесімділік шарттарынан анықталады.
(2.3.1) түрлендіруін Лакс жұбына қолдану нәтижесінде келесі жаңа жүйе алынады:
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мұнда 
[image: image1138.wmf]A
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 және 
[image: image1139.wmf]B
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 – Лакс жұбының жаңа матрицалары.
Теорема 2.1 SEQ Theorem \* ARABIC  
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 Дарбу түрлендіруі болсын және бейлокалды ХМБ жүйесінің қандай да бір дербес шешімі 
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 берілсін. Онда Дарбу түрлендіруін қолдану нәтижесінде бейлокалды ХМБ жүйесінің жаңа дербес шешімі 
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 келесі теңдіктермен анықталады:
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мұнда 
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Дәлелдеуі. (2.3.1)-ге сәйкес Дарбу түрлендіруі 
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 айнымалылары бойынша жеткілікті дәрежеде тегіс матрицалық функция және спектралдық параметр 
[image: image1153.wmf]l

-ға тәуелді. Енді 
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 бойынша туындысын алайық:
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Бастапқы Лакс жұбының бірінші теңдеуінен (2.2.1) 
[image: image1156.wmf]j
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шығады. Ал, түрлендірілген Лакс жұбы үшін (2.3.3)-тен: 
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екені орындалады. Бұл теңдіктер 
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-дің кез келген мәні үшін ақиқат болғандықтан, 
[image: image1160.wmf]j

 алдындағы коэффициенттерді теңестіріп: 
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қатынасын аламыз.
Дәл осындай тәсілді 
[image: image1162.wmf]t

 бойынша туындыға да қолданайық. Бастапқы 
[image: image1163.wmf]t

-эволюция және оның түрлендірілген нұсқасы ((2.3.4)-ті қараңыз): 
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сондай-ақ 
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, теңдіктерін ескерсек: 
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теңдіктері шығады. Енді 
[image: image1169.wmf]j

 алдындағы мүшелерді салыстыру арқылы келесі қатынасқа келеміз:
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Сонымен, Дарбу түрлендіруі мен Лакс жұбы біріге отырып төмендегі жүйені береді:


[image: image1171.wmf],

=

T

A

TA

T

x

¢

+


(2.3.12)


[image: image1172.wmf].

)

4

(2

=

2

2

1

T

B

T

TB

T

y

t

¢

+

+

+

l

e

l

e


(2.3.13)
Енді (2.3.12)-ге 
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 теңдігін аламыз. 
[image: image1175.wmf]l

-ның дәрежелері бойынша топтастырсақ: 
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 (2.3.16) қатынасынан 
[image: image1179.wmf]q
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 үшін айқын формулалар табылады, ал (2.3.17) теңдеуі 
[image: image1180.wmf]S

 матрицасының элементтеріне қатысты дифференциалдық шарттарды береді. Атап айтқанда: 
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(2.3.18)
шығады, бұдан келесі шарт туындайды:
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(2.3.19)
Сол сияқты, (2.3.17)-ден төмендегі байланыстар алынатыны белгілі:
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осыдан қосымша шарттар шығады:
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Демек, (2.3.12), (2.3.19) және (2.3.22) негізінде 
[image: image1186.wmf]S

 матрицасының элементтеріне қойылатын өзара үйлесімді шектеулер келесі түрде жазылады:
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Енді (2.3.13) теңдеуіне 
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 матрицаларының өрнектерін қоямыз:


[image: image1190.wmf]).

(

)

)(

4

(2

=

)

(

)

(

1

0

1

2

2

1

1

0

1

S

I

B

i

B

B

S

I

B

i

B

B

S

I

S

I

y

t

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

+

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

-

+

-

-

-

l

w

l

l

l

l

e

l

e

w

l

l

l

l


(2.3.24)

[image: image1191.wmf]l

 спектралдық параметрінің дәрежелері бойынша мүшелерді топтастыра отырып, төмендегі қатынастарды аламыз:
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(2.3.25) теңдеуінен келесі матрицалық теңдік шығады:
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Осы матрицаның элементтерін жеке-жеке салыстырайық. (1,1) элементінен:
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(2.3.29)
қатынасы шығады.

Ал (1,2) элементі үшін:
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Енді (2.3.26) теңдеуін қарастырайық:
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Осы өрнектен 
[image: image1203.wmf]v
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 үшін келесі формула шығады:
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ал матрицаның басқа элементтері үшін де ұқсас өрнектер алынады.

Соңында, (2.3.28) теңдеуінен:
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өрнектері орындалады.

Осы алынған өрнектерді (2.3.28) теңдеуіне қоя отырып, келесі қатынасты аламыз:
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Осылайша, теорема толық дәлелденді, ал (2.3.18) және (2.3.29)–(2.3.33) формулаларында келтірілген жаңа шешімдер айқын түрде алынды.

Енді 
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 матрицасын келесі спектралдық жіктеу түрінде қарастырайық:
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мұндағы 
[image: image1213.wmf]H

 матрицасы төмендегідей анықталады:
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Егер (2.3.35) өрнегіне (2.3.23) шартын қолдансақ, онда 
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 матрицасы келесі құрылымға ие болады:
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мұндағы 
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(2.3.37)
Осы шарттарды ескере отырып, келесі матрицалық көбейтіндіні есептейік:
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Осыдан 
[image: image1224.wmf]H

 матрицасының кері матрицасы келесі түрде анықталады:
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Осылайша, (2.3.34) формуласына сәйкес 
[image: image1227.wmf]S

 матрицасы төмендегі түрде жазылады:
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Демек, 
[image: image1229.wmf]S

 матрицасының жеке элементтері мынадай өрнектермен беріледі:
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мұнда 
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 матрицасының анықтауышы:
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(2.3.38)–(2.3.41) формулаларын пайдалана отырып, Дарбу түрлендіруінен кейінгі жаңа шешімдер 
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 (2.3.18), (2.3.29), (2.3.30) және (2.3.31)–(2.3.32) арқылы бастапқы өрістер 
[image: image1242.wmf],

q
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[image: image1246.wmf]p

 арқылы келесі түрде өрнектеледі:
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мұнда 
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Дарбу түрлендіруі жүйенің интегралдану құрылымын сақтайды әрі 
[image: image1253.wmf]PT

-симметрия талаптарымен үйлесімді түрде іске асады. Бұл түрлендіру бастапқы белгілі шешімнен жаңа аналитикалық шешімдерді конструктивті түрде тудыруға мүмкіндік береді, соның ішінде дербес шешімдер класын алуға жағдай жасап, бейлокалды сызықты емес жүйелерді талдауда тиімді әдіс ретінде көрінеді. Келесі бөлімде алынған нәтижелерді бейлокалды солитондарды зерттеуге қолдану мәселесі қарастырылады.

2.4 (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесінің дербес шешімдері
Дербес шешімдерді құру – интегралданатын жүйелер теориясындағы Дарбу түрлендіруінің негізгі әрі маңызды қолданбаларының бірі. Осы бөлімшеде 
[image: image1254.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды ХМБ жүйесі қарастырылып, оған сәйкес дербес шешімдер шығарылып алынады. Бұл мақсатта жоғарыда тұрғызылған Лакс жұбы мен Дарбу түрлендіруі аппараты пайдаланылады:
Есеп 2.5. SEQ Theorem \* ARABIC  Дарбу түрлендіруі әдісін қолдана отырып, (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесінің дербес шешімдерін құру және тривиал бастапқы шешімге сәйкес келетін меншікті функциялардың құрылымын (түрін) талдау.  
Бастапқы шарттар. Бастапқы (seed) шарт ретінде тривиал шешімді таңдаймыз:


[image: image1255.wmf]1.

=

0,

=

0,

=

0,

=

0,

=

h

v

w

p

q


(2.4.1)
Осы шарттарда меншікті функция 
[image: image1256.wmf]T
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 Лакс жұбына сәйкес келетін келесі сызықты теңдеулер жүйесін қанағаттандырады:
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мұнда 
[image: image1259.wmf]A

 және 
[image: image1260.wmf]B

 (2.2.3), (2.2.5) формулаларынан (2.4.2) шартын қолдана отрырып мына түрге келеді:


[image: image1261.wmf].

0

0

=

,

0

0

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

w

l

w

l

l

l

i

i

B

i

i

A


(2.4.2)
Осылайша, Лакс жұбы (2.4.3)–(2.4.4) келесі түрде жазылады:
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Скалярлық түрде бұл жүйе келесі теңдеулерге жіктеледі:
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Аталған жүйенің шешімдері экспоненциалды функциялар түрінде жазылады:
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Енді 
[image: image1270.wmf]PT

-симметриялы түрлендіруді ескере отырып, сәйкес комплекс түйіндес функцияларды қарастырайық:


[image: image1271.wmf],

1

)

4

(2

exp

=

)

,

,

(

*

1

*

1

2

*

1

2

*

1

1

*

1

*

1

*

1,1

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

-

+

-

t

i

y

i

x

i

t

y

x

w

l

m

l

e

l

e

m

l

j


(2.4.13)


[image: image1272.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

-

-

-

t

i

y

i

x

i

t

y

x

w

l

m

l

e

l

e

m

l

j

*

1

*

1

2

*

1

2

*

1

1

*

1

*

1

*

2,1

1

)

4

(2

exp

=

)

,

,

(

.
(2.4.14)
Дербес шешімдер
Дарбу түрлендіруі әдісін және (2.3.43)–(2.3.47) формулаларын пайдалана отырып, бастапқы (seed) шешімдер негізінде дербес шешімдерді тұрғызайық. Есептеулерді ықшамдау мақсатында спектралдық параметрлерді келесі түрде параметрлейміз:
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Есеп 2.6. SEQ Theorem \* ARABIC  (2+1)-өлшемді 
[image: image1274.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды ХМБ жүйесі үшін дербес шешімдерді (2.3.34)–(2.3.37) теңдіктермен берілген Дарбу түрлендіруін және потенциалдық өрістерге арналған (2.3.43)–(2.3.47) өрнектерді пайдалана отырып анықтау; 
[image: image1275.wmf]1
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 таңбасының (фокусирлеуші және дефокусирлеуші режимдер) солитон профилінің пішініне әсерін зерттеу.  
Алдағы есептеулерді жеңілдету мақсатында келесі пайдалы тепе-теңдіктерді келтіреміз:
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Енді Дарбу түрлендіруінің формулаларында кездесетін өрнектерді есептейік: 
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Келесі белгілеулерді енгізейік, олар 
[image: image1293.wmf]1,1
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 және 
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 функцияларын экспоненциалды өрнектермен байланыстырады. Бұл қатынастар кейінгі есептеулерді ықшамдауға мүмкіндік береді және 
[image: image1295.wmf]1
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 мен 
[image: image1296.wmf]2

f

 функциялары үшін ықшам әрі аналитикалық тұрғыдан қолайлы формаларды алуға жағдай жасайды:
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Осы белгілеулер арқылы 
[image: image1299.wmf]1

f

 және 
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f

 функциялары келесі түрде жазылады:
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Енді (2.4.16)–(2.4.31) және (2.4.36)–(2.4.39) өрнектерін (2.3.38)–(2.3.41), формулаларына қойып, Дарбу түрлендіруінде және интегралданудың қасиеттерін зерттеуде маңызды рөл атқаратын 
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мұнда бөлшектің бөлімінде келесі нормалаушы көбейткіш пайда болады:
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ол матрица элементтерінің дұрыс анықталуын қамтамасыз етеді және алынған дербес шешімдердің аналитикалық жарамдылығын кепілдейді.

Келесі есептеулерді жүргізу барысында, әсіресе теңдеулердің өзара үйлесімділігін талдау кезінде, 
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Сонымен қатар, келесі негізгі гиперболалық функциялардың анықтамалары қажет болады: 


[image: image1312.wmf],

2

=

)

(

,

2

=

)

(

x

x

x

x

e

e

x

cosh

e

e

x

sinh

-

-

+

-

                                  (2.4.43)

[image: image1313.wmf],

=

)

(

)

(

=

)

(

,

=

)

(

)

(

=

)

(

x

x

x

x

x

x

x

x

e

e

e

e

x

sinh

x

cosh

x

coth

e

e

e

e

x

cosh

x

sinh

x

tanh

-

-

-

-

-

+

+

-


(2.4.44)

[image: image1314.wmf].

2

=

)

(

1

=

)

(

,

2

=

)

(

1

=

)

(

x

x

x

x

e

e

x

sinh

x

csch

e

e

x

cosh

x

sech

-

-

-

+


(2.4.45)

Осы функциялардың туындылары төмендегідей түрде жазылады:
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Енді шешімді тікелей табуға көшейік. Ол үшін (2.4.1) шартын Дарбу түрлендіруінен алынған (2.3.43)–(2.3.47) шешімдеріне қолданамыз:
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(2.4.53)-(2.4.57) алынған өрнектерге (2.4.15)-(2.4.30) және (2.4.39)-(2.4.42) формулаларын қолдану арқылы, келесі ықшамдалған нәтижелерге келеміз:
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Фокусирлеуші режимдегі 
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Егер (2.4.73) формуласын (2.4.63)-(2.4.67) шешімдеріне қолдансақ, келесі ықшамдалған өрнектерге келеміз:
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ал (2.4.73) формуласын (2.4.68)-(2.4.72) шешімдеріне қолданған жағдайда, төмендегі нәтижелер алынады:

[image: image1352.wmf]),

(

csch

2

=

2

1

1

f

e

q

f

b

¢

                                             (2.4.75)

[image: image1353.wmf]),

(

csch

8

=

2

2

1

1

2

f

w

g

a

e

-

¢

                                          (2.4.76)

[image: image1354.wmf][

]

,

)

(

coth

)

(

csch

)

(

csch

16

)

(

sinh

)

(

cosh

16

)

(

csch

16

)

(

csch

8

=

2

2

2

1

2

2

1

2

1

2

2

3

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

2

2

2

1

1

1

f

f

i

f

i

f

f

f

i

f

v

g

t

b

e

g

a

e

g

b

a

e

g

a

e

+

-

-

+

+

¢


(2.4.77)

[image: image1355.wmf]),

(

sech

)

(

2

1

=

2

2

2

1

2

1

2

1

f

b

w

a

b

h

+

+

-

¢

                                       (2.4.78)

[image: image1356.wmf].

)

(

csch

)

(

sech

)

(

sech

)

(

)

(

2

=

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

1

1

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

-

¢

f

f

i

f

e

i

p

f

b

w

a

b

w

a

b

               (2.4.79)
[image: image1357.png]P

l9'(x,y;t)l, t=0.02

1P,

t=0.02

Re(w), t=0.02

22
20
18
16
14
12
10

[SIFSEE-Y

Re(n), t=0.02
12

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.1
-0.2
-0.3

13
1.2
1.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

Re(v), t=0.02

Contour of |q|, t=0.02

22
20
18
16
14
12
10

)



[image: image1358.png]P

la'(xy,t)l, t=-1.56

Ip'l, t=-1.56

Re(w), t=-1.56

22
20
18
16
14
12
10

NoA o

Re(), t=-1.56
12

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.1
-0.2
-0.3

13
1.2
1.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

Re(v)), t=-1.56

Contour of | £, (=] & O, }

22
20
18
16
14
12
10

NEEE:)




[image: image1359.png]t=1.03

l9'(x,y,t)l,

Ipl, t=1.03

22
20
18
16
14
12
10

NoA o

12

Re(w), t=1.03

Re(n), t=1.03

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.1
-0.2
-0.3

13
1.2
1.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

Re(v), t=1.03

Contour of |q, t=1.03

22
20
18
16
14
12
10

M)




Сурет 2 – 
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 функцияларының уақыт динамикасы бойынша профилдері

Динамиканың жалпы панорамасы

Екі режимде де эволюцияның негізгі құрылымын шешімнің екі «серіппесі» анықтайды: уақыт бойынша күшею мен әлсіреуді сипаттайтын 
[image: image1362.wmf]1

f
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 экспоненциалдық көбейткіші және кеңістіктік профилді қалыптастыратын локализациялаушы 
[image: image1363.wmf]2

sechf

 немесе 
[image: image1364.wmf]2
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 функциялары. Дәл осы қаңқаның үстінде энергияның қайда бағытталатынын және қайдан келетінін сипаттайтын материалдық жауаптар -
[image: image1365.wmf]h
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 өрістері орналасады. Толқын бетінің бүкіл геометриясы қарапайым, бірақ қатаң түрде анықталған көбейткіштердің өзара әрекеттесуінен туындайды. Дефокусирлеуші редукция 
[image: image1366.wmf]1
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Өрістік профил 
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мұндағы 
[image: image1368.wmf]2
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 түріндегі жинақы «қоңырау» тәрізді профил байқалады, ол уақыттың 
[image: image1369.wmf]t

 өсуімен 
[image: image1370.wmf]1
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 есебінен биіктей отырып, бір мезгілде 
[image: image1371.wmf]x

 бағыты бойынша жайылады. Бұл – дефокусирлеудің айқын көрінісі: сызықты емес энергияны бір нүктеге шоғырландырмай, оны кеңістік бойына жұмсақ түрде таратады.

Поляризация 
[image: image1372.wmf]|
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¢

 және инверсия 
[image: image1373.wmf]h
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[image: image1374.wmf]p
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 өрісі 
[image: image1375.wmf]2
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 типті «өткір» мүшелерді қамтиды, сондықтан үшөлшемді бетте 
[image: image1376.wmf]2
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 шамасы нөлге жуық аймақтарда жіңішке жарық жоталар байқалады. Бұл сандық қате емес, керісінше, аналитикалық тұрғыдан дәл сипатталатын ерекшелік: 
[image: image1377.wmf]k
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 болғанда шыңдар пайда болады. Инверсия 
[image: image1378.wmf]1
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 дәл осы сызықтарда резонанстық мінез көрсетеді: орта өрістен энергияның максимал мөлшері алынатын аймақтарда локалды түрде «жарқырайды».

Баяу жауаптар 
[image: image1379.wmf]w
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Бұл өрістер тегістелген сипатқа ие: 
[image: image1380.wmf]w
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 – аз еңісі бар дерлік «плато», ал 
[image: image1381.wmf]v
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 – 
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 мүшесінің әсерінен аздап иілген ұқсас құрылым. 
[image: image1383.wmf]q

¢

 өрісінің фазасы уақыт бойынша алға жылжиды, ал 
[image: image1384.wmf]p

¢

 шамамен ширек периодқа кешігеді, бұл графикте «жоталардың» аздаған ығысуы ретінде көрінеді.

Физикалық тезис


[image: image1385.wmf]1
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 жағдайы дефокусирлеуді білдіреді: толқын өрісі кеңейеді, поляризация жіңішке «кернеулі» жолақтарда айқындалады, ал инверсия локалды түрде артады. Бұл көрініс шашыратқыш линзаны еске салады: кең, төмен амплитудалы, бірақ орнықты.

Фокусирлеуші редукция 
[image: image1386.wmf]1
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. Өрістік профил 
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[image: image1388.wmf]csch
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 ауысуы геометрияны түбегейлі өзгертеді: «қоңырау» тар әрі биік, айқын локализацияланған жотаға айналады. Экспонента 
[image: image1389.wmf]1
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 уақыт өскен сайын бұл жотаны жоғары итеріп, айқын өзіндік фокусирлеуді көрсетеді.

Поляризация 
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 және инверсия 
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Бұл жағдайда 
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 өрісі 
[image: image1393.wmf]q
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 өрісімен дерлік синфазалы: максимумдар сәйкес келеді, бұл өріс пен ортаның когерентті фокусирленуінің белгісі. Ал 
[image: image1394.wmf]h
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 әсердің таңбасын өзгертеді: 
[image: image1395.wmf]2
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 орталықта 1-ден төмен мәнге ие болады. Осылайша орта фокусирлеу үшін «төлем» жасайды: энергия толқынға ауысып, инверсия азаяды.

Баяу жауаптар 
[image: image1396.wmf]w
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Бұл жерде олардың шеттері айқынырақ: формулаларда 
[image: image1397.wmf]2
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 және 
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 мүшелері кездеседі. Беттік графиктерде бұл 
[image: image1399.wmf]2

f

-нің «күштік» сызықтары бойындағы тірек сатылар ретінде көрінеді. Кіші, бірақ нөлден өзгеше 
[image: image1400.wmf]0

y

 мәнінде «инелер» жұмсарады, алайда геометриялық контраст сақталады.

Физикалық тезис


[image: image1401.wmf]1
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 – бұл солитондық өзіндік фокусирлеу: өріс шоғырланады, поляризация ырғақты іліп әкетеді, ал инверсия орталықта 1-ге қатысты «теріс» аймаққа өтеді. Жүйе жинақтаушы идеал линза сияқты жұмыс істейді.

Дарбу түрлендіруі (2.3.43)–(2.3.47) формулаларындағы seed-шешімдерді қолдану арқылы 
[image: image1402.wmf]PT

-симметриялы бейлокалды ХМБ жүйесі үшін бірсолитондық профилдер алынады. Профилдердің сипаты 
[image: image1403.wmf]s

: таңбасымен анықталады: фокусирлеуші жағдайда (
[image: image1404.wmf]1
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) жарық солитондар 
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 функциясымен сипатталады, ал дефокусирлеуші режимде (
[image: image1406.wmf]1
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) нөлден өзгеше фонда 
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 типті қараңғы профилдер пайда болады. 
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 және 
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 параметрлері таралу жылдамдығы мен дисперсиялық модуляцияны басқарады, ал 
[image: image1410.wmf]2
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 функциялары фазалық-амплитудалық таралуды анықтап, бейлокалды симметрияның ізін сақтайды.

Бейлокалды шағылулар локалды моделдермен салыстырғанда қосымша фазалық ығысулар мен амплитудалық деформацияларға әкеледі, бұл сызықты емес оптикадағы және оған байланысты интегралданатын орталардағы қолданбалар үшін маңызды. Зерттеудің келесі кезеңдері көпсолитондық құрылымдарды тұрғызу және 
[image: image1411.wmf]w
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 параметрлеріне, сондай-ақ 
[image: image1412.wmf]s

 таңбасына тәуелді орнықтылықты талдаумен байланысты.
Бөлім бойынша қорытынды
Жүргізілген зерттеуді қорытындылай келе, қарастырылған (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйесі 
[image: image1413.wmf]PT

-симметриялы бейлокалдылық әсерлерімен байытылған интегралданатын сызықты емес моделдің маңызды мысалы болып табылатынын атап өтуге болады. Бейлокалды редукциялардың жеті мүмкін түрін жан-жақты талдау нәтижесінде математикалық тұтастықты сақтайтын және өзара үйлесімді шешімдердің бар болуын қамтамасыз ететін үш негізгі жағдай анықталды.

Осы жағдайлардың біреуі үшін жүйенің интегралданатындығын дәлелдейтін Лакс жұбы құрылды, сондай-ақ Дарбу түрлендіруі жасалып, оның көмегімен нақты шешімдер алынды. Бұл шешімдер дефокусирлеуші де, фокусирлеуші де сценарийлерді қамтып, сәйкесінше ашық және күнгірт солитондық құрылымдарды сипаттайды. Бейлокалды шарттардың болуы фазалық ығысулар, амплитудалық модуляциялар және шағылған модалармен өзара әрекеттесу сияқты жаңа динамикалық эффектілерді тудырады, бұл моделді локалды аналогтардан түбегейлі ерекшелейді.

Осылайша, алынған нәтижелер бейлокалды интегралданатын жүйелер туралы түсініктерді кеңейтіп, оларды зерттеуде Дарбу әдісінің жоғары тиімділігін дәлелдейді. Жұмыстың әрі қарайғы дамуы көпсолитондық шешімдерді құрумен, алынған құрылымдардың орнықтылығын талдаумен және ХМБ жүйесінің неғұрлым күрделі бейлокалды жалпылауларын зерттеумен байланысты. Алынған тұжырымдар тек математикалық құндылыққа ие болып қана қоймай, сонымен қатар сызықты емес оптика мен кванттық өріс теориясында қолдану үшін маңызды әлеуетке ие.

ҚОРЫТЫНДЫ
Диссертациялық жұмыста әртүрлі 
[image: image1414.wmf]PT

-симметриялы редукцияларды ескере отырып, (1+1) және (2+1) өлшемді ХМБ типті бейлокалды интегралданатын жүйелерге жан-жақты әрі кешенді зерттеу жүргізілді. Зерттеу мазмұны конструктивтік және тұжырымдамалық нәтижелерді үйлестіреді: Лакс жұбы арқылы интегралдауды қатаң түрде негіздеуден бастап, Дарбу түрлендіруі әдісімен дербес аналитикалық шешімдерді айқын түрде құруға және олардың динамикалық қасиеттерін терең талдауға дейінгі мәселелер қарастырылды.

(1+1)-өлшемді жағдайда бейлокалды ХМБ жүйесі үшін Лакс ұсынуы алынып, нөлдік қисықтық шартымен үйлесетін Дарбу түрлендіруі шығарылды. Бұл жаңа өрістер үшін тұйықталған формулаларды жазуға және қарапайым «seed» конфигурациялар негізінде дербес шешімдерді құруға мүмкіндік берді. Редукция таңбасының (фокусирлеуші немесе дефокусирлеуші) өзгеруі солитондық профилдердің пішінін, амплитуда–фаза сипаттамаларын және локалдану қасиеттерін түбегейлі өзгертетіні көрсетілді; мұндағы локал моделдерде принципті түрде болмайтын әсерлер кешені айқындалады.

(2+1)-өлшемді жағдайда 
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-симметриялы бейлокалды редукциялардың математикалық жіктелуі жүргізіліп, бастапқы жүйемен үйлесімділік шарттары нақтыланды және интегралданудың сақталуын қамтамасыз ететін параметрлік шектеулер анықталды. Тиісті Лакс жұптары құрылып, Дарбу түрлендіруі жүзеге асырылды, бұл дербес шешімдерді алуға және дифракциялық әсерлердің көпөлшемді бейлокал толқындардың құрылымы мен эволюциясына ықпалын бақылауға мүмкіндік берді. Екіөлшемді геометрияда қосымша модуляциялық модалар мен фазалық деформациялар мен локализацияның өзгеруін қамтитын өзара әрекеттесудің тривиалды емес сценарийлері пайда болатыны атап өтілді.

Негізгі нәтижелер қатарына мыналар жатады: i) Локалды (1+1)-өлшемді ХМБ жүйесінің бейлокалды аналогтарын құрастыру; ii) Алынған (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелеріне сәйкес Лакс жұптарын алу арқылы олардың интегралданатындығын теориялық тұрғыдан негіздеу; iii) (1+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелерінің дербес аналитикалық шешімдерін Дарбу түрлендіру әдісі көмегімен құру; iv) ХМБ жүйесінің (2+1)-өлшемді бейлокалды аналогтарын тұжырымдап, 
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-симметриялы редукциялардың әртүрлі типтерін бөліп көрсету және оларды классификациялау;(v) Сәйкес Лакс жұбын құру негізінде (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелерінің интегралдануын дәлелдеу; (vi) Дарбу түрлендіруі әдісі арқылы (2+1)-өлшемді бейлокалды ХМБ жүйелерінің дербес шешімдерін алу. Бұл нәтижелердің жиынтығы бейлокалды солитондық динамиканың теориялық негізін кеңейтіп, кейінгі зерттеулерге арналған әдістемелік құралдар кешенін қалыптастырады.

Алынған модельдер мен шешімдер бейсызық оптикадағы және физиканың сабақтас салаларындағы процестерді сипаттау үшін қолданбалы маңызға ие, мұнда күшейту мен жұтылу тепе-теңдігі, тиімді 
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-симметриялардың болуы және бейлокалдық көріністері маңызды рөл атқарады. Шығарылған формулалар сандық схемаларды тестілеу, конфигурациялардың көппараметрлі топтарын құру және белсенді орталарда эксперименттік бақыланатын режимдерді интерпретациялау үшін тиімді.

Алдағы жұмыстар дербес шешімдерді, бризерлер мен қиратушы толқындарды жүйелі түрде құруға, олардың орнықтылығын және өзара әрекеттесу сценарийлерін зерттеуге, сондай-ақ әзірленген әдістерді интегралданатын моделдердің неғұрлым күрделі бейлокалды жалпылауларына бейімдеуге бағытталуы мүмкін. Аралас бейлокалды редукцияларды, квазипериодтық және стохастикалық модуляцияланған режимдерді, сондай-ақ интегралдану теориясының алгебралық және геометриялық құрылымдарымен байланыстарды зерттеу ерекше қызығушылық тудырады. Осылайша, алынған нәтижелер жүргізілген талдауды қорытындылап қана қоймай, бейлокалды сызықты емес динамиканы одан әрі теориялық және қолданбалы тұрғыдан зерттеуге берік платформа қалыптастырады.
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