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ВВЕДЕНИЕ

Общая характеристика работы. Диссертационное исследование посвящено изучению многопериодических решений систем уравнений в частных производных первого порядка, главные части которых определяются линейными соотношениями
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Положив 
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, оператор (0.1) можно представить в виде
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где 
[image: image45.wmf](

)

n

D

D

D

,...,

1

=

 – векторный оператор; 
[image: image46.wmf](

)

(

)

[

]

t

a

t

A

k

ji

k

,

,

t

t

=

 – квадратная матрица.


Тогда общий вид исследуемой системы можно записывать в форме квазилинейного векторного уравнения
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В данной работе исследуются вопросы упрощения оператора (0.2), разрабатывается метод интегрирования и изучения многопериодических решений, когда матрицы 
[image: image48.wmf]k

A

 и 
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 являются постоянными.

Актуальность исследования обусловлена необходимостью разработки новых эффективных методов исследования многопериодических решений систем уравнений с различными операторами дифференцирования.

Методы интегрирования систем квазилинейных дифференциальных уравнений с одинаковой главной частью, изложены в фундаментальных трудах [1-4].

Если обратимся к истории вопроса интеграции уравнений (0.3) с оператором (0.2), то он в аналитическом случае исследован С.В.Ковалевской в 1874-1885 годы методом мажорации. Таким образом, получила широкую известность теорема Коши-Ковалевской о решении начальной задачи для уравнений (0.2)-(0.3).


После появления классических трудов Л.Эйлера (1768-1770) и Ж.Лагранжа (1774) по созданию вариационного исчисления, в частности, по интегрированию уравнений в частных производных, С.В.Ковалевская в 1888 году получила фундаментальные результаты по решению задачи о вращении твердого тела вокруг неподвижной точки, которые были удостоены премии Парижской Академии наук. В связи с этим, следует обратить внимание на важность исследования колебательных решений уравнений со многими частотами, которые сводятся к уравнениям вида (0.2)-(0.3).


Основы общей теории систем уравнений в частных производных первого порядка в гладком случае, заложены в работах И.Г.Петровского [1]. Главным способом решения таких систем является метод характеристик Коши, суть которого заключается в сведении задачи к интегрированию обыкновенных дифференциальных уравнений. Сведение такого характера Лагранж назвал искусством.


Одним из приемов реализации метода характеристик является приведение оператора (0.2) с двумя переменными к каноническому виду, приведенному в [1, стр. 80]. В этой работе уравнение (0.3) названо эллиптическим, если матрица коэффициентов 
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 не имеет действительных корней. В случае неэллиптичности уравнения (0.3), но приводимости к каноническому виду, названо гиперболическим.


Если каждая из матриц 
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 действительных и различных  собственных значений, то уравнение (0.3) называется гиперболическим в узком смысле [4, стр. 24]. Метод исследования данной работы тесно связан с методами теории уравнений в частных производных, когда матрицы 
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 оператора (0.2) в скалярном случае (0.1) обладают свойствами
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При выполнении условия (0.4) канонический вид 
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 оператора 
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 имеет форму
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то есть, все уравнения системы (0.3) после приведения имеют один и тот же оператор дифференцирования 
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В частности, при 
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где 
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 – векторный оператор; 
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 – знак скалярного произведения.

Известно, что основа теории многопериодических решений систем уравнений в частных производных с одним оператором дифференцирования заложена в работах [5-15].

Многопериодические решения уравнений с оператором (0.6) исследованы в работе В.Х.Харасахала [5].


Специальный случай (0.4) оператора 
[image: image69.wmf]D

 приводимый к линейному оператору с оператором (0.5) в многопериодическом случае достаточно полно исследован в работах Д.У. Умбетжанова [6-8], Ж.А. Сартабанова [9-15], А.Б. Бержанова [16-18] и др. [19-26].

В данной диссертационной работе эти исследования развиты для уравнений вида (0.3) с оператором (0.2) в узкогиперболическом случае на основе новых разработанных методов.


Говоря об актуальности темы диссертационного исследования, нельзя не упомянуть фундаментальные труды по теории колебаний.

Известно, что теория периодических решений обыкновенных дифференциальных уравнений разработана в трудах А.М. Ляпунова [27] и А. Пуанкаре [28].

Развитие этой теории по исследованию многочастотных периодических колебаний, описываемых как обыкновенными дифференциальными уравнениями, так и уравнениями в частных производных, связанных с методами усреднения и интегральных многообразий, освещено в фундаментальных трудах Н.М. Крылова, Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольского, А.М. Самойленко [29-32] и их последователей.

Бурное развитие методов многочастотных колебаний получило в связи с созданием КАМ-теории А.Н.Колмогорова, В.И. Арнольда и Ю. Мозера [33-37].

Начиная со второй половины двадцатого столетия развиваются методы исследования многочастотных колебаний, основанные на переходе от обыкновенных дифференциальных уравнений к уравнениям в частных производных первого порядка и от исследования квазипериодических решений обыкновенных дифференциальных уравнений к исследованию многопериодических решений уравнений в частных производных. Такой переход реализуем благодаря теореме Бора [38] о глубокой связи непрерывных квазипериодических функций одной переменной с непрерывными периодическими функциями от многих переменных. Этот своеобразный метод берет свое начало с работ В.Х. Харасахала [5]  и развит Д.У. Умбетжановым [6-8] и их последователями Ж.А. Сартабановым [9-15], А.Б. Бержановым [16-18] и др. [19-26]. Основные результаты по многопериодическим решениям уравнений в частных производных относятся к системам уравнений с одинаковым оператором дифференцирования, когда матричный оператор дифференцирования является параболическим. Вопрос развития методов исследования многопериодических решений систем уравнений в частных производных гиперболического типа поднят Д.У.Умбетжановым [7], но он остался на начальном этапе развития. Им исследован вопрос существования и единственности многопериодического решения системы, когда ее соответствующая линейная система образует самостоятельные подсистемы с параболическими оператороми дифференцирования.

Исследование данной диссертационной работы по части многопериодических решений посвящено разработке методов интегрирования и изучения вопросов существования многопериодических решений узкогиперболических квазилинейных уравнений с матричными операторами дифференцирования по переменным произвольного количества и с произвольной матрицей коэффициентов.


Актуальность исследования связана с приложениями уравнений вида (0.3) с квазилинейными матричными операторами дифференцирования
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Рассмотрим нелинейную систему уравнений Эйлера движения жидкости [4]
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[image: image77.wmf](

)

t

y

x

p

p

,

,

=

 – давление в жидкости; через 
[image: image78.wmf]t

u

, 
[image: image79.wmf]x

u

, 
[image: image80.wmf]y

u

 обозначены производные по 
[image: image81.wmf]t

, 
[image: image82.wmf]x

, 
[image: image83.wmf]y

 функции 
[image: image84.wmf]u

 соответственно, аналогично обозначены производные остальных функций 
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Система (0.8) описывает динамику жидкостей на плоскости, причем первое уравнение означает сохранение импульса вдоль оси 
[image: image92.wmf]x

, второе – сохранение импульса вдоль оси 
[image: image93.wmf]y

, третье – сохранение массы, а четвертое – сохранение энергии.


Общим случаем системы (0.8) является векторно-матричное уравнение вида (0.3) с оператором (0.7). Следовательно, уравнение вида (0.3) с операторами дифференцирования (0.2), (0.5) и (0.6) относятся к простейшим случаям системы (0.8).


Систему (0.8) более подробно можно представить в виде
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Далее, систему запишем в векторно-матричной форме
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Положив 
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и вычислив матрицы
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нелинейную систему уравнений Эйлера (0.8) в векторно-матричной форме представим в виде
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с коэффициентами 
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, определенными соотношением (0.9).


В качестве другого примера прикладного характера, рассмотрим уравнение конвективной диффузии
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связанное с распространением температурных волн на бесконечной прямой 
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 по времени 
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Положив 
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. Следовательно, уравнение (0.10) можно представить в виде системы
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Если определим вектор 
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то имеем векторное уравнение
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с постоянным матричным оператором 
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Далее, рассмотрим каноническое уравнение гиперболического типа [39]
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Положим
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Вычислим
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Тогда положив 
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[image: image128.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

a

a

A

0

0

1

, 
[image: image129.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

0

1

0

1

B


и вектор-функцию 
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 получим векторно-матричное уравнение
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с постоянным матричным 
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 оператором дифференцирования
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В частности, телеграфное уравнение [40]
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заменами 
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, сводится к системе уравнений
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которая с помощью матриц
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и вектора 
[image: image141.wmf](
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с матричным оператором дифференцирования
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Известно, что уравнения гиперболического типа называют волновыми уравнениями. Во многих случаях прикладного характера их решения связаны с периодично бегущими волнами (например формула Даламбера). Следовательно, определенный интерес представляют вопросы, связанные с многопериодичностью решений по всем переменным или по их частям.


Таким образом, актуальность диссертационного исследования обоснована как в теоретическом, так и в прикладном аспекте.

Современное состояние темы. Исследование систем с матричным оператором дифференцирования начинается с упрощения самого оператора дифференцирования по независимым переменным 
[image: image144.wmf](
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 [1], а для случая 
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 вопрос упрощения матричного оператора, в общем случае, оставался открытым. В диссертационном исследовании приводится решение этой проблемы.

Проблемы многопериодических решений квазилинейных систем оставались не исследованными, когда оператор дифференцирования состоит из двух параболических компонентов, а линейная часть системы, соответственно, не является диагонально-блочной. В данном исследовании развивается подход работы [41, 42] к изучению многопериодических решений квазилинейных систем.

За исключением некоторых частных случаев, в общем виде не был исследован вопрос о развитии метода характеристик по решению начальной задачи для случая систем гиперболического типа с матричным оператором дифференцирования при 
[image: image148.wmf],
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 включая случай гиперболичности в узком смысле. В диссертационной работе разработан метод исследования узкогиперболической системы с любым количеством независимых переменных и решается задача о ее многопериодических решениях.


Целью настоящей работы является: разработка метода упрощения оператора дифференцирования, методики интегрирования и исследования многопериодических решений линейных и квазилинейных систем с различными операторами дифференцирования, а также краевой задачи для линейной гиперболической в узком смысле системы.

Задачи исследования:

1) разработать метод приведения матричного оператора дифференцирования по 
[image: image149.wmf]1

+

m

 переменным к линейному оператору с матричным оператором дифференцирования по 
[image: image150.wmf]m

 переменным;

2) установить существование многопериодических нулей многопериодического оператора с постоянными коэффициентами в узкогиперболическом случае;

3) разработать методику интегрирования линейных систем с двумя различными операторами дифференцирования и установить достаточные условия существования многопериодических решений в некритическом случае;

4) на основе разработанного метода получить достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с двумя различными операторами дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы;

5) получить достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для линейных уравнений с гиперболическим оператором дифференцирования в узком смысле и установить достаточные условия существования единственного многопериодического решения этих уравнений;

6) получить достаточные условия разрешимости краевой задачи для системы уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования;
7) на основе разработанной методики получить достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы.

Объектом исследования являются решения линейных и квазилинейных систем от многих независимых переменных с различными операторами дифференцирования и их многопериодичность.
Предметом исследования являются вопросы существования и построения многопериодических решений и решений начально-краевых задач для линейных и квазилинейных систем с различными операторами дифференцирования; проблемы упрощения матричных операторов дифференцирования; разработка метода дополнительных переменных и метода проекторов по решению задач для узкогиперболических систем.
Научная новизна:
1) разработан метод приведения матричного оператора дифференцирования по 
[image: image151.wmf]1

+

m

 переменным к линейному оператору с матричным оператором дифференцирования по 
[image: image152.wmf]m

 переменным, основанный на переходе вдоль характеристики одной из переменных;

2) установлено существование бесконечного множества многопериодических нулей многопериодического оператора с постоянными коэффициентами в узкогиперболическом случае;

3) разработан подход к интегрированию линейных систем с двумя различными операторами дифференцирования и установлены достаточные условия существования многопериодических решений в некритическом случае;

4) на основе разработанного метода получены достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с двумя различными операторами дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы;

5) разработан метод введения дополнительных переменных для линейных уравнений с гиперболическим оператором дифференцирования в узком смысле;

6) разработан метод проекторов перехода от одной переменной к другой для системы гиперболической в узком смысле, получены достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для линейных уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и установлены достаточные условия существования единственного многопериодического решения этих уравнений;

7) получены достаточные условия разрешимости краевой задачи для системы уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования;
8) на основе разработанного метода получены достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы.

Положения, выносимые на защиту:
· метод приведения матричного оператора дифференцирования по 
[image: image153.wmf]1
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 переменным к линейному оператору с матричным оператором дифференцирования по 
[image: image154.wmf]m

 переменным, основанный на переходе вдоль характеристики одной из переменных;

· существование бесконечного множества многопериодических нулей многопериодического оператора с постоянными коэффициентами в узкогиперболическом случае;

· методика интегрирования линейных систем с двумя различными операторами дифференцирования и достаточные условия существования многопериодических решений в некритическом случае;

· достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с двумя различными операторами дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы;

· метод введения дополнительных переменных для линейных уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования;

· метод проекторов перехода от одной переменной к другой для системы гиперболической в узком смысле, достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для линейных уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и достаточные условия существования единственного многопериодического решения этих уравнений;

· достаточные условия разрешимости краевой задачи для системы уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования;
· достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы.


Достоверность и обоснованность. В диссертационной работе широко применяются методы и результаты теории дифференциальных уравнений в частных производных, теории колебания и теории операторов. Основным методом исследования и решения задач, рассматриваемых в диссертации, являются методы Харасахала-Умбетжанова и методы работ Ж.А.Сартабанова [6-15] по их развитию.
Теоретическая и практическая значимость результатов. Результаты диссертации носят, в основном, теоретический характер. Научная значимость работы заключается в разработке методов по упрощению матричного оператора дифференцирования и по реализации метода характеристик на узкогиперболичесие квазилинейные системы с матричными операторами дифференцирования, а также, в установлении достаточных условий их многопериодических решений и решений начально-краевых задач. Разработанные методы имеют широкую перспективу в теории уравнений в частных производных.

Связь данной работы с другими научно-исследовательскими работами. Квазилинейными аналогами уравнений данной работы записываются разнообразные волновые процессы, связанные с системами, отвечающими средам из невзаимодействующих частиц, относящимися к различным типам систем уравнений, в частности к узкогиперболическому.

При исследовании систем таких видов переходя от поля сплошной среды к частицам во многих случаях удается обнаруживать тесную связь их c системами обыкновенных дифференциальных уравнений. Метод сведения такого характера  является искусством решения задач для систем уравнений в частных производных. Этим принципам придерживается значительная часть исследователей задач данного направления, например [43-47]. В связи с этим, в качестве примера, можно отметить подход исследования [48], который базируется на методе годографа.


Исследования гиперболических, сильно гиперболических, полулинейных гиперболических систем, как выше отмечено, представляют определенный интерес в связи с тем, что они часто находят применение в прикладных задачах. С системами такого вида можно сталкиваться и при проведении теоретических разработок. Ради справедливости этого суждения отметим, что в работе [49-52] эти системы появляются при исследовании задач о многообразиях.


Рассматриваемая нами задача связана с волновыми процессами, которые описываются их глобально определенными решениями, обладающими колебательными свойствами [53-62], в частности, периодическими, полупериодическими и многопериодическими, отметим работы [63-81].

Личный вклад автора заключается в том, что все результаты, приведенные в диссертации, получены автором самостоятельно. Участие научных консультантов заключается в постановке задач и обсуждении полученных результатов.
Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и обсуждались на следующих конференциях и семинарах: 

· VIII Международная научная конференция «Проблемы дифференциальных уравнений, анализа и алгебры». Актобе, 1 ноября, 2018;

· Традиционная международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки Республики Казахстан и Workshop «Problems of modelling processes in electrical contacts» посвященный 80-летнему юбилею академика НАН РК С.Н. Харина. Алматы, 3-5 апреля, 2019;

· Международная научная конференция «Теоретические и прикладные вопросы математики, механики и информатики», приуроченная к 70-летию д.ф.-м.н., профессора М.И.Рамазанова. Караганда, 12-13 июня, 2019;
· Международная конференция «Актуальные проблемы анализа, дифференциальных уравнений и алгебры» (EMJ-2019), посвященная 10-летию выпуска журнала «Eurasian Mathematical Journal». Нур-Султан, 16-19 октября, 2019;

· Традиционная международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки РК. Алматы, 5-8 апреля, 2020;

· Традиционная международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки Республики Казахстан, посвященная 75-летию академика НАН РК Т.Ш.Кальменова. Алматы, 5-8 апреля, 2021;

· VI Международная научная конференция «Нелокальные краевые задачи и родственные проблемы математической биологии, информатики и физики». Нальчик, 5-9 декабря, 2021;
· IX Международная научная конференция «Проблемы дифференциальных уравнений, анализа и алгебры». Актобе, 24-28 мая, 2022;

· Научный семинар кафедры математики АРУ им.К. Жубанова «Проблемы прикладной математики и информатики» (руководитель семинара – д.ф.-м.н., профессор Сартабанов Ж.А.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 13 работ, в том числе 1 публикация в рейтинговом научном журнале, индексируемом в базе Scopus, 4 публикации в научных изданиях, входящих в перечень, рекомендованный Комитетом по обеспечению качества в сфере образования и науки МОН РК для публикации основных научных результатов научной деятельности, 8 публикаций в материалах международных конференций.

Краткое содержание работы. В подразделе 1.1 первого раздела работы приводится понятие оператора 
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. Оператор (0.11) называется матричным оператором дифференцирования.


Чтобы исследовать оператор (0.11), в подразделе 1.2 предварительно исследуется оператор с постоянными коэффициентами, в частности, оператор с двумя независимыми перменными


[image: image164.wmf]t

x

A

x

Dx

¶

¶

+

¶

¶

=

t

,                                              (0.12)

где 
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 – постоянная матрица, 
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 является скалярным.


Определяется нуль оператора (0.12) удовлетворяющий уравнению
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с начальным условием
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и доказывается следующая теорема.


Теорема 0.1. Оператор (0.12) имеет единственный нуль, удовлетворяющий начальному условию (0.14), то есть задача (0.13)-(0.14) однозначно разрешима, причем она допускает бесконечное множество многопериодических по 
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В подразделе 1.3 приводится проблема интегрирования уравнений с матричными операторами дифференцирования, затем рассматривается матричный оператор дифференцирования
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с постоянными матрицами 
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Решается проблема приведения матричного оператора дифференцирования 
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Доказывается следующая теорема редукции.

Теорема 0.2 (Теорема редукции). Оператор дифференцирования 
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 связаны соотношением 
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 – характеристики оператора 
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В подразделе 1.4 рассматривается приведение к каноническому виду многопериодических матричных операторов дифференцирования и существование нулей этих операторов.


Во втором разделе исследуются многопериодические решения линейных систем уравнений с постоянными коэффициентами и различными операторами дифференцирования.


В подразделе 2.1 приводится представление многопериодических решений линейных систем с двумя операторами дифференцирования на основе проекторов.


Рассматривается линейная система


[image: image185.wmf](

)

t

f

Bx

Dx

,

t

+

=

,                                                (0.15)

где 
[image: image186.wmf](

)

2

1

,

x

x

x

=

 – искомая вектор-функция, 
[image: image187.wmf]i

x

 – 
[image: image188.wmf]i

n

-вектор, 
[image: image189.wmf]n

n

n

=

+

2

1

, 
[image: image190.wmf](

)

2

1

,

D

D

D

=

 – оператор дифференцирования с различными компонентами
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 – скалярное произведение векторов 
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Ставится задача о разработке методики интегрирования, об установлении условий существования 
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-периодических решений системы (0.15) и об их интегральных представлениях.

Доказывается следующая теорема.

Теорема 0.3. При условии 


[image: image213.wmf](

)

(

)

(

)

m

e

t

R

R

C

t

f

´

Î

,

0

,

,

t

t


единственное решение 
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 линейной неоднородной системы (0.15), удовлетворяющее начальному условию 
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 – матрицант однородной системы соответствующей системе (0.15), 
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Пусть вектор-функции 
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Тогда имеет место следующая теорема.

Теорема 0.4. При условиях (0.18) и 
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Далее, в подразделе 2.2 рассматривается линейная система уравнений
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Система (0.19) называется гиперболической в узком смысле, если каждая из матриц 
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Линейной неособенной заменой 
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с оператором дифференцирования
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Вводится оператор 
[image: image255.wmf][

]

n

diag

P

P

=

P

,...,

1

, который действует на вектор-функцию 
[image: image256.wmf](

)

(

)

[

]

m

i

t

t

y

t

y

,...,

,

,

1

t

t

=

 в виде


[image: image257.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

t

y

t

y

t

t

y

t

t

y

t

t

y

j

j

mj

j

j

n

j

j

n

,

,

,...,

,

,...,

,

,...,

,

1

1

1

t

t

t

t

t

=

=

=

P

=

P

,

где 
[image: image258.wmf](

)

n

t

t

t

,...,

1

=

, 
[image: image259.wmf](

)

mj

j

j

t

t

t

,...,

1

=

.

Далее, вводятся операторы 
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с постоянной матрицей 
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 и свободным членом
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где обозначение произведения через «
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» означает предварительное снабжение элементов матрицы 
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Доказывается следующая лемма.

Лемма 0.1. Уравнение (0.21) с начальным условием
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определенное на основе произведений с проектором 1) нуля оператора 
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 и          2) свободного члена, определенного вдоль характеристики с матрицантом 
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На основе леммы 0.1 доказывается следующая теорема.

Теорема 0.5. При условиях 
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и справедлива оценка 
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Далее в этом подразделе применяется метод введения дополнительных переменных к исследованию краевой задачи для линейной гиперболической в узком смысле системы
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и граничным условием
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 – оператор дифференцирования 
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с постоянными матрицами 
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Предполагается, что гладкая 
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обратима, то есть, существует матрица 
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Основная задача заключается в выяснении условий дополнительных к условиям (0.25)-(0.28), обеспечивающих разрешимость задачи (0.23)-(0.24).


Доказывается следующая теорема.

Теорема 0.6. При условиях (0.25)-(0.28) и 
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В третьем разделе исследуются многопериодические решения квазилинейных систем уравнений с различными операторами дифференцирования.


В подразделе 3.1 рассматривается квазилинейная система уравнений
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с начальным условием
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с рационально несоизмеримыми периодами 
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Из условия (0.30) вытекают следующие свойства
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Вводится пространство 
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Доказывается следующая теорема.

Теорема 0.7. При условиях (0.30), 
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квазилинейное уравнение (0.29) имеет единственное многопериодическое решение 
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В подразделе 3.2 методом введения дополнительных переменных исследуются многопериодические решения квазилинейных гиперболических в узком смысле систем уравнений с постоянными коэффициентами
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 – вектор-функция независимых переменных 
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Действуя оператором 
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 и проектором 
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 на гиперболическую в узком смысле систему (0.31) и начальное условие (0.32) имеем систему
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где вектор-функция 
[image: image383.wmf](

)

(

)

[

]

S

Î

=

y

t

y

t

i

i

,

,

,

,

t

j

t

j

 обладает свойством
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 – одна из известных трех видов нормы вектора; обозначение композиции через «
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» означает предварительное снабжение элементов вектор-функции 
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 проектором 
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[image: image392.wmf]y

.


Отметим следствия условия (0.33) при 
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 – положительные постоянные.


Вводим пространство 
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Доказывается следующая теорема.

Теорема 0.8. При условиях 
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квазилинейное уравнение (0.31) имеет единственное решение 
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Диссертационное исследование посвящено трем взаимосвязанным вопросам. Первое из них – вопрос редукции оператора дифференцирования по 
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 переменным к оператору дифференцирования по 
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 переменным на основе приведения коэффициентных матриц к каноническим видам и постепенного перехода к характеристикам одной из переменных. Этот раздел связан с интегрированием уравнений с оператором матричного дифференцирования общего вида, когда оператор имеет многопериодические коэффициенты. Предложенный в данной работе новый метод упрощения оператора применим независимо от типов уравнений. Ранее в исследованиях такого характера рассматривался случай 
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 вопрос о приведении оператора изучался только при выполнении свойства коммутативности коэффициентных матриц.

Вторым вопросом является интегрирование и исследование многопериодических решений уравнений узкогиперболического типа с постоянными матрицами методом блочных матриц в случае двух переменных. В данном случае оператор дифференцирования 
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 определяется одной постоянной матрицей 
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Деление матрицы на блоки оправдано, когда 
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 – нулевые блоки. При этом частично решаются размерностные трудности систем. Если 
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 являются параболическими, то есть, каждая из них имеет по одному собственному значению 
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, соответственно, с простыми элементарными делителями, то в случае 
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 уравнение имеет два различных оператора дифференцирования. Далее, развивается теория уравнений с такими двумя операторами дифференцирования. Эту теорию можно развивать и в случае когда 
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 при некоторых дополнительных условиях относительно блоков матрицы. Такой подход исследования называется методом блочных матриц [1, 41, 42].


В данном исследовании изучается вопрос реализуемости метода блочных матриц. Как правило, деление на блоки матрицы производится по свойствам блоков, а не матрицы. В работе устанавливается, что существуют два деления на блоки и соответственно развиваются две методики реализации этого метода по решению вопросов интегрирования и проблем существования и построения многопериодических решений.


Третий основной вопрос посвящен разработке общего метода интегрирования уравнений с оператором дифференцирования по многим переменным с постоянными матричными коэффициентами гиперболического типа в узком смысле и проблем их многопериодических решений. Этот вопрос изучен для случая двух переменных, то есть когда 
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 является одномерным [7]. Метод данного исследования [7] пригоден для решения основного вопроса при любом 
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. При этом каждое уравнение системы имеет свой оператор дифференцирования. Этот метод интегрирования в сочетании с методом первого раздела можно развивать для системы гиперболического типа с переменными матричными коэффициентами. Метод имеет широкую перспективу применения в теории уравнений с частными производными, представляемых при помощи матричных операторов дифференцирования.


Из описания изученных вопросов и полученных результатов заметно, что диссертационное исследование посвящено приоритетным задачам теории систем уравнений с частными производными первого порядка.

1
ЛИНЕЙНЫЙ МАТРИЧНЫЙ ОПЕРАТОР ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ПО МНОГИМ ПЕРЕМЕННЫМ

1.1 Понятие о матричном операторе дифференцирования и задачи, связанные с такими операторами


Линейные дифференциальные операторы по 
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Если хотя бы одна из матриц 
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 слева, можно рассмотреть приведенный оператор
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Такой дифференциальный оператор называется неособенным.


Часть линейного дифференциального оператора 
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 называется его главной частью или, для краткости, назовем оператором дифференцирования вида
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В приведенном случае оператор дифференцирования имеет вид


[image: image446.wmf](

)

å

=

¶

¶

+

¶

¶

=

m

k

k

k

t

t

A

D

1

,

t

t

.


Таким образом, линейный  оператор 
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В частности, приведенный оператор в неособенном случае имеет вид
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Если все матрицы 
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 имеют определители равные нулю, то есть
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во всех точках 
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 рассматриваемой области, то 
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 называется оператором с особенностями.


Особенность оператора называется гиперболической, если все матрицы 
[image: image456.wmf]k
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 гиперболичны.


Например, оба вида канонических уравнений гиперболического типа представимы в виде линейных дифференциальных операторов с гиперболическими особенностями.


I. Рассмотрим первый канонический вид уравнения гиперболического типа
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 ​​– некоторые постоянные.


Положим
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Составим характеристическое уравнение
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и найдем собственные значения
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Тогда, положив 
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или 
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Уравнение имеет особенность – гиперболическую (гиперболическая особая точка) так как собственные значения 
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II. Рассмотрим второй канонический вид уравнения гиперболического типа
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Пологая 
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Тогда, положив 
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или
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имеет гиперболическую особую точку, так как 
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 имеют действительные собственные значения:
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Теперь рассмотрим вопрос о приведении оператора 
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 к каноническому виду.

Пусть оператор 
[image: image493.wmf]D

 действует на 
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 соотношением вида
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с 
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-матричными коэффициентами 
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Оператор 
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 называется матричным оператором дифференцирования.


Вопрос о приведении к каноническому виду систем с оператором (1.1.1) в случае 
[image: image503.wmf]1
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 рассмотрен в [1, стр. 73-82]. В [1] введены понятия: каноничности системы, ее эллиптичности и гиперболичности, а также гиперболичности в узком смысле.


В данной работе рассматривается случай, когда все матрицы 
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 являются постоянными.


В работе [3, стр. 214-221] на важность исследования систем с квазилинейным оператором 
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 обращается особое внимание и приводится методика решения векторного уравнения
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 с постоянными матрицами 
[image: image507.wmf]k

A

, когда 
[image: image508.wmf]1

=

k

.


Задачи различных направлений для систем вида
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рассмотрены многими авторами [2, стр. 96], [4, стр. 55], [39, стр. 26].


В работе [7, стр. 146-170] изучаются вопросы теории колебаний для систем с оператором 
[image: image510.wmf]D

 с постоянными матрицами. 

Данная работа посвящена развитию этих исследований.


Очевидно, что изучение всякой задачи для векторного уравнения (1.1.3) начинается с исследования решений однородного уравнения (1.1.2) – нулей оператора 
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Основным методом решения таких уравнений является метод приведения оператора к каноническому виду. Реализация этого метода при 
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 является нерешенной проблемой. Об этой проблеме, суть которой сводится к вопросу отсутствия матрицы преобразования, одновременно приводящей к каноническим видам все матрицы 
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, подробно изложено в [7, стр. 159-166].

Отметим, что в связи с этой проблемой в диссертационной работе рассматриваются системы с каноническими операторами дифференцирования.


Если все матрицы 
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 имеют действительные собственные значения, то уравнение (1.1.3) называется гиперболическим.


В частности, если у каждой матрицы 
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 действительные и различные, то уравнение (1.1.3) называется гиперболическим в узком смысле. В данных исследованиях рассматриваем задачи для такого случая.

1.2 О нулях матричного оператора дифференцирования с двумя независимыми переменными

Сначала рассмотрим случай оператора 
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, когда 
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 является скалярным.

Рассмотрим оператор 
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Чтобы привести этот оператор к каноническому виду, положим 


[image: image519.wmf]Ky

x

=

                                                    (1.2.2)

и матрицу 
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 выберем так, чтобы матрица
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была жордановой канонической формой матрицы 
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. Тогда оператор (1.2.1) примет вид
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где 
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Оператор 
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, определенный соотношением вида (1.2.4) называется каноническим для оператора 
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В случае узкой гиперболичности оператора 
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 матрица 
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 имеет диагональный вид:
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Следовательно, оператор (1.2.4) можно представить в координатной форме 
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Решения уравнения
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называются нулями оператора 
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Чтобы решить уравнение (1.2.6) в соответствии с (1.2.2)-(1.2.5) приводим к каноническому виду
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или в координатной форме
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который является системой несвязанных между собой уравнений
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Для решения уравнений (1.2.9), согласно общей теории уравнений с частными производными составим характеристические уравнения
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Отсюда имеем решения


[image: image542.wmf](

)

0

0

t

t

l

-

+

=

j

t

t

,                                        (1.2.10)
исходящие из точки 
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Функции 
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, определенные соотношением (1.2.11) называются характеристиками оператора 
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 или уравнений (1.2.9), а следовательно, уравнений (1.2.8) и векторного уравнения (1.2.7).

Из (1.2.10) и (1.2.11) легко определить, что
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которые называются базовыми первыми интегралами или базовыми характеристическими интегралами оператора 
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удовлетворяет тождесту
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 произвольная дифференцируемая при 
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 вектор-функция, то сложная вектор-функция вида
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является нулем оператора 
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D

:

[image: image557.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

,

,

,...,

,

,

,

,

0

0

0

1

0

1

1

0

º

º

*

*

*

t

h

y

D

t

h

y

D

t

y

D

n

n

n

t

t

t

t

t

t


при 
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Если допустим, что 
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 многопериодическая гладкая вектор-функция, то в силу линейности характеристических интегралов 
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 являются также многопериодическими, но периоды могут быть другими.

Следовательно, нули оператора 
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 могут быть многопериодическими по 
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В частности, 
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 можно подобрать так, чтобы нули оператора 
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 имели нужные периоды.
Например, если 
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Так как 
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 является оператором дифференцирования, то сдвигом 
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Следовательно, 
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Таким образом, 
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В частности, периоды 
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В этом случае имеем двоякопериодические по 
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Множество таких нулей – бесконечное.

Тогда согласно преобразованию (1.2.2) имеем решение уравнения (1.2.6)
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которое является 
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Таким образом, оператор 
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[image: image607.wmf](

)

t

x

,

t

, удовлетворяющий начальному условию


[image: image608.wmf](

)

(

)

(

)

R

C

t

x

x

1

0

0

Î

=

=

t

t

,                                        (1.2.14)
причем этот оператор может иметь бесконечное множество 
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Таким образом, доказана следующая теорема.


Теорема 1.2.1. Оператор (1.2.1) имеет единственный нуль, удовлетворяющий начальному условию (1.2.14), то есть задача {(1.2.6), (1.2.14)} однозначно разрешима, причем она допускает бесконечное множество многопериодических по 
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1.3 Приведение матричного оператора дифференцирования с 
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Рассмотрим вопрос о проблеме интегрирования уравнения (1.1.3) с оператором (1.1.1), представленного в виде
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Относительно решения этого вопроса сложилось мнение об обязательном приведении уравнения (1.3.1) к каноническому виду
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где 
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где 
[image: image625.wmf]k
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 – некоторые неособенные постоянные матрицы.


Также приведение возможно, если существует общая неособенная матрица 
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Но из курса линейной алгебры известно [82], что это возможно, если только матрицы 
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Соотношения (1.3.3)-(1.3.5) относительно приведения уравнения (1.3.1) к (1.3.2) приводят к отысканию других путей приводимости этих уравнений.


Такой путь нами найден, который предложен далее.
Рассмотрим матричный оператор дифференцирования
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с постоянными матрицами 
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Определим нули этого оператора.


Как было отмечено выше, оператор (1.3.6) одним линейным преобразованием не приводится к каноническому виду
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где 
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 – жордановые формы матриц 
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Следовательно, для решения поставленной задачи возникает проблема о разработке нового подхода, упрощающего оператора (1.3.6).


В связи с этим, для начала, вернемся к рассмотрению случая 
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который преобразованием
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где 
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Далее, определим характеристики 
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из решений характеристического уравнения
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Здесь 
[image: image648.wmf]1

1

11

...

t

t

t

n

=

=

=

, 
[image: image649.wmf][

]

n

J

1

11

1

,....,

diag

l

l

=

.


Тогда функция 
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Следовательно, из характеристик 
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)

0

1

0

1

1

,

,

t

h

t

t

t

=

 получим 
[image: image654.wmf](

)

1

0

1

0

1

,

,

t

h

t

t

t

=

, причем имеет место свойство характеристик вида
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позволяющий обратный переход от 
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Из (1.3.10) при 
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 получим тождество
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которое переходит в тождество
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согласно свойству (1.3.11).


Таким образом имеем нижеследующую лемму.


Лемма 1.3.1. Оператор дифференцирования (1.3.7) и оператор полной производной 
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Чтобы найти нуль 
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Очевидно, что нуль 
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Теперь чтобы решить поставленный вопрос для оператора
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достаточно последовательно применить этот прием.


А именно, совершив преобразование 
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оператор (1.3.13) представим в виде


[image: image672.wmf]2

2

2

1

2

1

2

2

2

~

t

y

J

t

y

A

y

y

D

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

*

t

,                                 (1.3.14)

где 
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Далее, заменив 
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 представим в виде 
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Тогда оператор (1.3.14) при этом примет вид
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Теперь заменой
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оператор (1.3.15) приводим к виду
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Далее, повторив вышеприведенные рассуждения, заменив 
[image: image681.wmf]1
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где 
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Тогда, чтобы определить нули оператора (1.3.17) с начальным условием 
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Для того, чтобы решить уравнение 
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с начальной функцией 
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 реализуем обратный переход.


В заключении отметим, что приведение соотношениями (1.3.14-1.3.17) оператора 
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Теперь переходим к рассмотрению общего случая для определения нулей оператора дифференцирования.

Далее, в общем случае реализуем переход от оператора дифференцирования по переменным 
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к оператору дифференцирования по переменным 
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где 
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Для этого матрицу 
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Тогда положив
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из (1.3.19) имеем 
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здесь 
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Далее, положив 
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из (1.3.20) имеем оператор (1.3.18), где функции 
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Таким образом, получим следующую теорему редукции.


Теорема 1.3.1. Пусть функции 
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1.4 Приведение к каноническому виду многопериодических матричных операторов дифференцирования
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где 
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Предположим, что характеристический многочлен
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Это означает, что кратность 
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Следовательно, имеем тождества
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и неравенство
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Кроме того, предположим, что ранги 
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при фиксированном 
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Тогда, согласно [1, стр. 73-92], при этих условиях (1.4.3)-(1.4.6) матрицу 
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где 
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Далее, следует определить вид оператора, полученного из (1.4.1) после замены


[image: image772.wmf](

)

y

t

K

x

,

t

=

,                                           (1.4.8)
в силу следующих очевидных соотношений
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имеем 
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Отсюда слева умножив обе части равентсва на 
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Тогда в силу (1.4.7) из (1.4.9) получим
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Далее, обозначив
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получим связь между оператором 
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 и оператором 
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Если задается уравнение
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то тогда, согласно (1.4.11), заменой (1.4.8) получим уравнение
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с каноническим оператором (1.4.10).


Уравнение (1.4.13) в [1] называется каноническим для уравнения (1.4.12).


Уравнение связи (1.4.11) между исходным 
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 и каноническим 
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 операторами заимствовано из упомянутой работы [1] и здесь изложено в терминах операторов при дополнительном условии многопериодичности матрицы 
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Также следует отметить, что собственные значения 
[image: image790.wmf](

)

t

j

,

t

l

, 
[image: image791.wmf]0

,

1

n

j

=

  определяются как неявные функции из характеристического многочлена. Следовательно, они обладают свойством гладкости того же порядка, что и матрица 
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Из единственности неявной функции, как следствие, имеем 
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Таким образом, доказана следующая теорема.


Теорема 1.4.1. При условиях (1.4.2), (1.4.3)-(1.4.6) матрица 
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и многопериодический гладкий оператор дифференцирования 
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 вида (1.4.1) представляется через канонический многопериодический гладкий оператор 
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 вида (1.4.10) по формуле (1.4.11).


В заключении, еще раз отметим, что вопросы существования и гладкости собственных значений 
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 относится к результатам автора работы [1], а утверждения по части многопериодичности принадлежит данному исследованию. 


Теперь предположим, что оператор 
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 является гиперболическим в узком смысле.


Следовательно, 
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Тогда легко определить характеристики 
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выходящие из точки 
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 определены из характеристической системы
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с исходной точкой 
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Вдоль этих характеристик канонический оператор (1.4.10) обращается в полную производную


[image: image819.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

+

¶

¶

=

*

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

,

,

,

,

,

,

,

,

,

t

h

y

t

t

h

J

t

h

y

D

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t



[image: image820.wmf](

)

0

1

0

,

,

t

w

d

d

t

t

t

=

,                                        (1.4.14)
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Результат сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 1.4.2. При условиях теоремы 1.4.1 канонический оператор (1.4.10) оператора (1.4.1) со свойством (1.4.2) вдоль характеристик 
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 переходит в полную производную функции 
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Следовательно, нули оператора 
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, определяемые уравнением 
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, на основе (1.4.11), связаны с нижеследующим линейным оператором 
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Определив решение уравнения (1.4.15), заменой 
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Далее, заменой (1.4.8) определим нули оператора 
[image: image829.wmf]D

.

Таким образом, согласно соотношениям (1.4.8) и (1.4.11), нули оператора 
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 находим из уравнений
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 определяется соотношениями (1.4.14) и (1.4.15); 
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Теорема 1.4.3. Нули оператора (1.4.1) при условиях теоремы 1.4.2 определяются соотношением (1.4.16).

1.4.2 Приведение матричного оператора дифференцирования с тремя независимыми переменными к оператору дифференцирования с двумя переменными
Рассмотрим оператор дифференцирования с тремя независимыми переменными в узкогиперболическом случае
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с матрицами
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Наша задача состоит в представлении оператора (1.4.17) через оператор 
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Составим характеристические системы
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из которых определим характеристики
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причем в силу (1.5.23) имеем
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Очевидно, что согласно теореме существования и единственности для характеристической системы (1.4.20) характеристики (1.4.21) обладают групповым свойством


[image: image851.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

k

k

k

t

t

t

h

t

t

h

t

t

h

h

=

=

2

1

0

2

1

0

2

2

1

0

1

0

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

t

t

t

t

t

t

t

t

.


Далее, на основе (1.4.19), наряду с оператором (1.4.17) рассмотрим оператор 
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который вдоль характеристик по переменной 
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представляется через вектор-функцию
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в виде
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где 
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 является полной частной производной сложной функции (1.4.22) по 
[image: image861.wmf]t

, 
[image: image862.wmf](

)

(

)

2

1

1

2

1

1

,

,

,

,

,

~

t

t

A

t

t

A

a

t

t

=

, 
[image: image863.wmf](

)

(

)

2

1

2

2

1

2

,

,

,

~

,

,

~

t

t

K

t

t

K

a

t

t

=

, с вектор-параметром 
[image: image864.wmf](

)

n

a

a

a

,...,

1

=

, причем 
[image: image865.wmf]1

0

<

<

j

a

, 
[image: image866.wmf]1

=

å

n

j

j

a

, 
[image: image867.wmf](

)

n

t

t

t

2

21

2

,...,

=

.

Таким образом, соотношение (1.4.23) в более компактной форме записывается в виде
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где 
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с вектор-функцией 
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Итак, имеет место теорема.


Теорема 1.4.4. При условиях теоремы 1.4.1 относительно матриц  (1.4.18) и (1.4.19)  узкогиперболический оператор дифференцирования (1.4.17) по переменным 
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  по переменным 
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Узкогиперболичность оператора 
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 следует из того, что матрица 
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 имеет собственные значения 
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[image: image881.wmf](

)

2

1

1

,

,

t

t

A

t

.


В заключении отметим, что данную теорему можно обобщить на случай произвольного числа переменных 
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[image: image883.wmf]m

 – любое натуральное число) по описанной выше методике.


Также заметим, что приведенные операторы, вообще говоря, не являются периодическими по переменной 
[image: image884.wmf]t

.


Отметим также, что для приведенной методики условие узкогиперболичности является необязательным.

1.4.3 Приведение многопериодического оператора дифференцирования с 
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Рассмотрим оператор дифференцирования узкогиперболического типа с 
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с коэффициентными матрицами 
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Поставим задачу о приведении оператора (1.4.25) к линейному оператору 
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на основе линейного преобразования и замены независимых переменных, где 
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Теорема 1.4.5. Пусть выполнены условия (1.4.26) и (1.4.27). Тогда при условиях теоремы 1.5.1 относительно 
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, многопериодический матричный оператор (1.4.25) приводим к матричному оператору дифференцирования вида (1.4.28).


Доказательство. Доказательство теоремы 1.4.5 проводится по схеме аналогично методу доказательства теоремы 1.4.4. Следует отметить, что оно открывает путь к лагранжевому искусству по интегрированию уравнений с переменными операторами матричного дифференцирования.


В заключении отметим, что метод, предложенный в данном разделе по приведению матричного оператора дифференцирования по 
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 переменным к каноническому оператору дифференцирования с 
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 переменным может иметь широкую перспективу в решении вопроса интегрирования уравнений с частными производными. Теорема 1.4.5 является началом одного из перспективных направлений развития исследования данной работы.

2 МНОГОПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ И РАЗЛИЧНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

Во втором разделе разрабатывается метод проекторов для системы с различными операторами дифференцирования.

2.1
Представление многопериодических решений линейных систем с двумя операторами дифференцирования на основе проекторов

Системы с двумя операторами дифференцирования обуславливают введение понятия проектора для управления действий этих операторов в процессе исследований и в представлении их решений. Это является главным отличием от известных методов и новизной исследования блочно-матричных систем.

Одним из путей преодоления трудности, связанный с размерностью системы является разбиение ее на подсистемы. Разбиение такого характера связано, в первую очередь с оператором дифференцирования 
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, который легко представляется в виде двумерного векторного оператора 
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Этот тип разбиения можно назвать главным (операторным) принципом разбиения.

В некоторых случаях систему можно разбить исходя из ее алгебраической части, в силу удобства для построения матрицантов подсистем. Например, если матрица имеет вид 
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 являются постоянными или диагонально переменными, то в некритическом случае исследуемая общая задача о многопериодических решениях несколько упрощается и облегчается реализация матрично-блочного метода.

Расщепление систем такого вида можно назвать разбиением по принципу построения фундаментальных матриц.

Реализация матрично-блочного метода становится более эффективной, если эти принципы сочетаются при разбиении систем на подсистемы.

Рассмотрим линейную систему


[image: image919.wmf](

)

t

f

Bx

Dx

,

t

+

=

,                                                (2.1.1)
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Из характеристической системы 
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В дальнейшем, предположим, что характеристическая переменная 
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Заметим, что 
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, являются первыми интегралами характеристической системы. Следовательно, вектор-функции 
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Поставим задачи о разработке методики интегрирования, об установлении условий существования 
[image: image962.wmf](
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-периодических решений системы (2.1.1) и их интегральных представлениях.
В связи с введением оператора дифференцирования с различными компонентами (2.1.2) и (2.1.3) система (2.1.1) представляется блоками матричной и векторной функций входных данных, которые требуют нового подхода к вопросу ее интегрирования.

2.1.1 Построение матрицанта системы методом разбиения на блоки


Рассмотрим однородную систему
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соответствующую системе (2.1.1), которую запишем, учитывая  представления (2.1.2)-(2.1.4), в виде 
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Поставим задачу о построении матрицанта 
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А. Рассмотрим блочно-треугольный случай, когда 
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При этом систему (2.1.6) запишем в виде
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По методике работ [5-8] построим матрицант 
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где 
[image: image975.wmf]1

E

 – единичная матрица.

Решение интегрального уравнения (2.1.10) ищем в виде ряда
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где члены определяются из рекуррентных соотношений
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Непосредственно можно показать, что ряд (2.1.11) сходится абсолютно и равномерно 
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 – любое достаточно большое положительное число.


Действительно, на основе ограниченности матрицы 
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Если при этом ограничиться условием 
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Сдедовательно, матричный ряд (2.1.11) сходится абсолютно и равномерно при 
[image: image990.wmf]T

£

£

t

0

.


Далее, определим решение 
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Очевидно, что такая начальная задача эквивалентна интегральному матричному уравнению
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Решение 
[image: image999.wmf](
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 уравнения (2.1.13) строится по той же методике, по которой построена матрица 
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Таким образом, матрицант 
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Полученный результат сформулируем в виде следующей леммы.


Лемма 2.1.1. Если матрица 
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 имеет вид (2.1.7), то матрицант 
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 системы (2.1.8)-(2.1.9) представим в виде (2.1.14), где диагональные блоки определяются интегральными уравнениями (2.1.10) и (2.1.13).

Б. Построение матрицанта однородной линейной системы в общем случае при произвольном разбиении оператора на два оператора.

Заменой 
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с неособой постоянной 
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с жордановой матрицей 
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Таким образом, имеем два вида разбиения на блоки.


В случае І система (2.1.16) имеет вид 
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Тогда ее матрицант определяется в диагональной форме
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Матрицанты 
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Запишем систему (2.1.21) в координатной форме:
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Так как система (2.1.21) а, следовательно, система (2.1.22) имеет блочно треугольный вид, то ее матрицант 
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И так, в случае ІІ имеем матрицант вида 
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Следовательно, из преобразования (2.1.15) имеем матрицант системы (2.1.5)
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где 
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 – определяется соотношениями (2.1.17) и (2.1.23).

Таким образом, в данном подразделе указан своеобразный подход к построению матрицанта однородной линейной блочно-матричной системы (2.1.6) а, следовательно, системы (2.1.5) в соответствии с разбиениями І и ІІ на блоки.

Теорема 2.1.1. Матрицант линейной однородной системы (2.1.5) с блочной постоянной матрицей (2.1.4) представим в виде (2.1.24), где матрица 
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2.1.2 Представление решения начальной задачи системы
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Пусть операторы 
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[image: image1081.wmf](

)

t

x

0

, определенную на одной из двух характеристик 
[image: image1082.wmf](

)

0

0

,

,

t

h

t

i

t

t

=

 следующим образом 


[image: image1083.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

0

0

0

,

,

,

,

t

h

x

t

h

x

P

i

i

t

t

t

t

=

, 
[image: image1084.wmf]2

1

,

i

=

,                      (2.1.26)
где 
[image: image1085.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

0

0

2

0

0

1

0

0

,

,

,

,

,

,

,

t

h

t

h

H

t

h

t

t

t

t

t

t

 

=

Î

. 


Операторы 
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 называются проекторами, определяющими функцию на соответствующей характеристике.


Введем оператор 
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Поставим задачу о построении решения 
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 системы (2.1.5) с начальным условием 
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Непосредственной проверкой можно убедиться, что поставленная задача имеет единственное решение вида
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где 
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Действительно, действуя оператором 
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 EMBED Equation.3 [image: image1108.wmf](
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В результате имеем следующую теорему.


Теорема 2.1.2. Линейная однородная система (2.1.5) с различными операторами дифференцирования 
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 имеет единственное решение вида (2.1.27), удовлетворяющее начальному условию 
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Пусть вектор-функции 
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Теорема 2.1.3. При условии (2.1.28) единственное решение 
[image: image1116.wmf]x

 линейной неоднородной системы (2.1.1), удовлетворяющее начальному условию 
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Доказательство. Очевидно, что второе слагаемое равенства (2.1.29) при условии (2.1.28) является решением неоднородной системы (2.1.1), а первое слагаемое, в своответствии с теоремой 2.1.2, является решением однородной системы (2.1.5), удовлетворяющим заданному начальному условию. Следовательно, соотношение (2.1.29) представляет решение системы (2.1.1). Единственность следует из теоремы 2.1.2.

2.1.3 Интегральное представление многопериодического решения системы
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где 
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то эти решения тождественно равны, причем
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Обратно, если решение 
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Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 2.1.4. Пусть выполнено условие (2.1.30). Тогда для 
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 системы (2.1.1) с начальной функцией 
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Далее, приступим к построению многопериодического решения системы (2.1.1).

В силу структуры общего решения (2.1.29) система (2.1.32) имеет вид
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где свободный член определяется 
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В случае когда действительные части всех собственных значений 
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после некоторого числа 
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с матрицей 
[image: image1175.wmf](

)

q

k

X

, которая по норме ограничена постоянной 
[image: image1176.wmf]b

 из промежутка 
[image: image1177.wmf]1

0

<

<

b

. Следовательно, имеем


[image: image1178.wmf](

)

1

<

£

b

q

k

X

.                                          (2.1.36)

Тогда методом последовательных приближений в силу условий (2.1.34), (2.1.36) получим, что система (2.1.35), а следовательно, система (2.1.33) имеет единственное гладкое 
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Отсюда ясно, что соответствующая однородная система (2.1.5) с различными операторами дифференцирования (2.1.1) и (2.1.2) при условии (2.1.34) имеет только нулевое 
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Полученный результат сформулируем в виде теоремы.


Теорема 2.1.5. При условиях (2.1.30) и (2.1.34) линейная система (2.1.1) с различными операторами дифференцирования (2.1.2) и (2.1.3) имеет единственное 
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2.2 Многопериодические решения линейных гиперболических в узком смысле систем с постоянными коэффициентами

Рассмотрим линейную систему уравнений
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где 
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Предположим, что каждая из матриц 
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При условии (2.2.3) уравнение (2.2.1) является гиперболическим в узком смысле.


Матрицант 
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с рационально несоизмеримыми периодами 
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Основная задача заключается в установлении существования решения начальной задачи и задачи о многопериодических решениях уравнения (2.2.1) и разработке методов их построения соответственно с условиями 
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Исследование поставленной задачи проводится для уравнений с оператором, приведенным к каноническому виду 
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С этой целью, линейной неособенной заменой 


[image: image1228.wmf]Ky

x

=

,                                                      (2.2.6)

уравнение (2.2.1) приводится к виду
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с оператором дифференцирования
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где
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Приведение системы (2.2.1) к системе (2.2.7) также можно реализовать методом приведенным в разделе 1.


Заметим, что одновременное приведение матриц 
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Используя замену (2.2.6), условия (2.2.4) и (2.2.5) запишем в виде
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Из характеристических уравнений 
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в силу условия (2.2.3), имеем характеристики
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2.2.1 Метод введения дополнительных переменных

Сведение интегрирования уравнений в частных производных первого порядка к обыкновенным Лагранж назвал искусством. Этот вопрос в общем виде был решен О.Коши для уравнений параболического типа, при котором систему независимых переменных можем определить изменяющимися вдоль своей характеристической полосы, определяемой элементами прикосновения интегральной поверхности.

Элементы прикосновения состоят из координат точек и угловых коэффициентов касательной плоскости к поверхности в рассматриваемой точке. В случае однозначного соответствия между неизвестной вектор-функции и элементами прикосновения точки начальная задача решается методом характеристик Коши. А в нашей задаче такого однозначного соответствия нет. Здесь каждой точке соответствует несколько систем угловых коэффициентов в зависимости от координат искомой функции, то есть каждая координата неизвестной функции имеет свою характеристическую полосу со своими элементами прикосновения.
Для такого случая не было метода сведения задачи для уравнений с частными производными к задаче для обыкновенных дифференциальных уравнений. Таким образом, была поставлена задача о разработке нового способа, реализующего метод характеристик на случай точек с несколькими системами элементов прикосновения.

В данном разделе диссертационного исследования предложен интересный метод решения этой проблемы, который можно назвать методом введения дополнительных (тождественных) переменных с проекторами перевода одних (из них) к другим.

Суть этого метода заключается в нижеследующем.
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Эти тождественные переменные и проекторы перевода одних из них к другим связан с определением композиции функций на 
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Вот, таков алгоритм нового метода, разработанного в данном исследовании.
Следует отметить, что при переходе от векторно-матричной формы уравнения (2.2.7) к скалярной форме, каждая координата 
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Таблица 2.2.1 – Дополнительные переменные
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Таким образом, вводим оператор 
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Очевидно, что оператор 
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Еще раз заметим, что суть оператора 
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Введем в рассмотрение пространство 
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Вводим операторы 
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Далее, приведем правила действия операторов 
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(a) Проекторы 
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(b) Произведение матрицы 
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где обозначение произведения через «
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(d) Композиция 
[image: image1387.wmf]x

f

Ä

=

j

 с проектором 
[image: image1388.wmf]i

P

 вектор-функции 
[image: image1389.wmf](

)

(

)

[

]

S

Î

=

x

t

f

x

t

f

i

i

,

,

,

,

t

t

 и вектор-функции 
[image: image1390.wmf](

)

(

)

[

]

S

Î

=

=

i

i

t

x

t

x

x

,

,

t

t

 в пространстве 
[image: image1391.wmf]S

 определяется соотношением


[image: image1392.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

=

=

=

=

Ä

=

j

j

i

i

i

i

i

i

i

t

x

P

t

f

t

x

P

t

f

t

x

f

P

t

x

f

t

,

,

,

,

,

,

,

,

,

t

t

t

t

t

t

t

j

o



[image: image1393.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

S

Î

=

=

=

=

i

i

i

j

i

i

j

ij

j

i

i

j

j

ij

i

i

t

t

x

t

f

t

p

x

t

f

t

x

p

t

f

t

j

t

t

t

t

t

t


где обозначение композиции через «
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» означает предварительное снабжение элементов вектор-функции 
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Теперь определим векторно-матричные функции из пространства 
[image: image1398.wmf]S

 вдоль характеристик 
[image: image1399.wmf](

)

i

i

t

s

h

,

,

t

 операторов дифференцирования 
[image: image1400.wmf]i

D

.


(e) Вектор-функция 
[image: image1401.wmf](

)

(

)

[

]

S

Î

=

=

i

i

t

x

t

x

x

,

,

t

t

 на характеристике определяется присвоением вида 
[image: image1402.wmf](

)

(

)

(

)

i

i

i

t

s

h

s

t

,

,

,

:

,

t

t

=

, где 
[image: image1403.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ni

ni

i

i

i

i

t

h

t

h

t

h

,

,

,...,

,

,

,

,

0

1

0

1

0

t

t

t

t

t

t

=

 и имеет место


[image: image1404.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

S

Î

=

i

i

i

t

s

h

s

x

t

s

h

s

x

,

,

,

,

,

,

t

t

.

(f) Вдоль характеристики матрица 
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2.2.2
Исследование методом введения дополнительных переменных многопериодического решения гиперболической в узком смысле системы и его интегральное представление
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Рассмотрим векторное уравнение
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которое в координатной форме распадается на самостоятельные уравнения 
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или в скалярном виде
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Построим характеристические уравнения
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обладающие следующими свойствами
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40. 
[image: image1439.wmf](

)

(

)

(

)

kj

kj

kj

kj

kj

t

s

h

t

h

s

h

,

,

,

,

,

,

0

0

t

t

t

t

=

, 
[image: image1440.wmf]m

k

,

1

=

, 
[image: image1441.wmf]n

j

,

1

=

;

50. 
[image: image1442.wmf](

)

0

,

,

=

*

kj

kj

j

t

s

h

D

t

, 
[image: image1443.wmf]m

k

,

1

=

, 
[image: image1444.wmf]n

j

,

1

=

.                                                               

Доказательства свойств (2.2.15):
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Так как из вида характеристик (2.2.14) имеем равенство 
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40. 
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Доказательства свойств (2.2.16) аналогичны доказательствам свойств (2.2.15).
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является решением уравнения (2.2.13), удовлетворяющим условию (2.2.11), где 
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Тогда, учитывая (2.2.17), имеем решение 
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векторного уравнения (2.2.12), удовлетворящее начальному условию
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Результат сформулируем в виде леммы.


Лемма 2.2.1. Задача (2.2.12), (2.2.11) разрешима и ее решение представимо соотношением (2.2.18).
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Итак, имеет место нижеследующая лемма.


Лемма 2.2.2. Для того, чтобы решение векторно-матричного уравнения (2.2.12) было 
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-периодична, то в силу свойства 20 из (2.2.16) и 
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В дальнейшем, мы ограничимся рассмотрением случаев, когда условие (2.2.20) выполняется для всех собственных значений 
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а в случае выполнения условия (2.2.20), имеем 
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Таким образом, доказана нижеследующая лемма.

Лемма 2.2.3. Пусть выполняются условия леммы 2.2.2. Если условие (2.2.20) не выполняется, то 
[image: image1501.wmf](
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Теперь рассмотрим однородное линейное векторно-матричное уравнение
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с постоянной матрицей 
[image: image1503.wmf]C

.


Очевидно, что матрица 
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и ее назовем его матрицантом.


Нетрудно проверить, что если 
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 является нулем оператора 
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Тогда в силу (2.2.24) и (2.2.25) 
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является решением начальной задачи для (2.2.23) с условием 
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Лемма 2.2.4. Задача (2.2.23), (2.2.27) имеет единственное решение вида (2.2.26), определяемое на основе “произведения с проектором” матрицанта и нуля оператора 
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Далее, исследуем 
[image: image1514.wmf](

)

w

q

,

-периодические решения уравнения (2.2.23), отвечающие многопериодическим нулям оператора 
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В связи с этим, согласно лемме 2.2.3, рассмотрим решение (2.2.26) задачи (2.2.23), (2.2.27) с 
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 начальными функциями:
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с периодом 
[image: image1519.wmf](
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Докажем следующую теорему.


Теорема 2.2.1. Для того, чтобы решение (2.2.26) при выполнении (2.2.28) было 
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Доказательство. Необходимость. Пусть решение (2.2.26) 
[image: image1522.wmf](

)

w

q

,

-периодическое:


[image: image1523.wmf](

)

(

)

t

y

ω

t

y

,

,

,

,

0

0

t

t

q

t

t

=

+

+

.                                 (2.2.30)

Тогда из (2.2.30) при 
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Достаточность. Допустим выполняется условие (2.2.29). Докажем выполнение тождества (2.2.30).


Наряду с решением (2.2.26) рассмотрим решение 
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Отсюда, при 
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Следовательно, решения 
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 удовлетворяют одному и тому же начальному условию. Тогда в силу свойства единственности решения 
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Что и требовалось доказать.

Следствие 2.2.1. Для того, чтобы при условиях теоремы 2.2.1 векторно-матричное уравнение (2.2.23) имело только нулевое 
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-периодическое решение, необходимо и достаточно, выполнение условия
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Доказательство следствия следует из эквивалентности условия (2.2.31) и отутствия нетривиального решения уравнения (2.2.29).


В качестве примера однородного векторно-матричного уравнения, допускающего 
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с некоторой неособенной постоянной матрицей 
[image: image1544.wmf]L
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где 
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 постоянная 
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Тогда, аналогично теории периодических решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, векторно-матричное уравнение (2.2.23) имеет 
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частота 
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Очевидно, при условии (2.2.34) матрицант (2.2.32)-(2.2.33) удовлетворяет условию (2.2.29) с ненулевым собственным вектором 
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Таким образом, доказано следующее утверждение.


Теорема 2.2.2. Векторно-матричное уравнение (2.2.23) при условиях (2.2.32)-(2.2.34) имеет одно семейство 
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Далее рассмотрим неоднородное линейное векторно-матричное уравнение
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с постоянной матрицей 
[image: image1566.wmf]C

 и свободным членом
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Ясно, что решение 
[image: image1568.wmf](
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 уравнения (2.2.35) с начальным условием (2.2.11) состоит из суммы решения (2.2.26) соответствующего однородного уравнения (2.2.23) и решения неоднородного уравнения (2.2.35) с нулевым начальным условием 
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В том, что вектор-функция (2.2.37) удовлетворяет уравнению (2.2.35) можно убедиться непосредственной проверкой.


Следовательно, 
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является решением уравнения (2.2.35) с начальным условием (2.2.11).


Таким образом, имеем лемму.


Лемма 2.2.5. Задача (2.2.35), (2.2.11) имеет единственное решение вида (2.2.38), определяемое на основе “произведений с проектором” матрицанта 
[image: image1571.wmf](

)

s

Y

-

t

 c нулем оператора 
[image: image1572.wmf]*

D

 и свободного члена, определенных вдоль характеристики.


Отметим, что в прикладных вопросах особый интерес представляет определение многопериодического решения неоднородного уравнения, отвечающего единственному тривиальному решению однородного уравнения.

Следовательно, согласно следствию 2.2.1, предположим выполненным условие (2.2.31).

Согласно конструктивному методу [5-8], предположив существование единственного многопериодического решения 
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 неоднородного уравнения (2.2.35), из соотношения (2.2.38) постараемся определить начальную функцию 
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. В связи с этим, имеем решение
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С целью построения этого решения, сдвинув 
[image: image1579.wmf]t

 на 
[image: image1580.wmf]q

 из соотношения (2.2.39) имеем
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Далее, заменив 
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Умножив (2.2.40) и (2.2.39) слева на матрицы 
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Далее, исключив из системы уравнений (2.2.41)-(2.2.42) начальную функцию 
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В силу условия (2.2.31), имеем
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Тогда искомое решение (2.2.43) можно представить в виде
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Так как 
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то окончательно имеем
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Ясно, что 
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Фактически параметр 
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Теперь, если учтем 
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причем 
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. В этом можно убедиться непосредственной проверкой.


Далее, для компактного представления решения (2.2.45) введем матричную функцию 
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             (2.2.46)

с помощью которой решение (2.2.45) представляется в виде
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Построенную функцию (2.2.46) можно назвать матричной функцией типа Грина поскольку она обладает свойствами, характерными для таких функций:
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Доказательства свойств (2.2.48):


10. Учитывая, что 
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20.  Пользуясь видом матричной функции (2.2.46), имеем
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30.  На основе вида матричной функции (2.2.46), имеем 
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40. Пользуясь свойствами матрицанта 
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50. Сначала проинтегрируем функцию (2.2.46)
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Зная значение последнего интеграла можно его оценить
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Отметим, что свойство 40, связанное с пределами интеграла, следует  из равенства
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Следовательно, в силу свойства 50 из (2.2.48), решение (2.2.47) подчиняется оценке по норме
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где 
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Поскольку разность двух 
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-периодических решений уравнения (2.2.35) является многопериодическим решением соответствующего однородного уравнения (2.2.23), то в силу условия (2.2.31) они совпадают. Следовательно, уравнение (2.2.35) имеет единственное 
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Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2.2.3. При условиях (2.2.31) и (2.2.36) уравнение (2.2.35) допускает единственное 
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-периодическое решение вида (2.2.47) и справедлива оценка (2.2.49).

Рассмотрим пример на построение матрицанта и нахождение решения системы уравнения с помощью проекторов.

Рассмотрим систему уравнений 
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Запишем (2.2.50) в виде 
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В системе (2.2.51) произведем замену
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с неособой (
[image: image1693.wmf]0

¹

K

, 
[image: image1694.wmf]1

-

$

K

) постоянной матрицей 
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Тогда получим  следующую систему
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Обе части последней системы умножаем слева на 
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Упростив (2.2.53), получим
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Система (2.2.54) в координатной форме имеет вид
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здесь 
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Запишем систему (2.2.55) в симметрической форме и найдем характеристики
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которые графически представляются в рисунке 2.2.2.
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Рисунок 2.2.2 – Построение характеристик 


Вдоль характеристик система (2.2.55) перейдет в систему
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Примем за начальное условие
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Пользуясь формулой (2.1.27) решения однородной системы, запишем общий вид решения системы (2.2.54)
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Определим матрицант 
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Решая уравнение 
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находим собственные значения матрицы 
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Так как характеристический многочлен это 
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 Тогда матрицант системы (2.2.56) запишем в виде
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Исходя из преобразования (2.2.52) имеем матрицант
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Введем проектор [image: image1729.wmf]P
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Действие проектора [image: image1745.wmf]P

 на начальную функцию 
[image: image1746.wmf](

)

h

x

0

 можно показать графически в рисунке 2.2.3.
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Рисунок 2.2.3 – Графическое представление действия проектора [image: image1748.wmf]P


Общее решение системы (2.2.50) определяется соотношением
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с произвольными дифференциальными вектор-функциями   
[image: image1750.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

h

x

h

x

h

x

h

h

x

0

2

0

1

0

2

1

0

,

,

=

=

 и оператором [image: image1751.wmf]P

 действующим по правилу [image: image1752.wmf](

)

(

)

[

]

i

ij

P

X

P

X

t

t

=

 c проекторами  
[image: image1753.wmf](

)

(

)

i

j

j

i

h

x

h

x

P

0

0

=

, [image: image1754.wmf](

)

2

,

1

,

=

j

i

, где 
[image: image1755.wmf]t

i

i

a

t

h

-

=

, 


[image: image1756.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

0

0

1

1

P

, 
[image: image1757.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

1

0

0

0

2

P

,


[image: image1758.wmf](

)

(

)

1

0

1

0

1

1

h

x

h

x

P

=

, 
[image: image1759.wmf](

)

(

)

1

0

2

0

2

1

h

x

h

x

P

=

,


[image: image1760.wmf](

)

(

)

2

0

1

0

1

2

h

x

h

x

P

=

, 
[image: image1761.wmf](

)

(

)

2

0

2

0

2

2

h

x

h

x

P

=

.

Из последнего
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Следовательно, в силу (2.2.57) и (2.2.58) решение системы (2.2.50) представим в виде
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Тогда 
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Таким образом, система (2.2.50) имеет решение вида
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Приступим к рассмотрению примера для неоднородной системы уравнений
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Запишем (2.2.59) в виде 
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Решение однородной системы соответствующей системе (2.2.59) имеет вид
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Далее,
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представляет собой общее решение системы (2.2.59), где 
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 – частное решение системы (2.2.59),         
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Подставив входные данные в (2.2.60) и используя свойства проектора 
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 имеем общее решение уравнения (2.2.59)
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Далее, вычислив интералы получим общее решение уравнения (2.2.59) в виде
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Далее рассмотрим пример трехмерного уравнения 
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В системе (2.2.61) произведем замену
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с неособой постоянной матрицей 
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Слева умножаем обе части уравнения (2.2.61) на 
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Тем самым, уравнение (2.2.61) примет вид
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Запишем (2.2.63) в координатной форме
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Система  (2.2.64) имеет характеристики
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Матрицант системы (2.2.63) представляется в виде
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Общее решение системы (2.2.61) определяется соотношением
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с произвольными дифференциальными вектор-функциями   
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Следовательно, в силу (2.2.65) и (2.2.66) решение системы (2.2.63) представим в виде
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в векторной форме
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Используя замену (2.2.62) получим
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Примем за начальное условие 
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Тогда
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2.2.3
Применение метода введения дополнительных переменных к исследованию краевой задачи для гиперболической в узком смысле системы

Искомая вектор-функция 
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и граничным условием
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где 
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 – оператор дифференцирования 


[image: image1870.wmf]k

m

k

k

t

x

A

x

Dx

¶

¶

+

¶

¶

º

å

=

1

t

                                        (2.2.69)

с постоянными матричными коэффициентами 
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с периодом 
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которые при 
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Основная задача заключается в выяснении условий дополнительных к условиям (2.2.70)-(2.2.73), обеспечивающих разрешимость задачи (2.2.67)-(2.2.68) с оператором (2.2.69).


В силу условия (2.2.70), линейной заменой 
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задачу представим в виде
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с оператором дифференцирования
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где 
[image: image1901.wmf]K

A

K

J

k

k

1

-

=

, 
[image: image1902.wmf](

)

(

)

K

t

B

K

t

C

,

,

1

t

t

-

=

, 
[image: image1903.wmf](

)

(

)

t

f

K

t

,

,

1

t

t

j

-

=

, 
[image: image1904.wmf](

)

(

)

K

t

K

t

T

0

1

0

G

=

-

, 
[image: image1905.wmf](

)

(

)

K

t

K

t

T

q

q

G

=

-

1

, причем 
[image: image1906.wmf][

]

kn

k

k

diag

J

l

l

,...,

1

=

.


Для исследования задачи (2.2.75)-(2.2.76) с оператором (2.2.77) будем пользоваться методом, описанным в подразделе 2.2.2.
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Определим характеристики оператора (2.2.78) уравнениями
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Из уравнений (2.2.79) получим
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Введем операторы 
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Рассматривая задачу (2.2.75)-(2.2.76) с оператором (2.2.77) вдоль характеристик (2.2.80) имеем систему уравнений скалярного вида
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с граничными условиями
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и оператором дифференцирования
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где 
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Далее, в выражениях (2.2.81)-(2.2.82), связанные с 
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Тогда после применения проектора 
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 задача (2.2.81)-(2.2.82) принимает вид
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с той разницей, что 
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Таким образом, рассматриваемая задача представлена в виде (2.2.84)-(2.2.86) на основе функций 
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Далее, изучим начальную задачу для системы (2.2.84), а затем перейдем к исследованию краевой задачи (2.2.84), (2.2.86), пользуясь методом характеристик.


Соотношение (2.2.83) показывает, что левая часть системы (2.2.84) является полной производной неизвестной функции вдоль характеристик. Следовательно, интегрирование системы (2.2.84) проводится вдоль первых интегралов  
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Тогда учитывая, что 
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Таким образом, получим методику применения метода характеристик к решению задач для систем с матричным оператором дифференцирования.

В подразделе 2.2.2 построена общая теория системы (2.2.75) с оператором (2.2.77), связанная с разрешимостью начальной задачи для нее. На этой основе  переходим к исследованию краевой задачи (2.2.75)-(2.2.76).

Очевидно, что операторы 
[image: image1952.wmf]P

 и 
[image: image1953.wmf]P

 обратимые. Следовательно, из решения интегральной системы (2.2.87) однозначно определяется решение начальной задачи системы (2.2.75).

Отметим, что однозначная разрешимость начальной задачи для системы (2.2.75) с условием
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описанным методом доказана в разделе 2.2.2.


Этот результат применительно к данной задаче можно сформулировать в виде нижеследующей теоремы.


Теорема 2.2.4. При условиях (2.2.70)-(2.2.72) начальная задача для системы (2.2.67) с условием
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однозначно разрешима в пространстве гладких при 
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Рассматриваемая краевая задача (2.2.67)-(2.2.68) с оператором (2.2.69) исследована в частном случае, когда 
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 – постоянные в работах [5-8] на основе метода характеристик. В данном случае соотношениями (2.2.74)-(2.2.87) обоснована применимость метода характеристик и в случае матричного оператора дифференцирования (2.2.69). Следовательно, краевая задача (2.2.67)-(2.2.68) исследуется той же методикой, которая применялась в работах [5-8]. В связи с этим предположим, что гладкая 
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обратима, то есть, существует матрица 
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где 
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 – матрицант однородной системы, соответствующей системе (2.2.67); 
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 – единичная матрица.


При условиях теоремы 2.2.4  с дополнительными требованиями (2.2.88)-(2.2.89) нетрудно установить существование матричной функции типа Грина 
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40. 
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и представить искомое решение задачи (2.2.67)-(2.2.68) в виде
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Таким образом, имеем теорему.

Теорема 2.2.5. При условиях (2.2.70)-(2.2.73) и (2.2.89) краевая задача (2.2.67)-(2.2.68) имеет единственное решение вида (2.2.91).

Доказательство. Нетрудно проверить, что (2.2.91) удовлетворяет системе (2.2.67) и граничному условию (2.2.68) на основе свойства (2.2.90) функци Грина 
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 системы (2.2.67) и свойств 10-40. Единственность задачи следует из условия (2.2.89).

Далее, в заключении приводим периодическую краевую задачу для системы гиперболического типа по Фридрихсу с двумя различными операторами дифференцирования в классе многопериодических решений в широком смысле.
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 задачу для системы уравнений в частных производных 
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Здесь 
[image: image1991.wmf](

)

t

x

,

t

 – искомый 
[image: image1992.wmf]n

-вектор-столбец; 
[image: image1993.wmf]k

F

 – постоянные 
[image: image1994.wmf](

)

n

n

´

-матрицы; 
[image: image1995.wmf](

)

n

n

´

-матрица 
[image: image1996.wmf](

)

t

B

,

t

 и 
[image: image1997.wmf]n

-вектор-функция 
[image: image1998.wmf](

)

t

f

,

t

 непрерывны по 
[image: image1999.wmf]t

 и 
[image: image2000.wmf]t

 на 
[image: image2001.wmf]W

, многопериодичны по 
[image: image2002.wmf]t

, 
[image: image2003.wmf]t

 с вектор-периодом 
[image: image2004.wmf](

)

w

q

,

 и выполняется условия 

[image: image2005.wmf](

)

(

)

t

B

p

t

p

B

,

,

0

t

w

q

t

=

+

+

,

[image: image2006.wmf](

)

(

)

t

f

p

t

p

f

,

,

0

t

w

q

t

=

+

+

,
где 
[image: image2007.wmf]i

p

 – целые числа, 
[image: image2008.wmf]n

i

,

0

=

, 
[image: image2009.wmf](

)

n

n

p

p

p

p

w

w

w

w

,...,

,

2

2

1

1

=

 – 
[image: image2010.wmf]n

-вектор. 

Предположим, что в системе уравнений (2.2.92) матрицы 
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Введем операторы 
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Будем считать, что выполнены условия 
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Краевая задача эквивалентна системе интегральных уравнений
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где 
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Задача (2.2.94)-(2.2.95) приводится к периодической задаче семейства обыкновенных дифференциальных уравнений, которая эквивалентна системе интегральных уравнений (2.2.96) и исследуется итерационным методом. Полученный результат сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 2.2.6. Если матрицы 
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Отметим, что если дополнительно предположить относительно исходных данных и построенного решения в широком смысле непрерывной дифференцируемости по 
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, обладаю-щая непрерывными частными производными, удовлетворяющая рассматриваемому уравнению с краевыми условиями является и классическим решением периодической краевой задачи.

3
МНОГОПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ С РАЗЛИЧНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
3.1 Многопериодические решения квазилинейных систем уравнений с постоянными коэффициентами и двумя операторами дифференцирования

Рассмотрим квазилинейную систему уравнений
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относительно 
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с рационально несоизмеримыми периодами 
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Из условия (3.1.3) вытекает
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Обобщая результаты подраздела 2.1, приступим к исследованию многопериодических решений системы (3.1.1).  Для этого рассмотрим нелинейный оператор 
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в пространстве 
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и учитывая 
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Тогда при
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в силу (3.1.8) имеем
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Так как, отображение 
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Следовательно, оператор 
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 при условии (3.1.9) является сжатым. Очевидно, пространство 
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 в нем имеет единственную неподвижную точку 


[image: image2134.wmf](

)

(

)

t

Qx

t

x

,

,

t

t

*

*

=

,                                           (3.1.11)

которая дифференцируемая по теореме о существовании непрерывных производных решения интегрального уравнения Вольтерра по параметру.


Следовательно, соотношение (3.1.11) показывает, что уравнение (3.1.6) однозначно разрешимо в пространстве 
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Таким образом, доказана теорема о разрешимости начальной задачи.


Теорема 3.1.1. При условиях (3.1.3)-(3.1.5) и (3.1.9) начальная задача (3.1.1)-(3.1.2) однозначно разрешима в пространстве 
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Теперь исследуем существование многопериодического решения квазилинейной системы уравнений (3.1.1). 

Рассмотрим нелинейный оператор в некритическом случае
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в пространстве 
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здесь 
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Следовательно, при 
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из неравенства (3.1.13) получим 
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Тем самым, доказано, что оператор 
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В силу свойств 
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Тогда из условия (3.15) имеем 
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Из тождества (3.1.16) следует существование единственного решения уравнения (3.1.12) в пространстве 
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Таким образом, доказана следующая теорема о существовании многопериодического решения рассматриваемого уравнения.

Теорема 3.1.2. При условиях (3.1.3), (2.1.34) и (3.1.14) квазилинейное уравнение (3.1.1) имеет единственное 
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3.2 Метод введения дополнительных переменных при исследовании многопериодических решений квазилинейных гиперболических в узком смысле систем уравнений
Рассмотрим квазилинейную систему уравнений
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относительно 
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Предполагаем, что уравнение (3.2.1) является гиперболическим в узком смысле и вектор-функция 
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с рационально несоизмеримыми периодами 
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Ставится задача об установлении условий существования решения начальной задачи и задачи о многопериодических решениях уравнения (3.2.1) соответственно с условиями 
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На основе неособенной замены (2.2.6) и с помощью оператора 
[image: image2196.wmf]P

 уравнение (3.2.1) приводим к виду
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с оператором дифференцирования (2.2.8).


Действуя оператором 
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с начальным условием
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где вектор-функция 
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 обладает свойством
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где 
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 – одна из известных трех видов нормы вектора.


Отметим, что из свойства (3.2.6) при 
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где 
[image: image2214.wmf]l
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 – положительные постоянные.


Задачу (3.2.4)-(3.2.5) при условии (3.2.6) представим в виде эквивалентного ей интегрального уравнения
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Чтобы определить решение уравнения (3.2.9), рассмотрим нелинейный оператор
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в пространстве 
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и получим следующую оценку
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Тогда при 
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в силу (3.2.11) имеем
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Так как, отображение 
[image: image2238.wmf]Q

 сохраняет непрерывность по 
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Из неравенства (3.2.12) следует 
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Следовательно, оператор 
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 при условии (3.2.12) является сжатым. Очевидно, пространство 
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 в нем имеет единственную неподвижную точку 
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Следовательно, соотношение (3.2.14) показывает, что уравнение (3.2.9) однозначно разрешимо в пространстве 
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Ясно, что в процессе определения неподвижной точки методом последовательных приближений 
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Решение 
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 служит как переменная перехода от начальной задачи для дифференциального уравнения к эквивалентному интегральному уравнению Вольтерра при достаточно малых значениях 
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Если условия (3.2.12) выполняются при малых значениях 
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Таким образом доказана теорема о разрешимости начальной задачи.


Теорема 3.2.1. При условиях (3.2.6)-(3.2.8) и (3.2.12)  начальная задача (3.2.4)-(3.2.5) однозначно разрешима в пространстве 
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Так как теорема 3.2.1 справедлива для всех 
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Следствие 3.2.1. При условиях теоремы 3.2.1 задача (3.2.4)-(3.2.5) разрешима при всех 
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Доказанная теорема 3.2.1 позволяет распространить теорему 2.2.3 на квазилинейный случай.


В связи с этим, по прежнему предположим выполненным условие следствия 2.2.1 (
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в пространстве 
[image: image2279.wmf](

)

mn

ω

R

R

´

*

D

,

q

S

 
[image: image2280.wmf]n

-вектор-функций 
[image: image2281.wmf](

)

t

y

,

t

, непрерывных по 
[image: image2282.wmf](

)

mn

R

R

t

´

Î

,

t

, 
[image: image2283.wmf](

)

ω

,

q

-периодических по 
[image: image2284.wmf](

)

t

,

t

 и ограниченных по норме 
[image: image2285.wmf]*

D

£

y

, где функция 
[image: image2286.wmf](

)

t

*

s

 имеет прежний смысл, что в 2.2.2.


Очевидно, если 
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Следовательно, при 


[image: image2290.wmf](

)

*

*

D

<

D

+

l

k

g

                                           (3.2.17)

из неравенства (3.2.16) получим 
[image: image2291.wmf]*
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Таким образом, доказано, что оператор 
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В силу свойства 40 из (2.2.48) и (3.2.7) для  
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Тогда из условия (3.2.17) имеем 
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Из тождества (3.2.19) следует существование единственного решения уравнения (3.2.15) в пространстве 
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Таким образом, доказана следующая теорема о существовании 
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Теорема 3.2.2. При условиях (2.2.31), (3.2.6) и (3.2.17) квазилинейное уравнение (3.2.4) имеет единственное решение 
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В заключении отметим, что на основе метода введения дополнительных переменных и метода проекторов разработана методика исследования начальной задачи (3.2.1)-(3.2.2) и задачи (3.2.1), (3.2.3) о многопериодических решениях для квазилинейных векторно-матричных уравнений с операторами дифференцирования 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Краткие выводы по результатам диссертационных исследований. В диссертационной работе по разработке методов упрощения оператора дифференцирования, а также интегрирования и изучения многопериодических решений линейных и квазилинейных систем с различными операторами дифференцирования, получены следующие результаты:
· разработан метод приведения матричного оператора дифференцирования по 
[image: image2312.wmf]1

+

m

 переменным к линейному оператору с матричным оператором дифференцирования по 
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 переменным, основанный на переходе вдоль характеристики одной из переменных;

· установлено существование бесконечного множества многопериодических нулей многопериодического оператора с постоянными коэффициентами в узкогиперболическом случае;

· разработана методика интегрирования линейных систем с двумя различными операторами дифференцирования и установлены достаточные условия существования многопериодических решений в некритическом случае;

· на основе разработанного метода получены достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с двумя различными операторами дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы;

· разработан метод введения дополнительных переменных для линейных уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования;

· разработан метод проекторов перехода от одной переменной к другой для системы гиперболической в узком смысле, достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для линейных уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и достаточные условия существования единственного многопериодического решения этих уравнений; 

· получены достаточные условия разрешимости краевой задачи для системы уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования;
· на основе разработанного метода получены достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и существования единственного многопериодического решения этой системы.

Оценка полноты решения поставленных задач. Вопросы существования многопериодических решений линейных и квазилинейных систем с различными операторами дифференцирования решены на основе метода характеристик, метода Харасахала-Умбетжанова-Сартабанова, а также разработанных в данной диссертационной работе метода введения дополнительных переменных и метода проекторов.

Разработка рекомендаций и исходных данных по конкретному использованию результатов. Результаты исследования имеют теоретическое значение и могут быть использованы при установлении многочастотных колебаний в дифференциальных системах, описывающих физико-механические и технические колебательные процессы, а также при организации элективных курсов для студентов физико-математических и инженерных специальностей.

Оценка научного уровня выполненной работы в сравнении с лучшими достижениями в данной области. Результаты выполненной научной работы опубликованы в журналах, рекомендованных КОКСОН МОН РК, в материалах международных научных конференций и в журнале, индексируемом в базе Scopus.
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