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ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

		В настоящей диссертационной работе применяются следующие термины с соответствующими определениями:
		Астрофизический компактный объект – объект, обладающий высокой массой и малыми размерами, такой как черная дыра, нейтронная звезда или белый карлик.
	Белый карлик – конечная стадия эволюции звезд с массой меньше 8–10 солнечных масс, представляющая собой плотное, вырожденное состояние звезды.
	Гравитационное искривление света – явление отклонения траектории света под воздействием гравитационного поля массивных объектов, описываемое общей теорией относительности.
	Гравитационный радиус – линейный размер, определяемый массой гравитирующего тела.
	Геодезическая линия – кратчайший путь между двумя точками в пространстве-времени, общий путь движения свободных частиц и света в гравитационном поле.
		Горизонт событий – граница вокруг черной дыры, за пределами которой события не могут влиять на наблюдателя извне.
		Красное смещение – увеличение длины волны света, излучаемого объектом, который удаляется от наблюдателя, часто встречается в контексте расширяющейся Вселенной.
		Нейтронная звезда – сверхплотный остаток, образующийся после сверхновой звезды, состоящий в основном из нейтронов.
		Общая теория относительности – теория гравитации, предложенная Альбертом Эйнштейном, которая описывает гравитацию как свойство геометрии пространства и времени.
			Показатель преломления – безразмерная величина, характеризующая различие фазовых скоростей света в двух средах.
		Черная дыра – регион в пространстве-времени, гравитационное притяжение которого настолько сильно, что ни материя, ни излучение не могут из него вырваться.
		Эффект линзирования – искривление света гравитационным полем, которое может увеличивать или искажать изображение далеких астрономических объектов.
		
		
		
		
		
	



ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

	В настоящей диссертации применяют следующие термины с соответствующими определениями:
	МНВО РК
	– Министерство науки и высшегообразования Республики Казахстан

	КОКСНВО
	 – Коммитет по обеспечению качества в сфере науки высшего образования

	ОТО  
	– Общая теория относительности

	GBT     
	– теорема Гаусса – Бонне




	

	· тензор Эйнштейна

	

	· тензор Риччи

	

	· метрический тензор

	R 
	· скаляр Риччи

	

	· тензор энергии-импульса

	

	· гравитационная постоянная Ньютона

	

	· скорость света

	

	· радиус Шварцшильда

	

	· символы Кристоффеля

	

	· показатель преломления

	

	· линейный элемент

	
L
	· лагранжиан

	

	· характеристика Эйлера

	

	· угол отклонения

	

	· Гауссовая кривизна

	

	· Экваториальная плоскость

	

	· параметр вращения

	

	· прицельный параметр

	

	· аффинный параметр

	

	· квадрупольный параметр

	

	· общий момент импульса тела 

	

	· угловой момент

	

	· энергия

	

,
	· масса объекта

	

	· интервал расстояния

	

	· интервал времени

	

	· элемент углового изменения

	

	· элемент углового изменения

	

	· интервал пространства-времени

	

	· радиальное расстояние от центра объекта

	

	· параметр вращения черной дыры











































ВВЕДЕНИЕ

	Общая характеристика работы. Диссертация посвящена теоретическому исследованию влияния астрофизических компактных объектов, обладающих квадрупольным моментом, на гравитационное искривление света.
	Актуальность темы. Использование концепций и методов оптики распространяется на множество областей, выходя за пределы самой оптики. Примером этого служит гравитационное линзирование в контексте общей теории относительности, разработанной Эйнштейном. Этот эффект подтвердил теорию Эйнштейна в ходе первого эксперимента, когда было измерено отклонение света в поле тяготения Солнца во время полного солнечного затмения.
	В свете продвинутых достижений в области астрофизических исследований, важность вычислений, связанных с эффектами гравитационного линзирования разнообразных космических объектов, возрастает. Например, телескоп Джеймса Уэбба зафиксировал изображение галактики SPT-S J041839-4751.8, которое представляет собой совершенное кольцо Эйнштейна – это оптический феномен, образующийся в результате гравитационного линзирования.
	Один из известных и надежных методов изучения гравитационного линзирования – это подход материальной среды, который был впервые использован Таммом, а затем развит Балашем для исследования влияния, которые вращающееся тело оказывает на поляризацию света. В данном подходе гравитационное воздействие на свет сравнивается с волновым движением в физической среде при условии плоской структуры пространства-времени. Этот подход подразумевает возможность использования классической оптики наряду с римановой геометрией для анализа электромагнитных воздействий в гравитационных полях.
	В астрофизике под компактными объектами понимают объекты с большими массами и малыми размерами, что обуславливает их высокие плотности и сильную гравитацию. К этой категории относятся, например, белые карлики, нейтронные звезды, черные дыры и другие подобные объекты. Сильное гравитационное поле этих объектов вызывает искривление проходящего поблизости света, открывая тем самым уникальную возможность изучения их свойств, массы, размеров и структуры. Угол отклонения светового луча был точно рассчитан для гравитирующих масс в моделях Шварцшильда и Керра. Однако, квадрупольный момент также оказывает значительное влияние на отклонение света и требует детального рассмотрения, принимая во внимание, что компактные астрономические объекты часто выходят за рамки сферической симметрии, они описываются преимущественно через гравитационный квадрупольный момент. Таким образом, исследование воздействия квадруполя на траектории прохождения света является ключевым для осмысления физических свойств этих объектов.
	С учетом вышеизложенного, данные факты недвусмысленно подчеркивают значимость и своевременность этой диссертационной работы. Исследование влияния квадрупольного момента на отклонение световых лучей в контексте подхода материальной среды является важным направлением для дальнейшего понимания этих астрофизических явлений.
	Связь темы диссертации с планами научных работ. Исследование было проведено в рамках научных исследовательских проектов Министерства науки и высшего образования Республики Казахстан, под названием «Аксиально-симметричные гравитационные конфигурации» в период с 2022 по 2024 годы.
	Цель работы. Основной целью работы является изучения угла отклонения луча света астрофизическими компактными объектами, обладающих квадрупольным моментом. 
	Объектом исследования являются компактные объекты (белые карлики, нейтронные звезды, черные дыры и т.д.). 
	Предмет исследования – Гравитационное искривление света.
	Методы исследования – Подход материальной среды.
	Научная новизна работы заключается в том, что впервые  
	– Получен аналитический вид эффективного коэффициента преломления в статическом гравитационном поле, обладающем малой деформацией распределения масс.
	– Получен аналитический вид гравитационного угла отклонения светового луча астрофизическими компактными объектами, обладающими квадрупольным моментом.
	– Обнаружен «имитирующий эффект» между показателем преломления в стационарного вращающегося поля и показателем преломления в статическом поле деформированного распределения масс.
	Теоретическая и практическая значимость исследования. 
	Определения аналитического вида эффективного коэффициента преломления, а также угла отклонения светового луча в статическом гравитационном поле, обладающем малой деформацией распределения масс является высоким показателем практичности подхода материальной среды в теоретических исследованиях гравитационного линзирования в рамках общей теории относительности Эйнштейна.
	Положения, выносимые на защиту: 
	1.Эффективный коэффициент преломления в статическом гравитационном поле, обладающем малой деформацией распределения масс 

(), определяется как





	2. Угол отклонения светового луча в статическом гравитационном поле, обладающем малой деформацией распределения масс (), определяется как 



	3. Любое измерение показателя преломления можно объяснить либо происходящим в стационарном вращающемся поле, либо в статическом поле деформированного распределения масс. Этот «имитирующий» эффект позволяет явно рассчитать значение квадрупольного параметра через параметры вращающегося тела и расстояние, на котором измерялся показатель преломления.
	Личный вклад автора. Автор самостоятельно осуществил всю работу по диссертации, включая определение методологии, решение поставленных задач и проведение аналитических и численных расчетов. Вместе с тем, формулировка задач и анализ полученных эффектов производились в коллаборации с научными наставниками.
	Достоверность и обоснованность полученных результатов подтверждаются публикациями в журналах, входящих в рейтинг Scopus, изданиями, одобренными Комитетом контроля в сфере образования и науки Министерства науки и высшего образования Республики Казахстан, а также материалами, представленными на международных научных конференциях.
	Апробация диссертационной работы. Результаты, представленные в данной докторской работе, были представлены и подверглись обсуждению на:
–   Международной научной конференции студентов и молодых ученых «Фараби Әлемі» (КазНУ им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан, 2023 г.);
–   X international scientific conference (Торонто, Канада, 2024 г.).
	Публикации. На основе докторской диссертации было издано несколько публикаций: четыре работы в журналах, включенных в список Комитета контроля в сфере образования и науки Министерства образования и науки Республики Казахстан, предназначенных для публикации ведущих результатов PhD диссертаций, и одна статья в зарубежном журнале с высоким импакт-фактором, индексированном в Scopus (Symmetry с процентилем 78). Также были опубликованы две работы в трудах Международных научных конференций.
	Объем и структура диссертации. Данная диссертационная работа включает в себя введение, три главы и заключение, а также список использованных источников, состоящий из 100 наименований. Основной текст работы занимает 105 страницы и содержит 26 иллюстраций.









	1 ГРАВИТАЦИОННОЕ ИСКРИВЛЕНИЕ СВЕТА В ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ ШВАРЦШИЛЬДА

	1.1 Обзор исследований искривления света в поле гравитации
	В ходе становления общей теории относительности (ОТО) стало очевидно, что искажение пути света около гравитационных тел имеет ключевое значение. Для демонстрации этого эффекта английский астроном Артур Эддингтони его команда в 1919 году измеряли позиции звезд, которые находились непосредственно вблизи Солнца. По классической теории Ньютона световые лучи не должны были искривляться, проходя рядом с Солнцем. Однако согласно предсказаниям Эйнштейна, световые лучи искривляются из-за гравитационного поля Солнца. Результаты эксперимента подтвердили предсказания Эйнштейна, обогатив понимание воздействия гравитации на свет [1]. Такой эффект, вместе с красным смещением (изменение частоты из-за гравитационного поля) и вращением орбиты Меркурия, стал опорой для экспериментальной проверки постулатов ОТО и занял центральное место в её экспериментальных доказательствах.
	На сегодняшний день изучение гравитационного линзирования и искривления света в поле гравитации астрофизических объектов остается на переднем крае научных исследований. Особый интерес представляют объекты с высокой массой и плотностью, такие как черные дыры, нейтронные звезды и другие компактные объекты. Именно в их окрестностях гравитационные эффекты проявляются наиболее ярко, что делает их идеальными «лабораториями» для тестирования теоретических моделей и предсказаний ОТО.
	Современные теоретические исследования угла отклонения света в гравитационном поле астрофизических объектов играют ключевую роль не только для осмысления их структуры, но и для выявления новых гравитационных явлений и понимания свойств темной материи. В контексте последних научных достижений и с учетом новых наблюдательных инструментов, точность таких теоретических расчетов становится особенно актуальной.	
	Существует множество подходов для приблизительного и точного вычисления угла, на который свет отклоняется гравитацией. Один из таких методов – это использование так называемых нулевых геодезических, для которых характерно использование техник возмущения [2,3] или непосредственное интегрирование уравнений нулевых геодезических [4-6]. Кроме того, известно, что оптические и механические процессы имеют определенное подобие, что исторически привело к возможности описания многих оптических феноменов как через волновую, так и через корпускулярную теории [7]. В частности, распространение света через неоднородную среду можно сравнить с движением частицы в потенциальном поле. Согласно ОТО свет отклоняется в гравитационном поле. Это отклонение можно интерпретировать как движение света в среде с неоднородным показателем преломления. Следовательно, гравитационному полю можно приписать определенный показатель преломления. Такой подход к изучению движение света около гравитационных тел получил названия «подход материальной среды». 
	«Подход материальной среды» относится к устоявшимся и эффективным способам анализа явления гравитационного линзирования. Впервые его применили Тамм [8] и позже Балаш [9] для исследования влияния вращения объекта на поляризацию света. Согласно этому методу, гравитационное воздействие на свет рассматривается как распространение волн в обычной среде, но в рамках плоского пространства–времени. Основным преимуществом подхода является его предположение о том, что классическая оптика может быть также применима, как риманова геометрия, для понимания электромагнитных явлений в слабых гравитационных полях, что подтверждается современными научными работами. В контексте этих достижений важно уделить внимание наиболее значимым исследованиям в этой области.
	Как было отмечено выше Тамм в 1924 году [8] начал разработку концепции материальной среды. Эту идею далее развивали Балаш в 1958 г. [9], Плебански в 1960 г. [10] и Феличе в 1971 г. [11], каждый из которых рассматривал оптические эффекты, вызванные отклонением электромагнитной волны гравитационным полем. В 1980 году Фишбах и Фриман [12] определили эффективный показатель преломления в контексте метрики Шварцшильда и провели расчеты угла отклонения до второго приближения. Эванс вместе со своей командой [13-15] провели исследования этого метода, опираясь на эффективный показатель преломления для анализа гравитационных задержек и траекторий света в рамках геометрии Шварцшильда. В 1998 году Олсинг [16] применил оптико-механическую аналогию ОТО, расширяя ньютоновский подход Эванса и др. [14] для стационарных метрик, Серено [17,18] также применял принцип Ферма для анализа гравитационного линзирования и фарадеевского эффекта в условиях слабого гравитационного поля. Йе и Лин в 2008 году [19] подчеркнули глубокое сходство между гравитационным и оптическим линзированием, применяя методику с градуированным показателем преломления. 
	Наиболее точные расчеты с использованием подхода материальной среды по оценке величины отклонения луча света из-за статической не вращающейся массы были проведены относительно недавно (2010), в работе [20], выполненный Сеном.  В этой же работе более детально был определен показатель преломления этой материальной среды. Автор выразил элемент линии в изотропной форме, получил показатель преломления и, следовательно, угол отклонения света через эллиптический интеграл для определения траектории светового луча. Полученное выражение для отклонения луча света считается наиболее точным по сравнению с другими выражениями, полученными ранее на основе этого метода. Исходя из этого, также было вычислено отклонение солнечного луча. Отдельно необходимо отметить, что все расчёты были выполнены Сеном без какого-либо приближения слабого поля. Несмотря на строгий подход к вычислениям в работе [20], для описания искривления пространства-времени использовался метрический тензор Шварцшильда, который не учитывающей вращение или тем более высшие мультипольные моменты.
	Исследования углов отклонения света во вращающемся гравитационном поле начались с применения традиционных методов, а именно с интегрирования нулевых геодезических.  В 2009 году Айер и Хансен [21] оценили угол отклонения на экваториальной плоскости, используя нулевую геодезическую. Их исследования показали, что влияние поля Керра на угол отклонения превышает эффект Шварцшильда для прямой траектории и уменьшается для ретроградной. При определенных условиях происходит образование множественных петель и релятивистских изображений. При высокой скорости вращения этот эффект становится еще более выраженным. В 1986 году Брей [22] предложил решения для уравнения движения света в поле Керра, акцентируя внимание на много визуальных эффектах гравитационной линзы. В 2005 году Бозза и соавторы [23] представили аналитический подход к гравитационному линзированию вокруг черных дыр Керра. Китон и Петтерс в 2005–2006 годах [24-26] изучали гравитационное линзирование, опираясь на сферически симметричные линзы и рассматривая метрику с разложением в ряд Тейлора. 
	В 2015 году Рой и Сен [27] применили линейный элемент поля Керра, основанный на работе Бойера и Линдквиста [28] (1967), чтобы рассчитать показатель преломления света в данном поле. Они также определили угол отклонения света на экваториальной плоскости из-за гравитирующего влияния Керра, использовав разложение в ряд Тейлора под интегрального выражения. На основе их исследований были проведены численные расчеты показателей преломления и углов отклонения от Солнца и ряда пульсаров.Важно подчеркнуть, что в современных исследованиях для определения угла отклонения светового луча применяются такие интегративные методы, как использование концепции материальной среды для расчета эффективного коэффициента преломления и применение теоремы GBT (Гаусса-Бонне) для определения самого угла отклонения. Это связано с тем, что Гиббонс и Вернер предложили новый способ рассмотрения отклонения света, акцентируя внимание на топологической важности траектории световых лучей в условиях стационарного и обладающего сферической симметрией гравитационного поля [29]. Они использовали теорему Гаусса-Бонне (GBT) для определения угла отклонения, рассматривая его как глобальное явление или, говоря на языке физики, через интегрирование вне светового пути. Вернер расширил эту методологию на случаи асимптотически плоских стационарных метрик, таких как черная дыра Керра [30], применяя геометрию Финслера-Рандерса и метод Назима для создания риманова многообразия, соприкасающегося с многообразием Рандерса [30]. Стоит отметить, Вернер адаптировал метод для асимптотически неплоских стационарных полей, включая такие явления, как вращающаяся космическая струна и вращающийся глобальный монополь [31-35]. GBT также был применен к корректировкам сильного предела и конечного расстояния при наличии космологической постоянной [36-38]. С применением GBT можно определить гравитационное отклонение не только света, но и массивных частиц. Например, Криснехо и Галло [39] недавно определили угол отклонения массивных частиц в статической геометрии пространства–времени. Однако использование метода GBT требует гораздо более сложных вычислений по сравнению со стандартными методами. По этой причине оптимальнее применять этот метод как проверочный, а не для прямых вычислений, что и будет сделано нами в дальнейшем в этой диссертационной работе.
	Все упомянутые выше работы, исследующие угол отклонения светового луча, являются аналитическими и рассматривают преимущественно экваториальную поверхность. Аналитические методы обеспечивают фундаментальное понимание физических процессов. Они позволяют формулировать точные математические уравнения, описывающие явления, и часто предоставляют общие решения или выявляют основные свойства системы. В контексте гравитационного линзирования аналитические расчёты способствуют пониманию базовых аспектов воздействия гравитационных полей на световые лучи. Аналитическое изучение гравитационного линзирования в более общих случаях, отличающихся от чисто экваториального, представляет собой значительно более сложную задачу. В таких ситуациях предпочтительнее использовать численные методы.
	В дополнение к аналитическим методам, в области исследования гравитационного линзирования в последние десятилетия активно развиваются численные подходы. Численное моделирование позволяет проводить более детальные исследования сложных систем, таких как черные дыры, и их влияние на прохождение света в сильно искривленном пространстве–времени. Особое внимание уделяется метрикам Шварцшильда и Керра, которые представляют собой ключевые модели в изучении черных дыр.
	Среди ключевых численных работ можно выделить: Работу Дж. М. Бардина [40], которая впервые представила анализ траекторий лучей в метрике Керра, показывая, как вращение черной дыры влияет на пути прохождения света. Исследование Ж.–П. Люмине [41], которое проводило численный анализ изображения аккреционного диска вокруг черной дыры. Это исследование позволило визуализировать, как свет изгибается в сильных гравитационных полях. Работа Фантона и его коллег [42], описывающая моделирование аккреционных дисков в активных галактических ядрах. Это исследование дополнительно расширило понимание взаимодействия между черными дырами и окружающим их веществом. В работе Аллен Риазуэло [43] представлена трассировка лучей в метрике Шварцшильда, целью которой было исследовать максимальное аналитическое расширение метрики и достичь адекватного визуального представления звезд. В статье авторов Фабио Баккини и др. [44] представлено численные симуляции частиц в общей теории относительности, включая исследование времени подобных и нулевых геодезических в метриках Шварцшильда и Керра. Эти исследования представляют значительный вклад в развитие понимания гравитационного линзирования и визуализации окрестностей черных дыр, открывая новые перспективы для изучения этих уникальных астрофизических объектов.
	Исходя из экспериментальных наблюдений, общая теория относительности ныне признана одной из наиболее подходящих теорий для анализа гравитационных полей, создаваемых компактными астрофизическими телами. Эта теория предназначена для описания гравитационных полей в различных физических ситуациях, где играет роль гравитация. Основные характеристики гравитационного поля должны быть выражены через метрический тензор, являющийся решением уравнений, сформулированных Эйнштейном. Для описания гравитационного поля объектов, таких как звезды или планеты, с учетом их мультипольной структуры необходимо использовать как внутренние, так и внешние решения, включающие в себя как минимум три ключевых физических параметра: массу, угловой момент и квадрупольный момент. В ситуациях, когда гравитационное поле определяется исключительно массой и угловым моментом объекта, применяется решение в виде пространства–времени Керра [45], однако для него до сих пор не найдено удовлетворительное внутреннее решение. Эта задача является одной из ключевых неурегулированных проблем в классической общей теории относительности [46]. В поисках адекватного внутреннего решения для метрики Керра были исследованы различные стратегии, включая использование теорий о экзотических видах материи и специфических уравнений состояния. Однако, эти попытки не увенчались конкретным успехом; в этом контексте стоит отметить одно из последних перспективных предложений [47]. В свете этих обстоятельств, в исследовании [48] предлагается обратить внимание на альтернативные методы. Авторы данного исследования выдвигают предположение о необходимости включения дополнительных физических параметров, существенных для всестороннего описания гравитационного поля. Одним из таких критически важных параметров выступает квадрупольный момент, отвечающий за деформацию массового распределения объекта. Введение квадрупольного момента к сферически симметричному объекту приводит к формированию осесимметричного массового распределения, предоставляя новые возможности для модификации соответствующих полевых уравнений. Этот подход, предложенный в работе [48] как альтернатива, ориентирован на поиск внутренних решений, которые могли бы описать гравитационную структуру компактных объектов более полно. В рамках этой методики особое внимание уделяется объектам с квадрупольным моментом и массой, при этом временно отвлекаясь от влияния углового момента. 




	В одном из сравнительно недавнем исследований [49] предложен метод применения трансформации Зипоя-Вурхиза [50, 51] для создания квадрупольной метрики (-метрики), которую можно рассматривать как базовое расширение метрики Шварцшильда. Это расширение направлено на описание гравитационных полей с массовым распределением, отклоняющимся от сферической симметрии за счет введения отдельного квадрупольного параметра. В научных кругах такая метрика упоминается под различными названиями, включая метрику Зипоя-Вурхиза, дельта-метрику, гамма-метрику и –метрику [52, 53, 54]. Исследования подчеркивают значимость квадрупольного параметра для физики. Чтобы оценить влияние гамма-параметра  на траектории движения, было выполнено сравнение круговых и радиальных геодезических траекторий в условиях гамма-метрики с траекториями в сферически-симметричном пространстве [55]. Помимо этого, обнаружено, что характеристики аккреционных дисков в условиях гамма-метрики могут существенно отличаться от аналогичных характеристик дисков вокруг черных дыр [56, 57]. Эти наблюдения демонстрируют, что -метрика эффективно описывает внешнее гравитационное поле с деформациями массового распределения, где квадрупольный момент играет ключевую роль в определении деформации [58,59,60].	


	Таким образом, внедрение -метрики и актуальность подхода материальной среды в рамках общей теории относительности открывают новые горизонты для более глубокого анализа гравитационного искривления света астрофизическими компактными объектами. Исследования в этом направлении значительно обогащают наше теоретическое понимание структуры пространства-времени вблизи таких объектов и предоставляют эффективные инструменты для исследования их гравитационных эффектов. В частности, применение q-метрики позволяет с большей точностью учитывать эффекты несферических деформаций, обусловленных квадрупольным моментом, на траектории света. Этот аналитический подход крайне важен для точного толкования астрономических данных и способствует улучшению нашего понимания физических характеристик астрофизических объектов. С этой целью, в данной диссертационной работе мы сначала рассмотрим применение подхода материальной среды к метрике Шварцшильда и Керра в случае экваториальной плоскости, а затем применим этот же подход для определения угла гравитационного искривления света астрофизическими компактными объектами, используя -метрику. Также мы рассмотрим не только случай экваториальной плоскости, но и более общие случаи. Однако, ввиду сложностей аналитического подхода в неэкваториальной плоскости, мы осуществим это с помощью численных методов. 
	
	1.2 Метрика Шварцшильда 
	В соответствии с общей теорией относительности, присутствие материи искривляет пространство-время. Это искривление описывается уравнениями Эйнштейна, которые состоят из 10 нетривиальных уравнений и могут быть записаны в компактной тензорной форме следующим образом.


			(1.1)








где – тензор Риччи, – метрика, – скаляр Риччи и – тензор энергии-импульса. Несмотря на то, что в уравнении (1.1) присутствуют гравитационная постоянная Ньютона  и скорость света – , далее мы будем считать, что . Кроме того, уравнение (1.1) не содержит члена космологической постоянной.
	Незадолго после создания общей теории относительности, в 1916 году, Карл Шварцшильд представил первое решение уравнений Эйнштейна в вакууме. Его решение было сферически симметричен, статичен и приближался к плоскости на бесконечности. Согласно теореме Биркгофа, это решение охватывает все возможные сферические симметричные случаи в вакууме и является базовым примером черной дыры без заряда и вращения. Описание этого решения в сферических координатах можно найти в [61].
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где – масса, является основным определяющим параметром. Из (1.2), видно, что метрика имеет сингулярность в двух точках:  и  (без учета точки   и ). Однако после вычисления скаляра Кречмана (и соответствующих компонентов тензора Римана) [62], 
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явно видно, что сингулярность присутствует только при . Это говорит о том, что особенность в точке  связана с выбором координат Шварцшильда, и её можно исключить, изменив координаты.


	Рассмотрим радиально нулевые геодезические , положив  запишем (1.2) в виде
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Интегрируя, получим


                                               	  (1.5)



	Теперь введем новые координаты  и сделаем преобразование вида . Тогда уравнение (1.2) примет вид:


			(1.6)





где . Основываясь на определении  и его дифференциале по , получаем . Это приводит нас к линейному элементу в расширенных координатах Эддингтона-Финкельштейна [63].


					      (1.7)	


	Сделав следующее преобразование , где , мы приходим из (1.7) к виду (1.8) [58].


			(1.8)





Здесь мы видим, что метрика регулярна при . Кроме этого, радиальные нулевые геодезические имеют , следовательно константу , которая определена как . Таким образом, радиальные нулевые геодезические


			(1.9)

	Для случаев:
· 
 имеет положительное значение и меньше 1;
· 
 равно 0;
· 
 имеет отрицательное значение;


	В заключение, при  и входящие, и исходящие нулевые геодезические направлены в сторону Черной Дыры. В контексте Шварцшильда  (известный как радиус Шварцшильда) представляет собой горизонт событий: линию раздела, за которой находится область пространства–времени, из которой ничего, даже свет, не может выйти из-за его каузальной структуры. Понятно, что это представление применимо и к другим типам черных дыр.

	1.3 Уравнения движения в пространстве-времени Шварцшильда
	Обширное изучение механических систем было проведено с помощью лагранжева и гамильтонова формулировки. Лагранжева формулировка показывает себя особенно ценной, так как не привязана к конкретной системе координат и базируется на физических параметрах, не зависящих от координат, таких как кинетическая и потенциальная энергия. Уравнения для геодезического движения формируются путём вариаций действия  с условием его стационарности.


			(1.10)



где  представляет собой лагранжиан, который зависит от обобщенных координат , их временных производных  а также от времени . Варьируя действие, мы выводим уравнение Эйлера–Лагранжа для каждой из обобщенных координат [64].


			(1.11)

	Рассмотрим теперь 4-мерное пространство-время с индексами от 0 до 3 где линейный элемент задается в виде


			(1.12)

	Тогда по аналогии с классической механики лагранжиан в искривлённом пространстве-времени запишется как:


			(1.13)



где  есть производная по аффинному параметру . Действия в свою очередь имеет вид


			 (1.14)

	Варьируя действие и учитывая его стационарные значения в экстремальных точках, мы получаем уравнения геодезических линий.


			(1.15)

	В случае пространства-времени Шварцшильда линейный элемент определяется уравнением (1.2), обратная же метрика определяется выражением


			 (1.16)

	Используя уравнение (1.13), лагранжиан системы определяется выражением


			(1.17)

	Как видно из (1.15) для описания движение пробных частиц нам нужно знать ненулевые символы Кристоффеля, соответствующие этому пространству-времени.


			 (1.18)
где 

		 	(1.19)


	Вместо того чтобы вручную рассчитывать все 64 символа, мы можем умело воспользоваться их симметричными свойствами и заметить, что некоторые их них автоматически обращаются в ноль. Например, метрика Шварцшильда не зависит от переменных t или . 
	Проведя дополнительные вычисления, можно выявить ненулевые компоненты символов Кристоффеля. 




                                     



		                	(1.20)



                                         


	Интегрирование компонентов t и  уравнения движения становится более удобным в силу присутствия постоянных движения. В результате эти компоненты приобретают форму дифференциальных уравнений первого порядка. 

			(1.21)

		 	 (1.22)


	Уравнения геодезических для параметров  и  могут быть преобразованы в следующую форму:	

	                        	

	                             	 (1.23)


где символы Кристоффеля заданы в уравнении (1.3) и использованы соотношения для t и  из уравнения (1.21,1.22)

	1.4 Подход материальной среды в пространстве-времени Шварцшильда
	Из первой части диссертации становится ясно, что для определения угла отклонения света в гравитационном поле и для понимания взаимодействия света с сильными гравитационными полями, характерными для таких объектов, как черные дыры, мы можем решить системы дифференциальных уравнений второго порядка. В этой части были представлены соответствующие уравнения, которые описывают движение фотона в пространстве-времени Шварцшильда.
	Однако, кроме этого подхода, существуют и другие методы, позволяющие упростить и обойти сложные математические вычисления. Подход материальной среды является одним из утвердившихся и эффективных методик анализа явления гравитационного линзирования, который впервые применил Тамм [8], а впоследствии и Балаш [9], для изучения того, как вращение объектов влияет на поляризацию света. Концепция материальной среды в контексте общей теории относительности представляет собой уникальный подход к описанию влияния гравитации на свет. Эта идея была разработана для объяснения, как гравитационные поля, подобно физическим средам, могут влиять на распространение световых волн. Для понимания этой концепции полезно провести параллель с тем, как свет взаимодействует с материальными средами, например водой или стеклом. В обычных условиях, когда свет проходит через различные материалы, такие как вода или стекло, он испытывает преломление из-за изменения своей скорости. Это явление объясняется законами оптики и хорошо изучено в физике. В контексте общей теории относительности пространство-время, искривленное массой, рассматривается как аналогичная «эффективная» среда. Таким образом, гравитационные поля, создаваемые массами, влияют на свет так, как если бы он проходил через физическую среду, изменяя его путь. Этот подход основан на представлении пространства-времени как динамической среды, которая не только определяет, но и изменяется путем распространения света и других энергетических взаимодействий. В этой модели световые волны подвергаются изменениям траектории, аналогичным преломлению в оптических средах, когда они проходят через области с различной гравитационной кривизной. Этот процесс можно сравнить с изменением направления светового луча при его переходе из воздуха в воду. Ключевым моментом здесь является то, что в общей теории относительности пространство и время не являются статическими и независимыми сущностями, а скорее динамическими и взаимосвязанными. Следовательно, гравитационное поле, которое искривляет пространство-время, создает условия, в которых свет и другие излучения ведут себя по-разному, в зависимости от геометрии пространства-времени.
	Подход материальной среды особенно полезен при анализе эффектов преломления света в гравитационных полях, предоставляя более прямой и доступный способ для понимания и описания изменений траектории света. Такой метод может оказаться более удобным в определенных ситуациях, особенно когда необходимо проанализировать общее поведение света в гравитационных полях, не углубляясь в сложные математические детали решения дифференциальных уравнений.

	В предшествующих обсуждениях было отмечено, что гравитационное поле оказывает влияние на передачу электромагнитных волн, придавая пространству эффективный показатель преломления , согласно источнику [65]. 
	В контексте статического и сферически симметричного гравитационного поля К. Шварцшильд представил решение уравнения поля Эйнштейна в 1961 году, которое характеризуется следующим образом [60]: 


			  (1.24)



	Радиус Шварцшильда, обозначаемый как , играет ключевую роль в определении гравитационного поля в вакууме, воздаваемого любой массой с центральной симметрией. Упомянутый ранее линейный элемент можно представить в изотропном виде путем введения новой координаты радиуса  через следующее уравнение трансформации, как указано в источнике [65]:


			(1.25)

или 


		                                                  	 (1.26)

	Изменение в изотропную форму Шварцшильда после применения изменений приобретает следующую структуру: 


        		  	 (1.27)



	В рамках сферической системы координат выражение  представляет собой размерность, эквивалентную квадрату инфинитезимального вектора длины . 



	При условии, что , определение скорости света может быть произведено из формулы , учитывая, что . Следовательно, в данной ситуации, где важную роль играет радиус Шварцшильда, скорость света может быть представлена следующим образом:


			(1.28)
				

	Однако, упомянутое ранее уравнение для скорости света определяется в терминах единицы длины  за единицы времени. Таким образом, это можно представить следующим образом:



                       (1.29)


	Заменив в уравнении (1.29) значение , извлеченное из уравнения (1.25), мы приходим к следующему результату:


        	                   		(1.30)



	Следовательно, показатель преломления  в точке со сферической полярной координатой  может быть описан через следующее соотношение:

		   . 	(1.31)                  

	Ясно, что в зонах, удаленных на значительное расстояние от массы со сферическим распределением, где пространство асимптотически приближается к евклидовому, индекс преломления  n(r) снижается до единицы, в то время как в районе радиуса Шварцшильда он стремится к бесконечности. Это обстоятельство является физически последовательным. Стоит отметить, что результаты, полученные на основе исследований Аткинсона [66] и Фишбака с Фрименом [12], предполагают формулировку через определенный бесконечно сходящийся ряд. В своих работах Фишбак и Фримен [12] предложили оценку отклонения света возле массивного объекта, основываясь на усечении этого ряда на определенной стадии, тогда как для расчета отклонения не использовались значения индекса преломления, предложенные Аткинсоном [66].


		Чтобы построить график зависимости показателя преломления введем безразмерную переменную , тогда  и подставим в показатель преломления


	                                                         	 (1.32)





	Теперь мы можем построить график функции  для различных значений  где  (поскольку соответствует горизонту событий, и в этой точке  будет иметь сингулярность). Построим график для интервала значений x, например, от 1.01 до 10, чтобы увидеть, как показатель преломления изменяется с увеличением расстояния от горизонта событий.
[image: ]



Рисунок 1 – Зависимость показателя преломления  от безразмерной величины .




	На Рисунке 1 представлена зависимость показателя преломления  от безразмерной величины  . Как видно, с увеличением  (то есть с увеличением расстояния от горизонта событий черной дыры), показатель преломления стремится к 1. Это означает, что вдали от черной дыры пространство становится все более похожим на плоское, а влияние гравитационного поля на преломление света уменьшается.

	Теперь, когда нам известен эффективный коэффициент преломления луча в нашем случае, который обладает сферической симметрией, мы можем рассчитать гравитационный изгиб как задачу геометрической оптики, так как это сделано в [20]. Согласно работе [67], уравнение для определения изгиба запишем в полярной системе координат .


			(1.33)




Где  – постоянная величина, которая ровна произведению  на прицельный параметр .







	Траектория светового луча определяется таким образом, что произведение показателя преломления  на расстояние , перпендикулярное к траектории луча от начала координат, остаётся неизменным. В рассматриваемой задаче световой луч приближается к гравитационной массе , расположенной в начале координат, из . Эта масса характеризуется радиусом Шварцшильда . После того как луч достигает минимальное расстояние , луч продолжает движение обратно к бесконечности , испытывая при этом угловое отклонение .


	Далее для расчета угла отклонения луча света мы рассмотрим случай, когда  то приближение слабого поля. Для этого введем малый параметр который намного меньше единицы  и запишем эффективный коэффициент преломления разложив ее в ряд по малому параметру .


			(1.34)

Перепишем интеграл 


			(1.35)




	Далее, вводим величину , также обозначим  через  и соответственно, перепишем


		(1.36)		


	Для удобства обозначим величину  как , 


                                                         	 	                                          (1.37)

	Также это подразумевает


         	             	(1.38)


	Разобьем данный интеграл  на два отдельных интеграла следующим образом, поскольку прямое вычисление этого интеграла связано с определенными сложностями:



		 	(1.39)

Где 



		, 	(1.40)









	Можно написать , заменив переменную с  на . Тогда верхние и нижние пределы   и  станут  и . В этом случае интеграл  можно рассчитать


	                  	 (1.41)

	Следовательно (1.33) можно записать

		    	 (1.42)
	

	Таким образом, гравитационный изгиб сводится к интегралу


			(1.43)






	Далее, в приближений слабого поле можно написать ,  и , так как ,.


			 (1.44)

	1.5 Метод Вернера и Гиббонса.







		Еще одним методом вычисления угла изгиба света в гравитационном поле является метод, предложенный Вернером и Гиббонсом [29] и использует для этого теорему Гаусса–Бонне. Данный метод основан на дифференциальной геометрии и топологии, в частности, на идее, что глобальные свойства пространства-времени, такие как изгиб, могут быть изучены через локальные свойства кривизны. Как известно теорема Гаусса–Бонне связывает геометрию и топологию поверхности с её внутренней кривизной и граничным изгибом.  В контексте ОТО, метод Вернера и Гиббонса рассматривает воздействие гравитационного поля на путь света как изменение геометрии пространства-времени. Характер метода заключается в следующем: на основе решения уравнения Эйнштейна для заданной массы источника гравитационного поля строится оптическая метрика, далее на основе теоремы Гаусса–Бонне устанавливается связь между интегралом от Гауссовой кривизны  которая берется по некоторой поверхности  и полной кривизны  вдоль границы поверхности . В контексте гравитационного линзирования теорема применяется к области, ограниченной лучами света и сегментом прямой линии (геодезической), соединяющей источник и наблюдателя. Угол гравитационного изгиба света α определяется вычислением разности между интегралом кривизны  вдоль пути света и интегралом Гауссовой кривизны  по поверхности  . Согласно теореме Гаусса-Бонне:


			(1.45)




где  – характеристика Эйлера поверхности , которая для простых случаев, как правило, равна 1,  – угловые точки.

	Как видно из (1.45) для вычисления интеграла сперва необходимо вычислить Гауссовою кривизну . Поэтому сперва запишем метрику для статического, осесимметричного, асимптотически плоского пространства-времени


				(1.46)



	Нулевая геодезическая удовлетворяет условию , и, рассмотрев экваториальную плоскость , оптическую метрику можно записать как:


			(1.47)

	Гауссова кривизна оптической метрики равна:


			(1.48)

	Также в работе [63] было показано, что Гауссова кривизна оптической метрики можно связать с эффективным коэффициентом преломления луча света


			(1.49)


где  – эффективным коэффициент преломления в изотропной системе координат.  
		В случае слабого отклонения угол можно рассчитать путем интегрирования
 его кривизны по бесконечной области, ограниченной лучом света за пределами линзы. Так в работе [38] было показано, что в статическом сферически-симметричном пространстве-времени, допускающем асимптотическую плоскостность, уравнение (1.45) можно записать как


			(1.50)





где использовано траектория частицы нулевого порядка , . - расстояние между линиями, проходящими через частицу (вдоль направления ее движения), и центром гравитирующего объекта (прицельным параметр). Также  определяется как


			(1.51)


	Таким образом, в случае метрики Шварцшильда функция  в (1.2) имеет вид:


			(1.52)

	Тогда оптическая метрика (1.47) записывается как


			(1.53)

	В результате Гауссовая кривизна


			(1.54)



	Таким образом, подставляя  в уравнение (1.50) в приближении нулевого порядка  мы получаем результат


			(1.55)

	Этот результат полностью совпадает с результатом, полученным из оптических соображении по формуле (1.44). Однако, здесь использовано совершенно другой принцип.

	1.6 Численные методы. Метод Обратной трассировки лучей в случае метрики Шварцшильда	
	Таким образом, мы рассмотрели аналитические методы для вычисления эффективного коэффициента преломления и угла отклонения луча света в условиях экваториальной плоскости в случае Шварцшильдовской метрики. Рассмотренные формулы эффективного коэффициента преломления и угла гравитационного отклонения обеспечивают важное теоретическое понимание феномена гравитационного линзирования, позволяя предсказать его влияние на прохождение световых лучей вблизи массивных объектов. Однако, несмотря на их значительный вклад в наше понимание процесса гравитационного линзирования, аналитические методы сталкиваются с ограничениями при моделировании более сложных конфигураций и взаимодействий.
	Чтобы преодолеть ограничения аналитических методов и расширить наше понимание гравитационного линзирования, существуют численные методы, которые позволяют нам моделировать эти явления с большей точностью и гибкостью. К таким методам можно отнести трассировку лучей [69], обратную трассировку лучей [70], метод многократных изображений и методы, основанные на уравнениях Рэлея-Сомерфельда [71,72].
	Трассировка лучей представляет собой прямой метод моделирования пути светового луча через гравитационное поле. Этот метод позволяет точно определить траекторию луча и его итоговое положение, но может быть вычислительно затратным при моделировании большого количества лучей из-за необходимости детального отслеживания каждого луча вдоль его пути.
	Обратная трассировка лучей подходит для решения задачи с точки зрения наблюдателя, трассируя лучи назад к источнику. Этот метод особенно эффективен для создания изображений, поскольку он позволяет сосредоточить вычислительные усилия только на тех лучах, которые фактически достигают наблюдателя, уменьшая таким образом вычислительную нагрузку и увеличивая точность изображений.
	Метод многократных изображений фокусируется на выявлении и анализе множественных изображений, создаваемых одним и тем же источником света в результате гравитационного линзирования. Хотя он предоставляет важную информацию о структуре линзы и распределении массы, метод может быть сложным в применении для сложных конфигураций линз.
	Методы, основанные на уравнениях Рэлея-Сомерфельда, используют волновые уравнения для моделирования дифракции и интерференции света в гравитационном поле. Эти методы могут быть особенно полезны для изучения эффектов гравитационного линзирования на волновых фронтах света, но они требуют значительных вычислительных ресурсов для решения волновых уравнений в сложных гравитационных полях.
	Среди всех этих методов обратная трассировка лучей выделяется как наиболее предпочтительный для наших исследований гравитационного линзирования из-за ее высокой эффективности и способности генерировать точные изображения линзированных объектов с минимальными вычислительными затратами. Этот метод позволяет нам не только эффективно моделировать процессы линзирования, но и детально изучать визуальные эффекты, создаваемые гравитационными линзами, что делает его незаменимым инструментом в арсенале современного астрофизика.
	Здесь, на примере метрики Шварцшильда, мы подробно рассмотрим основные принципы и технические аспекты обратной трассировки лучей, а также продемонстрируем, как этот метод может быть использован для генерации визуализаций гравитационного линзирования. В следующих главах мы применим эту технику для получения изображении и тени гравитационных объектов с учетом их вращении и деформации.
	В отличие от генерации изображения при естественном линзировании, существует заметная разница, когда используются компьютерные технологий, влечет за собой значительные отличия. Методика обратной трассировки лучей света, рассматриваемая как одна из наиболее продуктивных, предполагает прослеживание движения фотонов от позиции наблюдателя обратно к гравитационному источнику.




	Для того, чтобы применить технику обратной трассировки лучей, расположим источник гравитации обладающей массой m в начале координат в пространстве-времени Минковского. Далее, мы окружаем наш объект фоновой виртуальной сферой, которую мы назовем числовой бесконечностью. Это фоновая сфера разделена на четыре части и обладает своим  цветом, например, красный ( и ), синий ( и ), желтый 




( и ) и зеленый ( и ). Сказанное проиллюстрировано на ниже на Рисунке 2.
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Рисунок 2 – Виртуальная фоновая сфера разделенная на четыре части

	Как видно из Рисунка 2, луч, запущенный от наблюдателя в сторону гравитационного источника, за счет искривления пространство–времени попадает в одну из четырех областей виртуальной сферы, если она не поглощается объектом.

	Распространение всех световых частиц из конкретного сегмента пространства и времени обходится весьма затратно, причем многие из этих частиц так и не смогли бы достичь точки наблюдения. В то же время, использование методики, при которой свет возвращается назад от места нахождения наблюдателя к зоне гравитационного источника и его ближайшему окружению, показывает высокую степень эффективности. Прежде чем приступить к распространению фотонов, нам необходимо определить основу для локального наблюдателя, используя метод тетрад, как это предложено в источнике [5]. Этот подход упрощает решение задачи. Основа для нашего локального наблюдателя будет составлена из базисных четырех векторов (в контексте четырехмерного пространства-времени), обозначаемых как , которые должны следовать определенным правилам.


			 (1.56)


		 	(1.57)

	Здесь латинские символы используются для обозначения индексов, связанных с тетрадным подходом, в то время как греческие символы применяются для обозначения индексов в тензорном анализе. К тому же мы обычно пишем линейный элемент как:


		 	(1.58)


	С помощью тетрадного формализма это линейный элемент можно записать в другом виде, разложив 


			(1.59)

	Сравнивая (1.58) и (1.59), получаем 


		 	(1.60)




	Для более подробного рассмотрения будет выбрано шварцшильдовское пространство-время, описываемое через сферические координаты (). Мы возьмем тетраду, описанную в [73,74]. Базис наблюдателя (может быть разложена в координатный базис () следующим образом [40,68,69].



		, 	(1.61)



		, 	(1.62)


где коэффициенты () – являются действительными. Базисы же наблюдателя имеет нормировку Минковского.

		  	(1.63)
и обязан удовлетворять условию

		.	 (1.64)
Используя уравнения (1.63) и (1.60), получаем


		 	 (1.65)


Аналогичным методом приходим 



		, 	(1.66)


Для расчета и потребуется также использовать формулу (1.64)


                                      	  (1.67)


			 (1.68)

Так как  не равны 0, мы получаем следующее


		, 	 (1.69)




Также возможно рассчитать локальные измеренные компоненты импульса и проецировать их на четырехмерный импульс [40]. Для временной компоненты получаем , в то время как для пространственной составляющей получаем . В нашем распоряжении находятся два постоянных параметра движения, ассоциируемые с энергией, обозначаемой как , и с угловым моментом, представленным как , следовательно, получается следующее:


		, 	


		,  	 (1.70)
	Теперь, когда мы определили базисы для локального наблюдателя перейдем к настройке плоскости наблюдателя. В процессе создания фотографий в обычных условиях, используемое нами устройство (камера) захватывает свет через отверстие с заданной шириной диафрагмы. Это позволяет фотонам проникать внутрь под различными углами, что необходимо для того, чтобы в итоге получить изображение. Эту сравнение с камерой можно адаптировать к методу получения цифрового изображения тени. В данном случае, роль наблюдателя исполняет камера, установленная между чёрной дырой и её фоном, направленная в сторону чёрной дыры. 



	В контрасте с примером, связанным с камерой, где свет собирается через круглое отверстие, здесь процесс иной: мы направляем фотоны от единственной точки наблюдателя до тех пор, пока они не достигнут чёрной дыры или её фона. Для формирования двухмерного изображения тени и фона можно использовать параметризацию трехмерных импульсов фотонов , в системе координат наблюдателя, определяемую двумя основными углами: вертикальным  и  горизонтальным. Эта методика визуально представлена на иллюстрации 3.
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Рисунок 3 – Геометрическая проекция линейного импульса фотона в системе наблюдателя. (адаптировано из [74])




	 в системе координат наблюдателя, задаваемой как , соответствуют . Следовательно, для определения их квадратной нормы используется следующая формула:
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	Компоненты  можно записать через углы  и  как


		


		 	  (1.72)


		





	Так как фотоны имеют нулевую массу, т. е.   следовательно  . С учетом (1.70) мы в состоянии представить первичные условия для импульсов фотонов, которые характеризуются через параметры  и . 
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		Модуль  не играет ключевой роли, так как его функция ограничивается определением частоты фотонов. Исходя из этого, мы можем присвоить ему значение равное единице, тогда получаем первичные условия для импульсов фотонов в виде


		


		 	 (1.74)


		


		







	Установление значений углов  критически важно для достижения основной задачи – создания численного представления тени (и гравитационного линзирования) системы с черной дырой. Эти углы можно рассматривать как область видимости для наблюдателя. С увеличением этих углов расширяется и область, которую способен охватить взгляд наблюдателя. Однако, вместо углов  мы воспользуемся сеткой на плоскости небесного изображения как это сделано в [74]. Обозначим оси координат наблюдателя как  с осью , ориентированной к центру черной дыры, локальная координата которой обозначается через , используемую для метрики Шварцшильда (1.24). Наблюдатель находится в начале координат в своей локальной системе отсчета и в точке () в системе отсчета черной дыры.
	Рассмотривая четырехмерное пространство-время Минковского (и отмечая, что при отсутствии временной компоненты мы имеем дело с трехмерным евклидовым пространством), размещаем нашего наблюдателя в пределах сферического фона, иллюстрированного на Рисунке 2, направленного непосредственно на точку слияния красного, зеленого, желтого и синего цветов с белым кругом на их пересечении. При использовании методики обратной трассировки лучей в таком контексте пространства-времени, траектории фотонов будут "прямым", как это визуализировано на Рисунке 4, где "прямая" понимается в том же смысле, что и прямолинейное движение в классической физике Ньютона.
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Рисунок 4 – Сетка, представляющая фон в плоском пространстве-времени.






	Теперь упростим анализ, представив, что плоскость изображения находится на уровне , и она обозначена координатной сеткой . Вместе с начальными скоростями приблизительно равными (0, 0, 1), эти координаты обеспечивают стартовую точку для трассировки лучей. Однако, учитывая, что геодезические уравнения для лучей света формулируются через координаты метрики Шварцшильда , перевод начальных условий луча света с плоскости изображения, как это видит наблюдатель, в условия, пригодные в контексте структуры черной дыры, является критически важным. Согласно источникам [45,75,76], координаты сетки  на плоскости изображения определяют начальное местоположение в системе координат черной дыры как указано в [77].





                                         	    
			                          (1.75)




	Также вектор  (0, 0, 1) переводится в 





                                  	                           (1.76)







	Далее предлагается разделить Рисунок 4 на двумерный ряд данных, соответствующих координатам: вертикальным   и горизонтальным . Каждая пара координат будет соответствовать определённому пикселю на изображении 4 (или на любом другом изображении, используемом в качестве фона). 

	Исходя из этого, мы можем создать матрицу M, элементы которой будут обозначены как  . В данной матрице строки будут представлять собой ряды точек с одинаковым значением x, в то время как столбцы будут рядами точек с одинаковым значением y. В каждой точке матрицы фиксируются начальные условия, соответствующие уникальному четырёхмерному импульсу фотона (определяемому уравнениями (1.75)), который будет зависеть от координат x и y. Затем мы можем проследить путь фотона в обратном направлении к фоновой сфере; исходя из конечных условий фотона на этой сфере, соответствующему элементу матрицы присваивается цвет фона.

	Понимая методику реконструкции изображения в плоском пространственно-временном континууме, можно перейти к изучению пространства-времени, содержащего черную дыру. Повторяя аналогичные шаги, фотон с начальными координатами  прослеживается обратно во времени до тех пор, пока он не окажется либо в черной дыре – в таком случае фотон и соответствующий ему элемент матрицы окрашиваются в черный цвет, либо он достигнет фоновой сферы – тогда, исходя из его конечных параметров, происходит сопоставление с условиями в плоском пространстве-времени, и фотону присваивается соответствующий фоновый цвет.


	Далее, рассмотрим алгоритм для генерации изображения линзирования объекта в рамках метрики Шварцшильда в общей теории относительности. С начало, нам необходимо определить компоненты метрического тензора Шварцшильда, включая временные, радиальные и угловые компоненты которые задаются (1.2). Эти компоненты необходимо рассчитывать каждый раз для каждого луча, поэтому, здесь целесообразно будет использовать методы ускорения вычислений. Далее устанавливаются начальные условия, включая позицию, скорость, энергию и угловой момент луча соответственно формулам (1.75) и (1.76). Также нам необходимо в начальный момент определить константы движения для каждого луча, а именно энергию  которая определяется как и угловой момент, определяемый формулой  . Как упоминалось ранее, все три уравнения (1.23) необходимы для Линзирования, но для изображения Тени нам не нужно третье уравнение (1.23). 
	Для моделирования движения луча света в гравитационном поле объекта применяются уравнения движения, основанные на лагранжевом подходе к геодезическим линиям (1.23), что позволяет учесть эффекты общей теории относительности. В частности, используются численные методы для решения уравнений движения, в том числе метод Рунге-Кутты четвертого и шестого порядка для высокой точности аппроксимации.
	Процесс трассировки луча света мы реализуем через итерационный цикл, который спасобен адаптируется к условиям, близким к критическим радиусам, таким как внутренняя граница стабильной круговой орбиты. Этот процесс позволяет точно отследить траекторию света вблизи черной дыры Шварцшильда, моделируя эффекты гравитационного линзирования.
	Результаты трассировки используются для генерации визуального представления гравитационного линзирования, при этом используются различные цветовые отметки для идентификации различных регионов и эффектов линзирования. Визуализация результата осуществляется с помощью библиотеки matplotlib, где результаты представляются в виде изображения с использованием специально созданной цветовой карты. Также укажем условие которое служит условием для остановки отслеживания трассирующего луча:

	Если фотон имеет радиальную координату  (радиус Шварцшильда), где M – масса черной дыры, этому фотону будет присвоен черный пиксель;

	Если фотон имеет радиальную координату , то фотон достиг фона и этому фотону присваивается белый пиксель.
	Ниже на рисунках представлены результаты такого рода маделирования. Тень черной дыры Шварцшильда можно увидеть на Рисунке 5, а линзирование черной дыры Шварцшильда можно увидеть на Рисунке 6.
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Рисунок 5 – Тень черной дыры Шварцшильда с массой M = 1. Наблюдатель находится в исходном положении =15, в экваториальной плоскости 

(). Фоновая сфера находится при r = 30.

	Как и ожидалось, тень, изображенная на Рисунке 5, образует точный круг, отражающий сферическую симметрию, характерную для черной дыры Шварцшильда. Крайне важно выделить несколько аспектов из Рисунка 6.
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Рисунок 6 – Линзирование черной дыры Шварцшильда с массой M = 1. Наблюдатель находится в исходном положении =15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при r = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.

	Фотоны, связанные с большими абсолютными значениями x и y, считаются прямыми фотонами. Это означает, что они не облетают Черную дыру на пути к заднему плану. Кроме того, чем дальше мы удаляемся от Черной дыры, тем больше пространство-время напоминает пространство-время Минковского. 	 Помимо тени, рассмотрение Рисунка 6 показывает две отдельные 
области (внутреннюю и внешнюю зону). Внутренняя зона связана с фотонами, однажды облетевшими Чёрную Дыру.
		Теперь, рассмотрим блок-схему кода для получения изображения объекта 
линзирования и обсудим модификацию этого кода для работы на графическом процессоре (GPU) с использованием пакета Numba. Сначала давайте посмотрим на блок-схему кода, предназначенного для работы на ЦП (см. Рис. 7). Как показано на Рисунке 7, программа устроена следующим образом: она начинается с инициализации входных параметров, затем вычисляет компоненты метрического тензора (в нашем случае метрики Шварцшильда). После этого из каждой ячейки плоскости наблюдателя запускается луч в обратном направлении с уникальными начальными условиями, и на каждом шаге вычисляется положение луча до тех пор, пока он либо не войдет в область горизонта событий, либо не покинет внешнюю сферу. История каждого луча рассчитывается последовательно, один за другим. После определения истории всех лучей формируется изображение [78].
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Рисунок 7 – Упрощенная блок-схема, представляющая поток и функциональные возможности кода, работающего на ЦП.

		Из представленной блок-схемы сразу становится ясно, что эта задача хорошо подходит для параллельных вычислений, поскольку очевидно, что параллельное отслеживание истории каждого луча, а не ожидание завершения предыдущего, является наиболее эффективным подходом. Самый простой способ реализовать это – использовать библиотеку Numba [74]. Numba – это JIT-компилятор, который ускоряет код Python, особенно для числовых вычислений, путем преобразования его в код машинного уровня. Он поддерживает выполнение как процессора, так и графического процессора, что делает его идеальным для задач параллельных вычислений. С помощью Numba разработчики могут добиться значительного повышения производительности без серьезных изменений в существующем коде Python, используя возможности графических процессоров для более быстрой обработки и анализа данных. Чтобы распараллелить код и запустить его на графическом процессоре с использованием библиотеки Numba, достаточно добавить декоратор @jit(target_backend='cuda') ко всем функциям, где вычисления производятся относительно заданного луча. В результате мы получаем код, предназначенный для выполнения на графическом процессоре, блок-схема которого представлена на Рисунке 8.
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Рисунок 8 – Модифицированная блок-схема, представляющая поток и функциональные возможности кода, работающего на графическом процессоре.

	Далее мы представим график на Рисунке 9 сравнивающий время вычислений кода, выполняемого на ЦП, с кодом, выполняемым на графическом процессоре с использованием пакета Numba. Этот график эффективно отражает влияние параллельной обработки на эффективность вычислений при моделировании гравитационного линзирования.
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Рисунок 9 – На графике показано сравнение времени вычислений исходного (непараллельного) и модифицированного (CUDA-параллельного) методов при увеличении размера сетки с 10x10 до 1000x1000. Здесь обе оси представлены в логарифмическом масштабе.

	Таким образом, мы подчеркиваем значительные вычислительные преимущества применения ускорения графического процессора с библиотекой Numba для моделирования гравитационного линзирования. При переходе от выполнения CPU к GPU мы отметили значительное сокращение времени вычислений, особенно для больших размеров сетки, что подчеркивает эффективность параллельной обработки. Использование Numba выделяется как самый простой метод распараллеливания кода Python для запуска на графическом процессоре, предлагая прямой путь к повышению скорости моделирования. Этот метод не только делает сложные симуляции более доступными, но и открывает путь для более широких и детальных астрофизических исследований. Кроме того, этот подход облегчает моделирование гравитационного линзирования с учетом вращения или деформации компактных объектов [80-85], поскольку в этом сценарии уравнения геодезии становятся более сложными и требуют больше времени для вычислений в контексте одного источника луча света.
	2	 ГРАВИТАЦИОННОЕ ИСКРИВЛЕНИЕ СВЕТА ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ

	2.1 Метрика Керра
	Метрика Керра, была представлена Роем Керром в 1963 [86] году и является фундаментальным решением уравнений Эйнштейна. Решение Керра описывает геометрию пространства-времени вокруг вращающейся незаряженной чёрной дыры. Метрика Керра в астрофизике очень важна, поскольку большинство чёрных дыр во Вселенной, как полагают, вращаются.
	Метрика Керра стала значительным шагом в понимании чёрных дыр, так как до её открытия основное внимание уделялось не вращающимся чёрным дырам, описываемым метрикой Шварцшильда. Отличие метрики Керра заключается в том, что она учитывает эффекты, связанные с угловым моментом (вращением) чёрной дыры, что делает её более реалистичным представлением большинства астрофизических объектов.
	Решения Керра в форме Бойера Линдквиста [28] записывается в виде:


	                                         (2.1)

где 


						                (2.2)


		   				                (2.3)


			(2.4)


	Полная метрика Керра сложна и включает в себя члены, связанные с вращением тела. Для случая слабых гравитационных полей и медленного вращения существует линеаризованная форма метрики Керра где рассматриваются только члены первого порядка по параметрам, связанным с вращением. Линеаризованная метрика Керра в сферических оординатах  может быть записана как [87, 88]:


		(2.5)

Последний член этого уравнения  отвечает за эффекты, связанные с вращением. Важно отметить, что это линеаризованное приближение хорошо работает только в условиях, когда эффекты вращения невелики. Также нужно отметить, что для большинства практических задач линеризованная метрика Керра адекватно отражает гравитационное поле вблизи вращающихся звезд или планет.

	2.2   Уравнения движения во вращающемся пространстве-времени

	Уравнения геодизического движения в тензорной форме задаются, как указано в (1.15), где символы Кристоффеля  определяются по (1.18). ниже представлены ненулевые компоненты символов:
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			 	(2.7)


			 	(2.8)
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	 	   	 (2.11)                      


				 (2.12)                      
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		 	 	(2.14)


				 (2.15)


			 	(2.16)


				 (2.17)   


			 	(2.18)


			 	(2.19)


	  			(2.20)        
              

			                          	(2.21)


                        	         	 (2.22)


				 (2.23)


	    	(2.24)
	Подставляя эти не нулевые компоненты в (1.15), мы можем записать Уравнения геодезического движения в следующим виде:


	 	(2.25)


		(2.26)


			 	(2.27)

где L и E задаются образом 


		(2.28)


			(2.29)



	2.3 Подход материальной среды во вращающемся пространстве-времени

	Рассмотрим линеаризованную метрику Керра (2.5) в случае экваториальной поверхности . В этом случае уравнение (2.5) принимает вид:


			(2.30)


где . 






		Обратим внимание на то, что данная метрика не изменяется при замене a на  и  на , что в физическом смысле означает смену направления вращения. Здесь нужно также отметить, в рамках искажений, вызванных вращением объекта, конкретное направление вращения не имеет значения, поскольку квадрупольный момент прямо связан с квадратом параметра . Тем не менее, существуют гравитационные эффекты, которые линейно зависят от параметра . В частности, приближенное решение уравнения (2.30) порождает эффект, известный как вращение локальной системы отсчёта, что является результатом медленного вращения гравитационного источника. Важно отметить, что метрика, указанная в уравнении (2.30), обладает осевой симметрией из-за наличия недиагонального элемента , который нельзя устранить с помощью координатных преобразований. Для более детального анализа можно рассмотреть вычисление Киллинговых векторов для метрики в уравнении (2.30). Это демонстрирует, что Киллинговы векторы данного уравнения отличаются от векторов сферически симметричной метрики Шварцшильда.
	Чтобы получить формулу для показателя преломления, мы, как и прежде, придерживаемся методики, описанной Сеном в [27]. В соответствии с этим, мы начнем с представления вышеупомянутого линейного элемента в изотропной форме, используя новую пространственную координату.


			(2.31)

запишем уравнение преобразование как в (2.1)


			(2.32)

Продифференцируем  (2.31) с двух сторон


		  	 (2.33)

Теперь мы можем записать линейный элемент (2.30) в изотропной форме



			 (2.34)

Или в более сокращенной записи:


			(2.35)






	В контексте системы сферических координат выражение  представляет собой квадрат длины вектора . Поэтому, положив , из выражения , определим выражения для скорости света  в «среде», которая формально связано с искривлением пространство-времени. С учетом параметра вращения, оно получается равным


			(2.36)




Здесь в выражение (2.36) существует множитель , однако мы опустили ее предположив . Выражение (2.36) скорости света измеряется в единицах длины  за единицу времени. Поэтому,


		(2.37)

Далее, используя обратное преобразование (2.31) мы запишем квадрат скорости


			(2.38)


Следовательно, показатель преломления  можно выразить соотношением:


			(2.39)



Таким образом, мы видим, что эффективный коэффициент преломления зависит от расстояния до гравитационного объекта, от параметра вращения, а также от параметра дрейфа пространства-времени, связанного с вращающимся объектом, . Вычисление значения  осуществляется в соответствии с методикой, предложенной Ландау и Лифшицем в 1951 году [64]. Детальное описание метода доступно в источнике [27]. Здесь же мы сразу представим формулу для определения параметра дрейфа. 


			(2.40)


где  – прицельный параметр, а сам параметр дрейфа определена для случая экваториальной поверхности. 


	Введя обозначения  и  можно переписать это выражения. Такая запись является более удобной в плане построения зависимостей


			(2.41)

Следовательно, показатель преломления примет вид


			(2.42)





Здесь мы использовали обозначение  – который обозначает эффективный коэффициент преломлония в случае пространство-времени Шварцшилда , где  – который в случае принемает значение на много меньшее диницы. В таком случае, последнее выражение мы можем разложить в ряд


			(2.43)




Формула (2.43) представляет собой универсальную формулу для коэффициента преломления в керровской геометрии, выраженную через суммирование бесконечного ряда. В случае тела, вращающегося с малой скоростью, ряд сходится значительно быстрее. На Рисунке 10 показан график показателя преломления в зависимости от , где гравитационным телом считается Солнце. По мере увеличения значения , т. е. (т. е. по мере движения к плоскому пространству, кривые сливаются друг с другом [27].
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Рисунок 10 – Показатель преломления как функция радиального расстояния для различных значений удельного момента а. Здесь мы устанавливаем  и .
	

	Далее, разложив до первого порядка по  можно записать показатель преломления в виде


			(2.44)



	Как и предполагалось, в статическом случае, когда , данное выражение упрощается до показателя преломления в пространстве-времени Шварцшильда. На Рисунке 10 демонстрируется поведение показателя преломления в зависимости от углового момента. Заметно, что с ростом параметра  значение коэффициента преломления снижается.
	Кроме того, в предельном случае слабого поля показатель преломления Керра можно выразить как


			(2.45)

	Теперь когда мы получили выражение для эффективного коэффициента преломления мы можем приступить к вычислению угла гравитационного откланения выспользывавшись интегралом [67]:


			(2.46)








	В рассматриваемой задаче свет распространяется из асимптотически удалённой области ( или )  в направлении центральной вращающейся массы, находящейся в точке начала координат. Эта масса характеризуется радиусом Шварцшильда  и параметром вращения . После того как свет претерпел изгиб на определенный угол , луч света продолжает свой путь к точке  или . 


	В работе [27], интеграл в (2.46) был приведен к виду удобному для численного вычисления. Для этого авторы сделали замену переменных в виде ,  c соответствующими изменениями приделав интеграла


			(2.47)

После данный интеграл был приведен к следующему виду


			(2.48)



Где  соответствует Шварцшилдовскому изгибу и . Здесь мы также ввели обозначение


			(2.49)

Таким образом, как мы видим аналитическое вычисления угла отклонения в данном виде, не является тривиальной задачей. Данный вид интеграла более удобен для численного интегрирования. Однако, используя слабое приближение мы можем относительно легко получить аналитическое решение равенства (2.46). 
	Линеаризованное выражение для угла отклонения можно представить в виде


			(2.50)

Соответственно вид интеграла примет вид


			(2.51)


где функция  задана уравнением, 


			(2.52)

а  равна

			(2.53)






	В предельном случае при условии  равным нулю, мы получаем угол отклонения в пространстве-времени, описываемом метрикой Шварцшильда. В ситуации слабого гравитационного поля (то есть когда можно предположить, что  и , где  обозначает радиус тела), мы вычисляем интеграл, указанный выше (уравнение (2.51)), чтобы найти угол отклонения света, учитывая первый порядок величины параметра вращения . Интеграл второго слагаемого представляет собой вклад от вращения пространства-времени. Тогда угол отклонения станет


			(2.54)

Аналогичные результаты были получены с использованием других методов в [16].

	2.4 Метод Вернера и Гиббонса во вращающемся пространстве-времени
	Для того, чтобы реализовать метод Вернера и Гиббонса снова воспользуемся линеаризованной метрикой Керра, в изотропных координатах (2.34) из которого как было показано выше следует эффективный коэффициент преломления в изотропных координатах


			(2.55)

	В этом случае оптическая метрика записывается как


			(2.56)

	Далее, мы перепишем эту оптическую метрику в новых координатах. Для этого введем следующие переменные


			(2.57)
и

			(2.58)

	Тогда, оптическая метрика (2.56) принимает вид 


			(2.59)

		Следовательно, гауссова оптическая кривизна


	 	 	(2.60)

	Теперь выразим уравнение (2.60) через показатель преломления


			(2.61)

		Подставляя показатель преломления для предельного случая слабого поля (2.45) выражение для гауссова оптической кривизны имеет вид


			(2.62)

	Теперь нам остается воспользываться теоремой Гаусса-Бонне


			(2.63)

	Как было уже отмечано из (2.63) следует, что угол откланения сводится к интегралу


			(2.64)









	Следует подчеркнуть, что общая величина углового отклонения, которую регистрирует неподвижный наблюдатель в бесконечно удаленной точке, складывается из двух компонент: . Здесь  обозначает угловое отклонение, зависящее от массы черной дыры, отражает влияние вращения пространства-времени, а наличие  объясняется эффектом захвата инерциальных систем отсчета, вызванным совместным вращением метрики (2.30). Поэтому, для точного определения угла отклонения, наблюдаемого неподвижным наблюдателем в бесконечности, необходимо учесть . Соответственно, можно предположить, что значение  можно выразить как , что приводит к формуле  для расчета угла отклонения, фиксируемого неподвижным наблюдателем на бесконечности. А именно для прямолинейного случая угол отклонения для такого наблюдателя на бесконечности равен


			(2.65)

	Далее, мы используем


			(2.66)

	Таким образом, решая этот интеграл, находим угол отклонения


			(2.67)



	Этот вывод полностью совпадает с результатами, полученные в работе [34]. Важно также упомянуть, что наличие плюса и минуса представляет, соответственно, световые лучи, движущиеся в ретроградном и прогрессивном направлениях. Специфически, ретроградное движение возникает в результате изменения знака  на противоположный  .

		2.5 Численные методы. Метод обратной трассировки  лучей во вращающемся пространстве-времени
	В случае вращающейся пространство-времени алгоритм Обратной трассировки лучей остается таким же, за исключением уравнения геодезических, которая определяется (2.25)-(2.27). Как и в случае Шварцшилдовской метрики для получения изображения тени достаточно и двух уравнений (2.25) и (2.26) для получения изображения линзирующего изображения необходимо учитывать (2.27). Также в случае вращающейся пространство-времени энергия и угловой момент, которые необходимы для начальных условии луча определяются следующим образом [83].
		  

	                                                   	                                               (2.68)


			                                                    	(2.69)

где  

		                                                	(2.70)

	Также необходимо отметить, что условие остановки вычисления траекторий луча света (горизонт событий), которая в случае Шваршильдовской черной дыры имеет вид , в случае вращающейся пространство-времени примет вид [89].


			                                                 	(2.71)

		Таким образом, в результате численных расчётов при различных значениях параметра вращения мы получим следующие изображении вращающейся черной дыры.



	Как видно из Рисунков 11-15 с возрастанием значения параметра , эффект влечения становится более наглядным. При отрицательном значений  эффект влечения идет в обратном направлений (Рисунок 15). Также можно заметить, что при  изображение стремится к изображению черной дыры Шварцшильда (Рисунок 11).
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Рисунок 11 – Линзирование черной дыры Керра с массой M = 1. Параметр вращения  = 0,1. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 12 – Линзирование черной дыры Керра с массой M = 1. Параметр вращения  = 0,2. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 13 – Линзирование черной дыры Керра с массой M = 1. Параметр вращения  = 0,3. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 14 – Линзирование черной дыры Керра с массой M = 1. Параметр вращения  = -0,5. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 15 – Линзирование черной дыры Керра с массой M = 1. Параметр вращения  = 0,98. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
	
	








	3	 ГРАВИТАЦИОННОЕ ИСКРИВЛЕНИЕ СВЕТА ДЛЯ КОМПАКТНЫХ ОБЪЕКТОВ

	3.1 Преобразование Зипой-Вурхиса
	Более четырех десятилетий назад было обнаружено специфическое точное решение уравнений Эйнштейна для вакуума, известное как метрика Зипой-Вурхиса [50,51], относящееся к вейлевским [46] вакуумным решениям. Исследуя статические и осесимметричные вакуумные решения уравнений Эйнштейна, Зипой [50] и Вурхис [51] выявили элегантное преобразование, способствующее получению новых решений на основе существующих решений.

	Рассмотрим концепции данного преобразования. Для этого рассмотрим общий линейный элемент, предназначенный для статических и осесимметричных вакуумных гравитационных полей, использующий вытянутые сфероидальные координаты ():


			(3.1)






		Здесь функции  и  определяются исключительно через пространственные координаты  и , при этом  является действительной константой, отличной от нуля. Следовательно, уравнения для вакуумного поля формулируются следующим образом



			, ,	(3.2)


			,	(3.3)


			   .   	 (3.4)




		Функция  вычисляется в квадратурах известной функции . Если на функцию  наложить условие 


				 (3.5)


как указано в [90], то в случае асимптотически плоской функции,  примет следующий вид:


				(3.6)






		Допустим, изначально у нас есть известные решения системы, обозначаемые как  и . Отсюда можно заметить, что подстановка  и  также обеспечивает решения системы при любом значении константы . Примером может служить следующие функции



			, 	(3.7)



		В результате, метрика, полученная в таком случае, обозначается в научных работах как -метрика. Это название подчеркивает, что способ ее получения осуществляется через использование преобразования Зипой-Вурхиса с конкретным значением константы .
	Альтернативное описание достигается через применение цилиндрических координат, задаваемых следующим образом:



			, 	 (3.8)

в этой системе координат линейный элемент принимает вид:


				(3.9)

		Мы видим, что цилиндрические координаты предлагает другой способ представления геометрии, используя уникальные ее. Следовательно, уравнения для вакуумного поля могут быть сформулированы следующим образом:


			,	(3.10)



			, .	(3.11)

Её также можно выразить в форме Вейля [3]



			, .	(3.12)


			.	(3.13)







		Константы  () являются выбираемыми величинами, а - полиномы Лежандр - ой степени. Для формирования метрики Зипой-Вурхиса эти константы настраивают так, чтобы итоговая сумма сходилась в цилиндрических координатах. Проще всего метрика выражается через сферические координаты:  и . Тогда метрика получается следущая:


			.	(3.14)



			, .	(3.15)



В научных работах вместо  часто применяют альтернативную константу , в результате чего метрика Зипой-Вурхиса, описанная в выражении (3.14), получила название Гамма-метрики.
		3.2 q-Метрика 


		Исходя из решения Шварцшильда и применяя к нему преобразование Зипой-Вурхиса при   равном , мы приходим к следующему виду метрики:


				(3.16)




	В работе [49] автор показывает, что данное уравнение представляет собой базовое расширение решения Шварцшильда за счет введения параметра , который служит для описания изменений в распределении массы. Также это можно показать вычислив мультиполи Героха [91]. Минимальные мультипольные моменты , где , определяются формулами:



			, 	 (3.17)



















в то время как моменты более высокого порядка находятся в прямой зависимости от  и могут быть выражены через  и . Таким образом, параметры  и  задают массу и квадрупольный момент как уникальные независимые мультипольные моменты данного решения. В предельном случае , метрика (3.16) соответствует метрике Минковского, а в случае    соответствует метрике Шварцшильда. Также нужно заметить, что все мультипольные моменты с нечетными значениями обращаются в ноль из-за наличия у решения симметрии отражения вокруг экваториальной плоскости, определяемой как . Квадрупольный момент  характеризует деформацию, причем его положительное значение указывает на вытянутый источник, в то время как отрицательное значение свидетельствует о сплюснутом источнике. Параметр  имеет возможность принимать как положительные, так и отрицательные значения. С учетом того, что общая масса гравитационного источника  должна быть положительной, положительные значения m подразумевают, что  должен быть больше −1. В случае же отрицательных значений m, параметр  должен быть меньше −1.Исходя из этого, можно утверждать, что данная метрика подходит для моделирования внешнего гравитационного поля статической массы , имеющей как положительный, так и отрицательный квадрупольный момент . Зависимость массовых моментов напрямую связана с конкретным значением . Эту метрику будем обозначать как  - метрику, акцентируя на её ключевой роли как на простейшем решении с уникальным квадрупольным моментом. В этом случае скаляр Кречмана записывается как


			,	 (3.18)

где


  			.	(3.19)



предоставляет возможность анализировать характеристики структуры пространства-времени. Отмечается, что отсутствие особенностей наблюдается лишь при  и , что соответствует плоскому пространство-времени.


	Наличие аномалии при стремлении r к нулю не зависит от величин  и . 






Когда  имеет отрицательное значение, это приводит к единственной точке разладки в структуре пространства-времени, которая формирует сингулярность в центре системы координат, известную в научной литературе как "голая сингулярность". В регионе, где  и  положительно, особенность возникает при , удовлетворяющем условию , что демонстрирует, что все такие аномалии находятся внутри сферы с радиусом.









	В конечном итоге, на радиусе  возникает особая точка, которая, согласно метрике (3.16), функционирует как горизонт событий в том плане, что здесь норма времени подобного вектора Киллинга становится равной нулю. За пределами сферы радиусом  нет дополнительных горизонтов, подчеркивая, что любые особенности на радиусе  и внутри этого радиуса являются голыми. Это наблюдение совпадает с теоремами о единственности черных дыр, утверждающими, что любой компактный астрономический объект, обладающий горизонтом событий, который скрывает внутреннюю сингулярность, может быть охарактеризован с помощью решения, данного Шварцшильдом. Для определения местоположения самой дистальной аномалии, которая располагается на расстоянии , можно применить формулу инвариантной массы, согласно которой . В контексте астрофизических компактных объектов предполагается, что квадрупольный момент невелик, следовательно,  значительно меньше единицы. Это предположение приводит к тому, что радиус  сингулярной сферы приближается к шварцшильдовскому радиусу  для объекта массой , который, как правило, располагается глубоко внутри материального распределения. Исходя из этого, можно заключить, что возможно "нейтрализовать" сингулярную сферу, определив внутреннюю метрику соответствующего распределения материи, которая бы компенсировала сингулярные зоны.

	3.3 Гравитационное поле слабо деформированного распределения массы.
	Недавно в работе [82] было получено приближенное обобщение метрики Шварцшильда, включающее квадрупольный момент. Авторы сосредоточились на анализе статических гравитационных полей с деформированным распределением масс, придерживаясь предположения об осевой симметрии. Это предположение основывается на понимании, что в реальных астрофизических условиях массы часто распределяются неоднородно, оказывая влияние на гравитационное поле вокруг них. Более того, в работе [48] были найдены внутренние решения для идеальной жидкости, которые могут быть согласованы с внешними вакуумными решениями при условии малости квадрупольного момента. Это указывает на то, что деформация распределения масс является незначительной, что позволяет сохранить фундаментальные симметричные свойства. По этой причине авторы выбрали особый линейный элемент, применимый как для описания гравитационного поля снаружи, так и внутри массы, который можно записать как:


				(3.20)









где () интерпретируется как полярные координаты, когда  стремится к нулю. Также, эти функции , , ,  и  являются произвольными. Для специфического случая, когда  равно нулю, вышеупомянутый линейный элемент применим для внешнего решения Шварцшильда.



			, .	 (3.21)

а также для внутренней метрики Шварцшильда идеальной жидкости, где



			, 	 (3.22)

с учетом



			, .	 (3.23)



где  и  – плотность и давление жидкости.




	Также, когда  равно 0, линейный элемент (3.20) включает квадрупольную метрику (-метрику) аппроксимированную до первого порядка по , рассматриваемую как наиболее простое расширение метрики Шварцшильда с учетом квадрупольного момента [49]. В данном контексте,  интерпретировался как квадрупольный параметр.

	В этом контексте авторы используют возможности линейного элемента (3.20) для определения более широких приближенных решений. Таким образом, уравнения вакуумного поля Эйнштейна, аппроксимированные до первого порядка по параметру , могут быть выражены как



			 то есть  ,	 (3.24)


			,	 (3.25)


			,	 (3.26)

			,	 (3.27)



				 (3.28)


				(3.29)



				(3.30)


	В месте, где запятая указывает на дифференцирование относительно заданной координаты, было принято упрощение, заменив решение первого уравнения на  постоянная, в последующих выражениях.


		Далее, авторы исследуют систему уравнений в частных производных (3.24)-(3.30). Также проинтегрировав (3.25) и (3.26), получили безразмерные константы интегрирования  – и . 



			, 	 (3.31)

В этом случае, оставшаяся система уравнений в частных производных интегрируется и получается


			                          	 (3.32)


			,	(3.33)
	

				(3.34)






где ,  и  – безразмерные константы интегрирования. Можно заметить, что глобальное приближённое решение внешнего вида с квадрупольным моментом описывается семейством решений, состоящим из пяти параметров, указанных в разделах (3.31) - (3.34). В данном универсальном решении можно подобрать значения добавочных констант  и  таким образом, чтобы в пределе на бесконечности оно соответствовало метрике Минковского, выраженной через сферические координаты. Это подразумевает наличие в представленном решении как асимптотически плоских, так и не плоских вариантов.
	  Для частичного анализа физической сущности данного решения мы выполняем расчет скаляра Кречмана.


			 	(3.35)

Где


				(3.36)
	

				(3.37)


				(3.38)


где был проигнорирован элемент, соответствующий . Наблюдается, что данное приближённое пространственно-временное поле отличается тремя уникальными кривизнами, которые находятся в определённых точках.





			, , , .	(3.39)

Эти особенности проиллюстрированы на Рисунок 16.
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Автоматически созданное описание]

Рисунок 16 – Особенности кривизны обобщенной метрики





	Еще один важный частный случай заключается в установке значения , , ,  равным нулю, что приводит к формированию линейного элемента


				(3.40)




	Как можно заметить, так как  всегда появляется в сочетании с , его можно включить в определение . Наиболее интересной особенностью этого приближенного решения является то, что его скаляр Кречмана

				(3.41)




показывает, что гиперповерхность  регулярна. Вместо этого существует особенность кривизны при , помимо центральной особенности, расположенной при , которая также присутствует в пространстве-времени Шварцшильда.

	Линейный элемент (3.40) – это асимптотически плоское приближенное решение с параметрами , в дальнейшем наши расчёты по определению эффективного коэффициента преломления и угла отклонения света будет связан именно с этим решением. 

	3.4 Уравнения движения в гравитационном поле с деформированным распределении массы

	Тензорное представление уравнений, описывающих движение по геодезическим в гравитационном поле с деформированным распределении массы, для которого соответствует метрика (3.16), формулируется согласно уравнению, упомянутому в (1.15), где компоненты Кристоффеля, обозначаемые как , вычисляются в соответствии с (1.18). Далее приводятся компоненты этих символов, которые не равны нулю.


		                                                 	(3.42)
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                  	 	(3.51)


	        	       	(3.52)


	                     	 	(3.53)

Включив указанные компоненты, не равные нулю (1.15), мы получаем возможность изложить уравнения для геодизического движения в следующей форме:




		                                          (3.54)


	      	         	(3.55)


				(3.56)

	








	3.5 Подход материальной среды при слабо деформированном распределении массы.

		Как мы уже упоминали, подход материальной среды сводится к получению эффективного показателя преломления для заданной метрики. Чтобы применить подход материальной среды к гравитационному полю, создаваемому объектами со слабой деформацией в распределении массы, мы будем использовать приближённый линейный элемент (3.40) и представим этот линейный элемент в изотропных координатах (). Для этого рассмотрим преобразование координат


				(3.57)




где функция , которая играет вспомогательную роль, остается непрерывной в ходе изменения к сферически симметричной конфигурации. Применяя данное преобразование в метрике, указанной уравнением (3.40), и раскладывая до первого порядка по параметру , мы находим, что функция  в результате принимает определенное значение.


			 	(3.58)

	Следовательно, мы можем переписать элемент строки в виде


				(3.59)

где мы ввели обозначение


				(3.60)



а функции  и  равны


				(3.61)


				(3.62)



	В ситуации, когда параметр  стремится к нулю, рассматриваемая метрика сводится к метрике Шварцшильда в изотропной форме [20,65]. Чтобы вывести формулу показателя преломления, применим методику, которую Сен предложил в [20] для анализа статических полей. Анализируем путь прохождения луча света таким образом, что  равняется нулю. Следовательно, скорость луча света  может быть вычислена на основании следующего выражения.


				(3.63)


Также, можно выразить скорость луча света, используя радиальную координату , по следующему выражению:


				(3.64)


где выражение  можно определить из уравнений (3.26) и (3.58) следующим образом:


				(3.65)


Используя обратное преобразование, новую координату можно записать как


				(3.66)

Наконец, показатель преломления связан со скоростью соотношением


			 	(3.67)

Тогда изуравнений (3.64), (3.65) и (3.66) получаем


				(3.68)




	Данный параметр представляет собой эффективный показатель преломления пространства-времени, который описывается с использованием приближённой квадрупольной метрики, указанной в уравнении (3.40). Как было предсказано, в случае, когда параметр  приближается к нулю, данный показатель сводиться к показателю преломления пространства-времени Шварцшильда, согласно источнику [20], при этом  определяется как . Второй компонент выражения возникает из-за малой деформации центрального гравитационного объекта, отклоняющегося от идеальной сферической симметрии. Поведение показателя преломления показано на Рисунке 17.
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Рисунок 17 – Показательпреломлениякак функция  для разных значений  и  . В интервале  показатель преломления может стать отрицательным в зависимости от значения .



	Заметим, что расхождения, расположенные при  и , обусловлены наличием особенности кривизны метрики в уравнении (3.40) и горизонта Шварцшильда соответственно.
     	В частности, в приближении слабого поля показатель преломления может быть выражен бесконечным сходящимся рядом


				(3.69)
	Когда квадрупольный параметр равен нулю, упомянутое выше уравнение приводит к показателю преломления, который был выведен различными исследователями для случая слабого поля в рамках метрики Шварцшильда, согласно источникам [12,20,27].

	На Рисунке 18 представлены величины квадрупольного параметра , которые соответствуют положительным значениям показателя преломления.

[image: Изображение выглядит как текст, снимок экрана, дисплей, диаграмма

Автоматически созданное описание]


Рисунок 18 – Области с положительными значениями показателя преломления. Здесь .












	Как следует из анализа, при  допустимы значения параметра  как положительные, так и отрицательные (обозначены в документе зеленым цветом). Однако при , любые значения  недопустимы (область выделена серым), так как это соответствует зоне пространства-времени внутри гравитационной сингулярности. В диапазоне от , основываясь на том, что , можно заключить, что , и при этих значениях , допустимые значения радиальной координаты  ограничены интервалом  из отрезка .



		Так же, как и в случаях со статической метрикой Шварцшильда и вращающейся метрикой Керра, при рассмотрении метрики с квадрупольным моментом мы, после определения эффективного коэффициента преломления, приступим к выводу формулы для угла отклонения света. Для этого, рассмотрим поведение света, который движется из области, где радиус стремится к бесконечности , к центральному гравитационному объекту с квадрупольным моментом, находящемуся в точке отсчета системы координат. Этот объект описывается двумя ключевыми значениями:  и . Величина, на которую свет отклоняется, вычисляется с использованием коэффициента преломления, как указано в источниках [13,19,92].


			 	(3.70)



Это выражение уже обсуждалосьв [20]. Здесь  – прицельный параметр, а –ближайшее расстояние.

	Как было отмечено во втором разделе, наш анализ ограничен учетом влияния квадрупольного параметра  только в первом порядке. Поэтому угол отклонения света в линейном приближении представлен следующим образом:


				(3.71)



Здесь  – это угол отклонения в статической сферически симметричной среде, то есть изгиб в пространстве-времени Шварцшильда. Второй член уравнения отражает вклад, обусловленный квадрупольным параметром. Второе слагаемое представляет собой вклад квадрупольного параметра. Несмотря на то, что выводы, представленные в уравнениях (3.69) и (3.71), изначально были выведены специально для определённого решения уравнения (3.40), их применимость распространяется на все установленные статические и осесимметричные вакуумные решения, включающие квадрупольные моменты. Фактически в [93] было показано, что все такие решения эквивалентны вплоть до второго порядка по квадрупольному параметру .





	 Поскольку выводы, сделанные в уравнениях (3.69), и (3.71) демонстрируют линейную зависимость от параметра , они оказываются применимы ко всему спектру известных статических и осесимметричных вакуумных решений. В источнике [20] был осуществлён более детализированный расчёт угла отклонения . Однако анализ предела слабого поля остаётся важным, так как он дает возможность нам проводить расчёты непосредственно и сопоставлять наши находки с выводами из других решений. Критерии для предела слабого гравитационного поля задаются как: . Финальная формула для , характеризующая угол отклонения светового луча, который проходит в непосредственной близости от статической гравитационной массы с минимальным радиусом приближения , представлена следующим образом:


				  (3.72)

  где 


			  	(3.73)
  А также 

			   	(3.74)

	Интегрирование точной формы уравнения (3.73) включает в себя некоторые сложные алгебраические действия. Выражения, содержащие эллиптические функции, и ранее оценивался Сеном в [20]. Однако в пределе слабого поля угол изгиба уменьшается до


				(3.75)


где  – радиус объекта. Положительный квадруполь приводит к увеличению разрешенного угла отклонения, тогда как отрицательный квадруполь создает противоположный эффект.

	 3.6 Метод Вернера и Гиббонса в слабо деформированном распределении массы
	Здесь мы покажем, что метод Вернера и Гиббонса также эффективен в условиях слабо деформированного распределения массы, как и в пространстве-времени Шварцшильда и во вращающемся пространстве-времени Керра. Как и в предыдущих главах, начнем с анализа эффективного коэффициента преломления в изотропических координатах. Как и в предыдущих главах, начнем с анализа эффективного коэффициента преломления в изотропических координатах. В случае слабо деформированного распределения масс этот коэффициент выражается как:


			 	(3.76)

Это выражение получается из (3.75) путем проебразования типа


			 	(3.77)

Учитывая (3.76) оптическая метрика имеет вид


				(3.78)

Далее  выразим эту оптическую метрику, используя новые координаты, которые определены следующим образом:


			 	(3.79)

а также


			 	(3.80)

	Тогда в контексте новых координат оптическая метрика примет вид:


			 	(3.81)


	Тогда можно определить выражение гауссовой оптической кривизны через эти новые координаты: 


			     	 (3.82)

	 С учетом (3.8) гауссовую оптическую кривизну можно определить через эффективный коэффициент преломления в изотропных координатах 


				(3.83)



Используя (3.76) и (3.83), а также используя приближение первого порядка по и  получаем, что Гауссовая кривизна равна 


					(3.84)


	Из (3.84) видно, что при  гауссовая оптическая кривизна совпадает с кривизной в случае Шварцшильда.
     	Теперь, когда мы имеем конкретный вид гауссовой оптической кривизны мы можем определить угол отклонения воспользовавшись теоремой Гаусса – Бонне и вычислить интеграл (2.64). С учетом (3.84) этот интеграл примет вид:


			                              	(3.85)

где 


				 (3.86)

	Решая (3.85) с учетом (3.86), находим полный угол отклонения


			.	 (3.87)

	Что полностью совпадает с результатом (3.75), что демонстрирует теорему Гаусса – Бонне как мощный инструмент для определения угла отклонения света в различных метриках [94].

	3.7 Влияние деформации компактных объектов на красное смещение 
и задержку радарного эхо
	Преимущество подхода, использующего понятие материальной среды, заключается также в том, что как только определён эффективный коэффициент преломления, можно без особых усилий и сложных вычислений определить и другие эффекты, проявляющиеся в рамках общей теории относительности. Так, например, можно оценить влияние деформации компактных объектов на красное смещение и задержку радарного эхо.
	Гравитационное красное смещение концептуализируется как изменение частоты фотона, соответствующее изменению интенсивности гравитационного поля, которое он занимает. В частности, когда сила гравитационного поля уменьшается, частота фотонов одновременно уменьшается, что приводит к красному смещению.
	Восстановив все нормированные единицы в рамках Общей теории относительности, уравнение, описывающее этот сдвиг частоты, представляется в виде [56]


				(3.88)






	В этом контексте  обозначает постоянную частоту фотона, измеренную в мировом времени, которая остается неизменной по мере продвижения светового луча. Между тем,  означает частоту того же самого фотона, но измеренную в нужное время, демонстрируя изменчивость в различных пространственных точках. Например, когда фотон испускается массивной звездой, его частота вблизи звезды при уменьшенных значениях  превышает частоту при больших значениях , удаленных от звезды. На асимптотической границе, в плоской пространственной области, лишенной гравитационного влияния, мировое время совпадает с собственным временем, превращая  в различимую частоту фотонов. Теперь подойдем к вопросу с точки зрения материальной среды.
	В этих обстоятельствах частота фотона внутри поля и его частота внутри вакуума связаны между собой определенным соотношением [96]


			 	(3.89)  

	Подставив уравнение (3.69) в уравнение (3.89), мы получим следующее выражение:


			.	 (3.90)

	В предельных случаях, когда квадрупольный параметр равен нулю, приведенное выше выражение сводится к выражению для сферически-симметричного источника гравитации.

	Формула задержки радиолокационного эха, согласно подходу материальной среды, основана на принципе наименьшего времени Ферма, который учитывает влияние изменяющегося показателя преломления . Этот принцип утверждает, что свет (или радиолокационные сигналы) следуют по пути, который сводит к минимуму время, необходимое для перемещения между двумя точками.


			(3.91)






	Выражение (3.83) представляет собой время, необходимое радиолокационному сигналу для прохождения через среду с изменяющимся показателем преломления  от точки передачи  до точки приема . Этот интеграл учитывает влияние показателя преломления среды. Второй интеграл представляет собой время, которое потребуется радиолокационному сигналу, чтобы пройти тот же путь в вакууме (т. е. без какой-либо среды или эффектов преломления) от  до . Эта формула отражает разницу во времени прохождения между реальным путем через среду с преломляющими эффектами и гипотетическим путем в вакууме. Учитывается влияние показателя преломления среды на распространение радиолокационного сигнала и задержку эха в условиях гравитации.
	Подставив (3.69) в (3.91) уравнения и восстановив нормированные единицы, получим результат.


				 (3.92)


	В конкретных сценариях, когда , выражение (3.92) совпадает с формулой, полученной в предыдущих работах [4, 78, 97, 98, 99].

	3.8 Численные методы. Метод Обратной трассировки лучей в случае деформированного компактного объекта
	При анализе пространства-времени, которое возникает из-за статической деформации компактного объекта, методика рэйтрейсинга в обратном направлении сохраняет свои основные принципы, но с модификацией геодезических уравнений, указанных в разделах (3.54) до (3.56). Здесь так же, как и в случае Шварцшильдовой метрики для визуализации эффекта тени оказывается достаточным применение лишь двух уравнений, а именно (3.54) и (3.55). Для создания изображений, демонстрирующих эффект гравитационного линзирования, необходимо также включить в рассмотрение уравнение (3.56). В условиях деформированного компактного объекта, для определения начальных параметров луча, таких как энергия и угловой момент, используются следующие выражении.


			 	(3.93)


				(3.94)


	Необходимо подчеркнуть, что критерий прекращения расчётов траекторий лучей света, или горизонт событий, остаётся таким же, как и в случае Шварцшильдовской черной дыры, то есть . В результате выполнения вычислительных операций с разными уровнями параметра деформации будут получены соответствующие изображения.
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Рисунок 19 – Линзирование компактного объекта с массой M = 1. Параметр вращения  = +0,15. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 20 – Линзирование компактного объекта с массой M = 1. Параметр вращения = -0,15. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 21 – Линзирование компактного объекта с массой M = 1. Параметр вращения  = +0,3. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 22 – Линзирование компактного объекта с массой M = 1. Параметр вращения  = -0,3. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 23 – Линзирование компактного объекта с массой M = 1. Параметр вращения  = + 0,5. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.
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Рисунок 24 – Линзирование компактного объекта с массой M = 1. Параметр вращения  = - 0,5. Наблюдатель находится в исходном положении = 15, в экваториальной плоскости (). Фоновая сфера находится при  = 30. Изображение содержит 1000×1000 ячеек.

	3.9 Анализы результатов 

	Как было продемонстрировано в предыдущих разделах, очевидно, что коэффициент преломления изменяется в зависимости от квадрупольного момента. В контексте деформированного гравитационного поля параметр квадруполя  вносит свой вклад в преломление света, что находит отражение в выражении, приведенном в уравнении (3.68). 	К тому же, когда квадрупольный 

момент обусловлен вращением гравитационного источника, показатель преломления может быть представлен согласно формуле в уравнении (2.44), где он непосредственно связан с параметром вращения . Сравнение показателей преломления в уравнениях (3.68) и (2.44) приводит к


 				(3.95)



	Как видно из этого соотношения для любого заданного значения  всегда существует соответствующее значение . Эта закономерность демонстрируется на Рисунке 25.
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Рисунок 25 – Равнозначность между статическим квадруполем  и вращающимся квадруполем  с учетом радиального расстояния .
	



	Это говорит о том, что любые данные, полученные в результате измерения коэффициента преломления в точке на расстоянии  от центра гравитационного поля, могут быть истолкованы двояко. С одной стороны, преломление может быть результатом вращения источника с определенным значением углового момента , или, как указывается в уравнении (3.95), это может быть следствием деформации источника с квадрупольным параметром . Данный процесс может быть охарактеризован как "эффект имитации", когда преломление света в гравитационном поле вращающегося объекта может быть эквивалентно преломлению, вызванному статически деформированным объектом.



	Используя результаты, описанные выше, теперь мы продемонстрируем, как эффективное гравитационное преломление может служить инструментом для выявления характеристик гравитационного источника. Давайте рассмотрим случай, когда световой луч проходит через пустое пространство и подвергается эффективному преломлению на расстоянии  от центра вращающегося компактного объекта. Пусть углы падения и преломления луча будут  и  соответственно, как это представлено на Рисунке 26.

[image: ]
Рисунок 26 – Параметры двух световых лучей, отклоняющихся в гравитационном поле

	Следовательно, применяя закон Снелла к углам падения и преломления, можно определить показатель преломления следующим образом:


					(3.96)


	С другой стороны, согласно уравнению (2.44), эффективный показатель преломления  для вращающегося тела может быть выражен как


				  	(3.97)


где мы использовали соотношение .



	Изучим ещё один луч, где углы падения и преломления обозначены как  и  соответственно. Вновь, эффективный показатель преломления можно вычислить, используя закон Снелла (), что соответствует следующему уравнению:


					 (3.98)

	Наконец, решив уравнения (3.68) и (3.69), получим



				,
					(3.99)

					


	Следовательно, можно показать, что путем определения коэффициентов преломления для двух световых лучей на разных расстояниях от центра астрономического объекта, можно вычислить его ключевые физические параметры, такие как массу и вращательный момент. Вследствие эффекта имитации, описанного ранее, также достижимо определение аналогичного значения квадрупольного параметра , характерного для статически деформированного объекта [100].



ЗАКЛЮЧЕНИЕ



	В этом исследовании применён подход материальной среды для изучения отклонения света в гравитационном поле масс, обладающих квадрупольным моментом. Анализ охватил две различные физические модели, вызывающие формирование квадруполя: одна представляет собой статическое деформированное тело с квадрупольным параметром , а другая – вращающееся тело с конкретным угловым моментом . Отклонение световых лучей интерпретировалось через преломление, что позволяет эффективно применять аналогию с материальной средой для его анализа.
	Мы вывели значения показателя преломления и угла отклонения для двух различных конфигураций пространства-времени. Первая конфигурация основывалась на аппроксимации статического решения уравнений Эйнштейна с использованием квадрупольного параметра, в то время как вторая представляла собой линеаризованную версию геометрии Керра. Для обеих ситуаций были получены конкретные формулы, описывающие показатель преломления и угол отклонения.
	Мы продемонстрировали, что любой результат измерения показателя преломления может быть интерпретирован как происходящий либо в динамическом вращающемся поле, либо в статическом поле, искажённом распределением масс. Благодаря этому «эффекту имитации», мы смогли точно определить величину квадрупольного параметра, используя характеристики вращающегося объекта и расстояние измерения показателя преломления.
	В дополнение наш анализ охватил изучение отклонения двух лучей света в гравитационном поле вращающегося компактного объекта. Мы подтвердили, что изучение характеристик световых лучей через призму явления эффективного преломления позволяет выявить массу и угловой момент. Это предоставляет методику косвенного определения характеристик релятивистского компактного тела через анализ показателей преломления и путей распространения света в его гравитационном пространстве [100].
	Для определения угла отклонения света в гравитационном поле мы также применили новый подход, основанный на показателе преломления и теореме Гаусса-Бонне для изотропного типа метрики. Этот подход позволяет определить угол отклонения как для легких, так и для релятивистских частиц, что имеет важное значение в астрофизике и космологии. Он также может способствовать лучшему пониманию воздействия гравитации на свет и частицы. Методика приводит к тому же результату, что и непосредственное определение угла отклонения, как для статического сценария Шварцшильда, так и для ситуации со стационарным вращением, а также при статических деформациях.
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