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[bookmark: _Toc105772927][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae3]0.1   Зерттеу жұмыстының қазіргі жағдайы мен өзектілігі
 Уақыт өте келе өзгеретін шекаралары бар облыстардағы стационарлық емес тасымалдау теңдеулері үшін шеттік есептерді шешу қажеттілігі олардың практикада кең қолданылуымен түсіндіріледі. Мұндай есептер төмен және жоғары қысымды газразрядты плазмадағы электромагниттік, газодинамикалық және термофизикалық процестерді сипаттайды. Математикалық модельдеу плазмалық қондырғыларды жасау үшін қажет, өйткені ол процестер мен құрылғыларының тиімді өлшемдері және негізгі параметрлерінің мәндері туралы қажетті ақпарат береді [1] және [2]. Олар сонымен қатар электр контактілерінің балқу процестерін, электр доғасының контактілеріне әсерін зерттеуде [3]; шекарасы қозғалмалы облыстардағы жылу тасымалдау мәселелерін зерттеуде [4], гидромеханиканың бірқатар мәселелерін шешуде [5] көрініс табады. Мұндай есептер жылу әсерінен жарылудың (трещина) таралуын зерттеуде, ерітінділер мен топырақтың қатуын, кристалдардың кинетикалық өсуін зерттеу кезінде [6] үлкен практикалық құндылыққа ие.
Уақыттың бастапқы сәтінде нүктеге айналатын облыстардағы құбылыстардың эксперименттальдық зерттеуінің қиындығы олардың өте жылдам өтуіне байланысты және көп жағдайда олардың динамикасы туралы қосымша ақпаратты тек математикалық модельдің негізінде алуға болады. Бұл жағдайда аналитикалық әдістер құбылыстарды көрнекі және ыңғайлы талдауға, барлық факторлардың әсерін көрсетуге және олардың маңыздылығын бағалап, негізгілерін ажыратуға мүмкіндік береді. Сонымен қатар, белгілі бір шеттік есептер класының аналитикалық шешімдерінің болуы, күрделі есептер шешімдерін жуықтап есептеудің айырымдық сызбасын құруға негіз бола алады.
Алайда, уақыт өте келе шекарасы өзгеріп, нүктеге айналатын облыстардағы жылу өткізгіштік есептерін аналитикалық шешудің қиындығы сол: осы түрдегі есептерге математикалық физиканың дифференциалдық теңдеулерінің классикалық әдістерін бірден қолдануға келмейді. Мұндай мәселелерді зерттеудің ерекшелігі-облыстың аумағы уақытқа байланысты өзгерген кезде және уақыттың бастапқы сәтінде облыс нүктеге айналатын жағдайда, теңдеудің шешімін облыстың шекарасының қозғалысымен үйлестіру мүмкін емес. Жылу өткізгіштік есептерінің осындай кластарының аналитикалық шешімдерін табу үшін арнайы әдістер немесе белгілі әдістердің модификациясы қажет.
Алғаш рет цилиндрлік емес облыстарда бір өлшемді жылу өткізгіштіктің теңдеуі үшін аралас есептер [7], [8], [9], [10], [11] еңбектерде зерттелді.
Цилиндрлік емес облыстағы теңдеулердің әртүрлі кластарына арналған бастапқы шеттік есептердің шешімдерінің бар болуы мен жалғыздығы туралы теоремалардың дәлелдемесі және шешімінің сипатын зерттеу тұрғысынан келесі авторлардың еңбектерінде қарастырылған, мысалы, Ю.К. Герасимовтың еңбектерінде [12], В.П. Михайлова [13], Ю.И. Черемных [14], В. И. Ушакова [15], [16], P. Cannarsa , G. Da Prato және S. Zolezio [17], G. Da Prato және P. Grisvard [18], Ю. А. Алхутова [19], A. E. Шишкова [20], Е.И. Ким [21], [22], С. Н. Харина [23], [24], M. O. Орынбасарова [25], I. Hiroshi және Mitsuharu [26], H. Watanabe [27] және т. б. А.И. қожановтың [28], А. И. қожановтың және Н. А. Ларкиннің [29], [30], J. Ferreira [10], J. Ferreira, R. Benabidallah, L. Rivera және E. Munoz [31] жұмыстары цилиндрлік емес облыстағы сызықты емес толқындық теңдеулер үшін бастапқы-шеттік есептерге арналған. [31], [30] еңбектерінде J.L. Lions [32] ұсынған әдіс қолданылады, яғни цилиндрлік емес облысты цинлиндрлік облысқа түрлендіреді. [33] мақаласының авторлары R. M. Brown, W. L. ni және M. Gary цилиндрлік емес облыстарда параболалық теңдеудің әлсіз шешімі туралы жалпыға бірдей қабылданған балама тұжырымдаманы енгізеді және осы теңдеумен байланысты шеттік және аралас шеттік есептердің бірмәнді шешілуін дәлелдейді. Цилиндрлік емес облыстар жағдайындағы бастапқы-шеттік есептер теориясының принциптерін жалпылауға келесі авторлардың жұмыстары арналған: С. Г. Крейн және Г.И. Лаптев [34] - банах кеңістігіндегі абстрактілі эволюциялық теңдеулер теориясы; Л. И. Камынина [35] - Жевре теориясы; Л. И. Камынина және Б.Н. Химченко [36] - максимум принципі; И. Т. Мамедов пен И. А. Гасанова [37], Э.М. Карташов [38] – Грин функциялары әдісі; L.J. Lewis және A.M. Murray [39] - қабаттық потенциалдар әдісі; П.В. Виноградова [40] – Ротэ әдісі; П.В. Виноградова және А. Г. Зарубина [41], Н. Е. Истомина [42] - Галеркин әдісі; Н. Е. Истомина [43] - монотондылық әдісі және т. б.
Шеттік есептерді шешуде жылу потенциалдар әдісі, оларды екінші ретті Вольтерра типіндегі ерекше интегралдық теңдеулерге келтіруге мүмкіндік береді. Мұндай интегралдық теңдеулердің ерекшелігі ядроның сығылмайтындығында (несжимаемость) және біртекті емес теңдеуді біртіндеп жуықтау әдісімен шешу мүмкін еместігінде, ал сәйкес біртекті интегралдық теңдеудің, белгілі бір салмақты функциялар кластарында, нөлдік емес шешімдері болуында.
Осындай ерекше интегралдық теңдеулер Ким Е.И., Харина С.Н., Кавокин А.А., Өтелбаев М.О., Омаров Т.Е., Дженалиев М.Т., Рамазанов М.И., Бижанова Г.И., Шпади Ю.Р., Городничев С.П., Койлышов У.К., Космакова М.Т., Искаков С.А және т.б. авторлардың еңбектерінің зерттеу нысаны болды. Белгілі бір салмақты кеңістіктерде интегралдық теңдеулердің осы түрінің бірмәнді шешілу сұрақтары [44]–[47] еңбектерінде зерттелген, онда шешімінің салмақты функциясының теңдеудің оң жақ бөлігіндегі салмақты функцияға тәуелділігі табылған. ұқсас интегралдық теңдеулердің, сәйкес интегралдық операторлардың спектрлік мәселелері [48]–[55] еңбектерінде зерттелген.
Сондай-ақ, спектрлі-жүктелген параболалық теңдеудің шеттік есептері де осындай ерекше интегралдық теңдеулерге келтірілетінін атап өткен жөн [56]–[58].
Айта кету керек, параболалық типтегі теңдеулердің қозғалатын шекарасы бар аймақтағы шеттік есептер классикалықтан түбегейлі ерекшеленеді. Облыс аумағының уақытқа тәуелділігіне байланысты айнымалыларды бөліктеу мен интегралдық түрлендірулер әдістері қолданылмайды, өйткені математикалық физиканың классикалық әдістері аясында жылу өткізгіштік теңдеуінің шешімін жылу тасымалдау аймағының шекарасының қозғалысымен үйлестіру мүмкін емес.
Жылу потенциалдар әдісі шектік есепті екінші ретті Вольтерра типіндегі интегралды теңдеуге келтіруге мүмкіндік береді. Егер шектік есептің өзгермелі аймағы уақыттың бастапқы сәтінде нүктеге айналмаса, онда оған сәйкес интегралдық теңдеу біртіндеп жуықтау әдісімен шешілетіні белгілі. Олай болмаған жағдайда, шеттік есептің интегралдық теңдеуі қосымша шешімдерге ие болуы мүмкін. Мұндай теңдеулерді (интегралдаудың жоғарғы және төменгі шектері беттескен (түйіске, сәйкес, тең болған) келгенде, оператор нөлге тең емес) шешу әдістері қарапайым Вольтерр теңдеулеріне тән емес, сондықтан оларды екінші ретті Вольтерра типіндегі ерекше интегралдық теңдеулер деп атайды.
Сондықтан, арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта нүктеге айналатын цилиндрлік емес облыстардағы шеттік есептерді зерттеу мәселесі  өзекті болып табылады.
Бұл жұмыста зерттелген есептердің ерекшелігі - бастапқы сәтте облыстың нүктеге айналуы және арнайы шекаралық шарттардың болуы.

[bookmark: _Toc105772928][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae4]0.2  Жұмыстың негізгі мақсаты және ғылыми жаңалығы
  Зерттеудің негізгі мақсаты - арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта нүктеге айналатын цилиндрлік емес облыстардағы жылу өткізгіштік теңдеулерінің шеттік есептерінің шешімін табу; екінші ретті Вольтерра типіндегі ерекше интегралды теңдеулерді шешу; олардың шешімінің болу мәселелерін зерттеу.
 Зерттеу міндеттері:
- арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта нүктеге айналатын цилиндрлік емес облыстардағы жылу өткізгіштік теңдеулерінің жаңа шеттік есептерінің қойылымдарын қарастыру және берілген функциялар мен олардың шешімдерінің кеңістігін сипаттау;
- бастапқы есептерді түрлендіру;
- екінші ретті Вольтерраның ерекше интегралдық теңдеулеріне шектік есептерді келтіру (редукциялау);
- ерекше интегралдық теңдеулерді шешу, резольвентасын құру;
- бастапқы шеттік есептерді шешу;
- қарастырылатын шеттік есептер үшін жалғыздық класын анықтау;
 Зерттеу нысаны: арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта нүктеге айналатын цилиндрлік емес облыстардағы параболалық теңдеулердің шеттік есептері.
 Зерттеу пәні: - арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта жойылатын цилиндрлік емес облыстардағы жылу өткізгіштік теңдеулердің шеттік есептерінің шешімі және сәйкес екінші ретті Вольтерра типіндегі ерекше интегралды шешу.
 Зерттеу әдістемесі. Жұмыста дифференциалдық теңдеулердің жалпы теориясы және функционалдық талдау әдістері, Лаплас интегралдық түрлендіру әдістері, арнайы функциялар теориясы және комплекс айнымалы функциялар теориясы қолданылады.
 Ғылыми жаңалығы. - Жұмыста арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта нүктеге айналатын цилиндрлік емес облыстардағы жылу өткізгіштік теңдеулердің жаңа шеттік есептерінің қойылымдары қарастырылған. қарастырылып отырған есептердің ерекшеліктері, екінші ретті Вольтерра типті арнайы интегралдық теңдеулердің шешілу мәселелерін зерттеу қажеттілігі туындайды.
 Жұмыстың теориялық және практикалық маңызы. Диссертация нәтижелері теориялық сипатқа ие. Арнайы шекаралық шарттары бар, бастапқы уақытта нүктеге айналатын цилиндрлік емес облыстардағы жылу өткізгіштік теңдеулерінің шеттік есептерін екінші ретті Вольтерра типіндегі ерекше интегралдық теңдеулерге келтіріп, зерттеу әдістемесі жасалды. Ерекше интегралды теңдеулердің шешімі тұық түрде алынады.
Сонымен қатар, алынған нәтижелер ерекше ядролы интегралдау шегі айнымалы болып келген интегралдық теңдеулер теориясының дамуына өзіндік бір үлесін қоса алады. Жұмыстың практикалық құндылығы оның еркін шекаралары бар кейбір есептерді зерттеуде пайдаланылады, мысалы, Стефанның бір фазалы есебін зерттеу кезінде.
 қорғауға шығарылатын тұжырымдар. қорғауға шығарылады:
 Салмақты функционалдық кластардағы жылуөткізгіштік теңдеулер 
үшін шеттік есептер және олардың эквивалентті түрлендірулері;
 Екінші ретті Вольтерра типіндегі арнайы интегралды теңдеулерімен құрастырылған шеттік есептердің эквиваленттілігі;
 Екінші ретті Вольтерра типті ерекше интегралдық теңдеулердің резольвенталарын құру;
 Екінші ретті Вольтерра типіндегі арнайы интегралды операторлардың спектрлік қасиеттері: меншікті функцияның айқын түрі табылды.
 қарастырылып отырған шектік есептер үшін шешімінің жалғыздығының салмақты кластары.
Жүргізілген зерттеулердің  сенімділігі құрылған және қолданылғанған әдістердің конструктивтілігімен негізделеді. әр бөлімнің қарастырған есептеріне қатысты қосалқы тұжырымдар лемма түрінде келтірілген және олар қатаң дәлелденген, ал жалпы тұжырымдар теорема түрінде беріліп, олардың толық дәлелдемелері ұсынылған.
 Жұмыстың апробациясы. Жұмыстың нәтижелері халықаралық конференцияларда баяндалды: "ҚР ғылым қызметкерлері күніне арналған дәс-түрлі халықаралық сәуір конференциясы және Workshop "Problems of modeling processes in electrical contacts" ҚР ұҒА академигі С.Н. Хариннің 80 жылдығына арналған"  3–5 сәуір 2019, Алматы; ф.-м. ғ. д., профессор М. И. Рамазановтың 70 жылдығына орай "Математика, механика және информатиканың теориялық және қолданбалы мәселелер" Халықаралық ғылыми конференциясы ", 12-14 маусым 2019, қарағанды; Л. Н. Гумилев атындағы ЕұУ «Eurasian Mathematical Journal» журналының шығарыла бастағанына 10 жыл толуына орай «Анализдің, дифференциалдық теңдеулердің және алгебраның өзекті мәселелері» (EMJ-2019) халықаралық конференциясы, 16-19 қазан, 2019, НұР-Сұлтан; "Функциялар теориясының заманауи әдістері және қосалқы мәселелер" халықаралық ғылыми конференциясы, Воронеж қысқы математика мектебі, 2021, Воронеж (Ресей); қазақстан Республикасы Тәуелсіздігінің 30 жылдығына және М. В. Ломоносов атындағы ММУ қазақстан филиалының 20 жылдығына арналған "Қазіргі заманғы іргелі және қолданбалы математиканың мәселелері" Халықаралық ғылыми-практикалық конференциясы, 2021, НұР-Сұлтан; профессор М.Т. Дженалиевтің (Математика және математикалық модельдеу институты, Алматы) басшылығымен семинарда; профессор М.Ы. Рамазановтың жетекшілігімен семинарда. (академик Е.А. Бөкетов атындағы қарағанды университеті); "Математикалық талдау және дифференциалдық теңдеулер" кафедрасының семинарында.
Жарияланымдары. Диссертацияның негізгі нәтижелері [59]-[69] жұмыс-тарында жарияланған. 4 мақала және 7 тезис. Олардың біреуі Scopus тізіміне кіретін, нольдік емес импакт –факторы (IF) бар журналда.
Қосалқы авторлармен орындалған жұмыстардағы әр авторлардың үлесі тең болып табылады.
Диссертация құрылымы. Диссертациялық жұмыс кіріспеден, екі бөлімнен, қорытындыдан, әдебиеттер тізімінен және қосымшадан тұрады. Формулалардың, теоремалардың, леммалар мен ескертулердің нөмірленуі үш таңбалы, бірінші сан бөлім нөмірін, екінші - бөлімше нөмірін, үшіншісі –бөлімше ішіндегі меншікті нөмірді білдіреді.
Диссертацияның 1.1 бөлімінде  облысында жылуөткізгіштік теңдеуінің келесі шекаралық есептің шешімін қарастырамыз:

	
	
	(0.1)



	
	
	(0.2)



мұнда .
Берілген есептің шешімінің классын келесі түрде анықталған: 
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(0.1)-(0.2) түрдегі шекаралық есептер, келесі бөлімшеде келтірілген Стефан есебін [70] қарастыру барысында туындайды
Жаңа  функциясын енгізу арқылы, (0.1) –(0.2) есебі келесі есепке келтіріледі: 
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мұнда , , 

Ескерту 0.1  (0.4) - (0.5) шеттік есептің шешімі (0.1) –(0.2) шеттік есептің жалғыз шешімін ғана (тұрақты көбейткішке дейінгі дәлдікпен) анықтайды. 

(0.4)-(0.5) есептерінің шешімі жай және қос қабаттың потенциалдар мен көлемді потенциалдың қосындысы түрінде ізделінеді ([71], 476-479 б.): 
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мұнда, әзірше белгісіз және анықтауды қажет ететін кез келген  мен  функциялары үшін (0.6) теңдігімен анықталған функция (0.4) теңдеуін қанағаттандырады.
Шекаралық шарттарды қанағаттандыра отырып келесі интегралдық теңдеуді аламыз: 
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 бұл жерде  ядросын келесі қосындылар түрде жазуға болады: 



мұндағы: 



(0.7) теңдеуінің бос мүшесі келесі түрде болады: 



	


(0.7) интегралдық теңдеуінің шешімін, келесі функциялар классында іздейміз: 



Сонда, (0.7) теңдеуін келесі түрде жазу тиімді болады: 
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мұнда 



 ядросы келесі қасиеттерге ие:
1) 
2) 
3) 
(0.8) интегралдық теңдеуінің ерекшелігі  ядросының 3 қасиетінде.
(0.8) интегралдық теңдеуді шешу үшін, сәйкес сипаттамалық интегралдық теңдеуін құрастырылады. 
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 мұнда 





 

 


(0.9) интегралдық теңдеуі (0.8) теңдеуі үшін сипаттамалық теңдеу болып табылады, себебі оның ядросы  ядросының 3 қасиетіне ұқсас қасиетке ие, яғни: 

Бұдан 
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шығады.

Лемма 0.1  Келесі теңсіздік орынды:
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Келесі теорема дәлелденді.

Теорема 0.1 (0.9) интегралдық теңдеуінің кез келген 
 оң жағы үшін шешімі бар : 
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	(0.12)
 ал  резольвента үшін келесі бағалауы орынды, яғни: 

	

 (0.7) интегралдық теңдеуін шешу үшін Карлеман -Веке регуляризация әдісі қолданылады.
(0.4) –(0.5) шектік есептің  шешімі (0.6) формуласы арқылы анықталады, ал бастапқы шекаралық (0.1) –(0.2) есептің шешімін келесі түрде анықтаймыз: 
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 мұндағы  ал 
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 мұндағы  және  функциялары сәйкесінше  және  үзіліссіз және шенелген болып табылады.
Сонымен, бастапқы (0.1)-(0.2) шеттік есептер үшін келесі теорема дұрыс.

Теорема 0.2  Кез -келген  оң бөлігі үшін және берілген , ;  функциялары үшін (0.1) – (0.2) шекаралық есептің шешімі бар  және (0.13) – (0.15) формулалар арқылы анықталады. 

1.2 бөлімшеде, алдыңғы 1.1 бөлімшедегі жылу өткізгіштік теңдеуінің сол шекаралық есебі қарастырылған. Айырмашылығы облыс шекарасы еркін  заңдылығымен қозғалады, ал алдыңғы бөлімшеде шекарасы дәрежелік заңдылықпен қозғалады. Екі есептің де зерттелуі бірдей тәртіппен жүргізіледі, бірақ шекарасы дәрежелік заңдылықпен қозғалғандағы жағдайда шешу әдісі айқын байқалады. Сондықтан да, бұл екі жағдай әдістемелік тұрғыдан бірін -бірі толықтырып тұруы, шықкан нәтижелерді бөлек қарастыруға негіз болды.
 облысында келесі шекаралық есептің шешімін қарастырамыз:
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мұнда , ал   функциясы келесі шарттарды қанағаттандырады:
1.  және   функциясының асимптотикасының бейнесі  мұнда 
2. қандайда бір  уақыт мезетінен бастап  уақыт мезетіне дейін  функциясы еркін, қатаң бірсарынды және өзара бірмәнді, яғни кері түрлендіруі  бар.
Шешімінің және берілген функцияларының класын келесі түрде енгіземіз: 
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Бастапқы шекаралық (0.16) –(0.17) есептің шешімін келесі түрде анықтаймыз: 
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мұнда  ал 
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мұндағы  және  функциялары сәйкесінше  және  үзіліссіз және шенелген болып табылады.
(0.16)-(0.17) шекаралық есептер үшін келесі теорема дүрыс.

Теорема 0.3  Кез -келген  оң бөлігі үшін және берілген ,
  функциялары үшін (0.16) – (0.17) шекаралық есептің шешімі бар  және (0.19) – (0.21) формулалар арқылы анықталады. 

Жұмыстың екінші бөлімінде төңкерілген конустағы кеңістік айнымалылары бойынша екі өлшемді  шекаралық есепті қарастырамыз: 
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мұнда 
Осьтік симметрия шарты орындалады деп болжап және (0.22)–(0.23) үшін цилиндрлік координаттарға көшіп,  облысында келесі шекаралық есепті аламыз: 
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Мұнда (0.23) шекаралық шарты (0.25) шартына ауысады. Жаңа функция енгізу арқылы: 
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(0.24) - (0.25) есебі , келесі есепке түрленеді:
 облысында анықталған 
	
	
	(0.27)



теңдеуді және келесі шекаралық шарттарды қанағаттандыратын: 
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шешімін табу керек.
[[72], 76 б.] белгілі болған, 

функциясы (0.27) теңдеуі үшін фундаментальді шешім болып табылады, мұнда - параметр, ал  - функциясын осыдан әрі 1 ретті модификацияланған Бессель функциясы деп қабылдаймыз.
(0.27) - (0.28) есебінің шешімін жай, қос қабатты және көлемді жылу потенциалдарының қосындысы түрінде іздейміз, яғни: 

	
	
	(0.29)



мұнда 

 - көлемді жылу потенциалы. (0.29) теңдеуіндегі  және  - функциялары әзірше белгісіз потенциалдар тығыздығы болып табылады.
(0.27) теңдеуінің (0.29) түріндегі шешіміне тиісті қатынастарды қойып, шешімінің интегралдық көрінісін табамыз.: 

	
	


	(0.30)


Шекаралық шарттарды қанағаттандыра отырып, келесі интегралдық теңдеуді аламыз: 

	
	
	(0.31)



мұнда 

 







 деп жаңа функция енгізсек, онда (0.31) келесі түрде жазылады: 

	
	
	(0.32)



мұнда 

	
	
	(0.33)



ал 

 


(0.33) ядросының келесі қасиетіне байланысты, (0.32) интегралдық теңдеуіне біртіндеп жуықтау әдісі қолданылмайды. 
Ескерту 0.2   мұндағы 


Біз 0.2 ескертуге байланысты (0.32) теңдеуіне сипаттамалық теңдеу болатын келесі "қысқартылған"  интегралдық теңдеудің шешімін іздейміз: 

	
	
	(0.34)



(0.34) интегралдық теңдеуінде тәуелсіз анымалыларды ,  алмастыру арқылы және 



 функцияларын енгізу арқылы: 



 теңдеуін аламыз. Бұл айырымды ядролы теңдеуді келесі ықшамды түрде жазып алып, Лаплас түрлендіруін қолдансақ: 

	
	
	(0.35)



мұнда 


 онда (0.35) теңдеуінің шешімі келесі түрде жазылады: 


 мұнда 


Ендеше (0.35) теңдеуінің шешімі келесі түрде болады 

мұнда 



Лемма 0.2   резольвентасы үшін келесі бағалау дұрыс: 


Сипаттаушы теңдеудің шешімі келесі түрде болады: 

мұнда 


(0.31) «толық» интегралдық теңдеуінің шешу үшін 




сипаттаушы теңдеудің шешіміне регулиризация әдісін, яғни Карлеман –Векуе әдісін қолданамыз.
Сонымен келесі теорема орынды. 
Теорема 0.4  Егер  және  шарттары орындалса, онда (0.27)-(0.28) шекаралық есептің жалғыз шешімі болады . 

0.4 теоремасынан және (0.30) теңдігінен негізгі шешімді аламыз. 
Теорема 0.5  Егер  болса, онда (0.24)-(0.25) шекаралық есептің жалғыз ғана шешімі болады . 

қорытындыда диссертациялық зерттеу жұмысының қысқаша нәтижелері жазылған.
Диссертациялық жұмыс пайдаланылған әдебиеттер тізімімен, осы зерттеу жұмысына қатысты жарияланған мақалалар тізімі келтірілген А қосымшасымен аяқталады.



[bookmark: GrindEQpgref62a1cdae5]БӨЛІМ 1  

[bookmark: _Toc105772929]Шекаралық шарттарында уақыт бойынша туындысы бар жойылатын аймақтағы бір өлшемді параболалық есеп


Бұл бөлімде бастапқы мезетте нүктеге айналатын облыстағы жылу өткізгіштік теңдеуінің шеттік есептерінің шешімі қарастырылады. Мұнда шекарасы уақыт өте келе  және  заңдылықтарымен өзгереді. Жалпыланған жылу потенциалдар көмегімен қарастырылып отырған есептер екінші ретті ерекше Вольтерра интегралдық теңдеуіне келтіріледі. Ал, оның ерекшелігі интегралдық оператордың нормасы бірге тең болуында.

[bookmark: _Toc105772930][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae6]1  Облыс шекарасы  заңдылығымен қозғалатын параболалық есптің шешімі

[bookmark: _Toc105772931][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae7]1.1  Есептің  қойылуы.
  облысында келесі шекаралық есептің шешімін қарастырамыз:

	
	
	(1.1)



	
	
	(1.2)



мұнда .
Берілген есептің шешімінің классын келесі түрде анықталған: 

	
	
	(1.3)


(1.1)-(1.2) түрдегі шекаралық есептер, келесі бөлімшеде келтірілген Стефан есебін [70] қарастыру барысында туындайды

[bookmark: _Toc105772932][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae8]1.2  Стефана есебі жайында.
 Стефананың келесі есебін қарастырайық: 

	
	
	(1.4)



(1.4) есебін түрлендірейік. Бірінші шекаралық шарттан 


шығады. Мұнда 


деп алсақ, онда (1.4) есептегі үшінші шекаралық шарттан (Стефан шарты) 

	

аламыз.
(1.4) есептегі екінші шекаралық шартты дифференциялдаймыз, яғни
, сонда: 


болады.
Келесі түрлендіру арқылы, белгісіз интервалды , белгілі интервалға  келтіреміз: 

	
	
	(1.5)




мұндағы ,  ал  – келесі теңдікпен анықталатын, тегіс функция: 



(1.5) түрлендіруі арқылы (1.4) шекаралық есеп келесі түрге келтіріледі: 



 мұнда 
Бұл жерде келесі теңдіктер қолданылды: 







біріншісі келесі теңдітердің тізбегінен шығады 




Енді, келесі шарттарды 






қанағаттандыратын белгісіз жаңа функцияны 


енгіземіз.
Сонымен, біз (1.1) түріндегі есепке келеміз 




мұндағы 



[bookmark: _Toc105772933][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae9]1.3  (1.1) есебін түрлендіру және оны интегралдық теңдеуге келтіру. 

Жаңа  функциясын енгізу арқылы, (1.1) –(1.2) есебі келесі есепке келтіріледі: 
	
	
	(1.6)



	
	
	(1.7)



где , , 

Ескерту 1.1  (1.6) - (1.7) шекаралық есептің әр шешімі (1.1) –(1.2) шекаралық есептің жалғыз шешімін ғана (тұрақты көбейткішке дейінгі дәлдікпен) анықтайды. 

Расында да, (1.2) екінші шекаралық шарттан және (1.1) теңдеуінен
  функциясы үшін: 

 

 

 

 


 аламыз, мұнда , себебі   шешімінің классына жатпайды. 

 Осыдан, (1.7) екінші шарты негізінде , яғни . Бірақта, бұл тұрақты (1.3) шешімдер жиынына тиісті емес, ендеше ол нөлге тең болуы қажет.
(1.6)-(1.7) есептерінің шешімі жай және қос қабаттың потенциалдар мен көлемді потенциалдың қосындысы түрінде ізделінеді ([71], 476-479 б.): 

	
	
	(1.8)



 мұнда, әзірше белгісіз және анықтауды қажет ететін кез келген  мен  функциялары үшін (1.8) теңдігімен анықталған функция (1.6) теңдеуін қанағаттандырады.
(1.7) шекаралық шарттарының біріншісіне (1.8) шешімін қойсақ,онда: 


 Сонғы теңдіктен  функциясын  арқылы өрнектесек: 

	
	
	(1.9)




(1.8) және (1.9) теңдіктерін қолданып, (1.6)-(1.7) есептерінің шешімін келесі түрде жазамыз: 

	
	(1.10)



(1.7) екінші шекаралық шарты қанағаттандыру үшін, (1.10) берілген  функциясынан  айнымалысы бойынша туынды табамыз: 



(1.7) шекаралық шарттардың екіншісін қолданып, келесі теңдікті аламыз: 




Берілген теңдеуді келесі түрде жазуға болады: 
	
	
	(1.11)



бұл жерде  ядрсын келесі қосындылар түрде жазуға болады: 


мұндағы: 

	
	
	(1.12)



(1.11) теңдеуінің бос мүшесі келесі түрде болады: 







(1.11) интегралдық теңдеуінің шешімін, келесі функциялар классында іздейміз: 


Сонда, (1.11) теңдеуін келесі түрде жазу тиімді болады: 

	
	
	(1.13)



мұнда 


Ескерту 1.2  ([73], 183 б.) Егер 

интегралдық теңдеуінің (дербес) шешімі 

формуласымен анықталса, онда (ядросы өзгерген) интегралдық теңдеуінің 

(дербес) шешімі келесі формуламен табылады 


Бұл сәйкес біртекті теңдеудің шешімі үшінде орынды. 
Мұндай түрдегі Вольтерраның интегралдық теңдеулері [74]-[76] жұмыстарында да қарастырылған.

[bookmark: _Toc105772934][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae10]1.4   ядросының  қасиеттері  жайында.

 ядросы келесі қасиеттерге ие:
1) 
2) 
3) 
(1.13) интегралдық теңдеуінің ерекшелігі  ядросының 3 қасиетінде. Енді осы қасиеттерді дәлелдейік. 

Лемма 1.1  Егер , онда 


  Лемма 1.1 дәлелдемесі.  



  интегралында айнымлы ауыстырсақ 

онда 

 интегралын бағалайық: 

  және  шарттарынан  шығады, бізге дәлелдеу керегі де осы еді. 
Лемма 1.2  Егер  болса, онда 


Лемма 1.2 дәлелдемесі. әуелі  деп алсақ, онда бұл жағдайда: 


Бұл жерде кез келген  үшін, келесі қос теңсіздікті ([77], 55б.) қолдандық: 

	
	
	(1.14)



Енді  болсын, онда: 



Соңғы интеграл шенелген (яғни,  саны шенелген), себебі интеграл астындағы функция өзінің жалғыз ерекше нүктесінде  ақырлы шегі бар. Анығында, келесі шекті табатын болсақ: 



тұжырымымызда аламыз: 



,  -ядролары үшін дәлелдеулері айқын.
Лемма 1.2 дәлелденді.
Ендігі жерде бізге келесі леммалар қажет болады.
Лемма 1.3  Егер  болса, она 


Лемма 1.3 дәлелдемесі. Шынында да,







мұнда 



 Егер бірінші интегралда айнымалы ауыстырып: 


ал екінші интегралды өзгеріссіз қалдыратын болсақ: 




Осыдан лемма 1.3 тұжырымы шығады.

Лемма 1.4  Егер  болса, онда 

Лемма 1.4 дәлелдемесі : 




,  үшін дәлелдемелері айқын.
Лемма 1.4 дәлелденді.

Ескерту 1.3  Лемма 1.1 сәйкес ерекшелігі бар  ядросы үшін лемма 1.3 тұжырымы орындалады, онда әлсіз ерекшелігі бар (лемма 1.2)  ядросы үшін, лемма 1.4 тұжырымы орындалатыны анық. Оны жоғарыда келтірілген лемманың 1.4 ділелдеуінен көруге болады. 


[bookmark: _Toc105772935][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae11]1.5  Сипаттамалық  интегралдық  теңдеу. Интегралдық  операторлардың  ядроларының  бағалымдары.

(1.13) интегралдық теңдеуді шешу үшін, сәйкес сипаттамалық интегралдық теңдеуін құрастырылады. 

		(1.15)
 мұнда 



 






(1.15) интегралдық теңдеуі (1.13) теңдеуі үшін сипаттамалық теңдеу болып табылады, себебі оның ядросы  ядросының 3 қасиетіне ұқсас қасиетке ие, яғни: 

Бұдан 


		(1.16)
 шығады.
(1.16) қатынасы алдыңғы бөлімшеде 1.1.8, лемма 1.9 дәлелденеді.

[bookmark: _Toc105772936][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae12]1.6  (1.17) теңдеуінің  шешімі ( жағдайы)

(1.15) теңдеуі келесі алмастырулар нәтижесінде: 


төмендегідей интегралдық теңдеуге айналады: 
		(1.17)

 ядросы: 

тең, мұнда 
	







Алдымен, сәйкес біртекті (1.17) теңдеудің шешімін [78] жазып алайық: 

Берілген теңдеудің шешімі: 
	(1.18)
 түрінде болады, мұндағы  функциялары келесі қатынастармен анықталады: 



	



және  класстарына тиісті.
Біртекті емес (1.17) теңдеуінің шешімі [78] келесі түрде болады : 
	(1.19)

Біртекті емес (1.19) теңдеуінің шешімі де  классында жатыр.
(1.19) теңдеуінің резольвентасы келесідей: 


 мұнда 





 




мұнда  биномиальдық коэффициенттер, ал 
Алынған резольвента үшін келесі лемма [78] дұрыс. 
Лемма 1.5   резольвентасы үшін келесі бағалау дұрыс 

	(1.20)
 
 Лемма 1.5 дәлелдеуі келесі 1.6 және 1.7 леммалардың тұжырымынан шығады. 
Лемма 1.6   функциясы үшін: 



бағалауы орынды. 
 Лемма 1.6 дәлелдемесі келесі лемма 1.7 дәлелдемесіне ұксас. 
Лемма 1.7   Функциясы үшін: 

бағалауы орынды. 
  Лемма 1.7 дәлелдемесі.  резольвентасының қосылғыштары 



келесі түрде берілген:





 қосылғыштары арқылы  қосылғыштары бағаланады. Бүл оның коэфициенттеріне байланысты келесі теңсіздіктен шығады: 



 қосылғышын бағалау үшін, оны келесі түрде жазайық: 





мұндағы 


, өрнегі үші  и  бойынша бағалаулары бірқалыпты екені айқын: 


Келесі теңсіздіктерді ескеріп, леммы 1.7 тұжырымын аламыз: 



Сонымен, 1.5 – 1.7 леммаларынан келесі теореманың дұрыстығы шығады:

Теорема 1.1 (1.17) интегралдық теңдеуінің кез келген 
 оң жағы үшін шешімі бар : 
	
мұнда  (1.18) теңдеуімен анықталған, ал (1.17) теңдеуіндегі 
 резольвента үшін (1.20) бағалауы орынды, яғни: 




[bookmark: _Toc105772937][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae13]1.7  (1.13) сипаттамалық  интегралдық  теңдеуінің  шешімі ( жағдайы)

Ескі айнымалыларға көшетін болсақ, яғни: 




айнымалыларды ауыстыру арқылы (1.15) сипаттамалық теңдеудіңің шешімін аламыз: 
	

 резольвентасы үшін келесі лемма дірыс: 
Лемма 1.8  

 
  Лемма 1.8 дәлелдемесі. Шынындада, 





Мұнда біз (1.14) теңсіздігін қолдандық.
Лемма дәлелденді.

Теорема 1.2 (1.15) интегралдық теңдеуінің кез келген
 оң жағы үшін шешімі бар : 
	
 мұнда  (1.18) теңдеуімен анықталған, ал  резольвента үшін келесі бағалауы орынды, яғни: 




[bookmark: _Toc105772938][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae14]1.8  (1.11) интегралдық  теңдеудің  шешімі  (Сипаттамалық  теңдеудің  шешімімен регуляризациялау  әдісі )

1.2 ескертуін қолданып, (1.11) теңдеуін қарастырамыз: 

		(1.21)

(1.21) теңдеуінің оң жағы уақытша белгілі деп есептеп, оның шешімін жазайық: 



Еселі интегралда интегралдау реттін және  мен  айнымалылырының орынын ауыстырғанда, 
	(1.22)
 аламыз, ал  ядросының түрі: 

	(1.23)

 өзгеріп, мұндағы: 




Алдымен,  функциясын бағалайық, ол үшін келесі белгілеуді енгізейік: 

мұнда 







Келесі тұжырым орынды. 
Лемма 1.9  Егер , онда 

сонымен қатар, 
	(1.24)
 бағалауы дұрыс, мұндағы  

 Лемма 1.9 дәлелдемесі. (1.24) бағалауы (1.23) қатынасынан бірден шығады. (1.24) бағалаулары келесі қосылғыштар үшін айқын: 
	
(1.24)  бағалауын біріншісі үшін дәлелдейік .
Ендеше: 






 Алдыңғы қатынастар үшін келесі лемманы дәлелдейік. 
Лемма 1.10  Келесі қатынастар орынды: 


	(1.25)

 Лемма 1.10 дәлелдемесі. Белгілеу енгізейік:



Онда, , алмастыруын жасап, 





 аламыз.
Лемма 1.10 екінші (1.25) түжырымның дұрыстығын көрсетейік. әуелі, 
	(1.26)
 ескеріп, 
	




	

аламыз, бұдан (1.26) теңсіздігі шығады.
Енді (1.25) теңсіздігінің дәлелдемесіне көшетін болсақ:

	

	

	

	

	
Лемма 1.10 толық дәлелденді.
Леммы  1.9 дәлелдемесі лемма 1.10 бағалауды қолданумен аякталады.

Лемма 1.11  Егер  болса, онда: 
	
 бағалауы дұрыс. 
  1.11 дәлелдемесі. Енді, 
	

	
теңсіздіктерін қолданып, (1.23) өрнегіндегі 
	
 қосылғышының бағалайық.
Бағалауды төрт кезеңде жүргіземіз: 
	
	
	
	
 
	
	
	
	
 
	
	
	
 
	

Лемма 1.11 дәлелденді.
Сонымен, келесі тұжырым дәлелденді. 
Теорема 1.3 Егер  болса, онда (1.22) интегралдық теңдеудің ядросының бағлауы келесідей болады: 
	
ал бұл дегеніміз, (1.11) интегралдық теңдеуінің, кез келген: 
	
үшін, жалғыз ғана нөлдік емес шешімі болады: 
	



[bookmark: _Toc105772939][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae15]1.9  Шекаралық  есептің  шешімі 

(1.6) –(1.7) шекаралық есептің шешімі  (1.10) формуласымен анықталады, ал берілген (1.1) –(1.2) шекаралық есептің шешімі кедесІ түрде табылады: 
		(1.27)
 где  при этом 
		(1.28)


	
	
		(1.29)
 мұндағы  және  функциялары шенелген және сәйкесінше  және  үзіліссіз. (1.27) – (1.29) келесі бағалауларды аламыз: 
	

	

	

	

 үшін, 
	

	

	

	

	
аламыз.
Сонымен, бұл интегралдардың бағалаулары келесі теореманың тұжырымые береді. 
Теорема 1.4  Кез келген  оң жағы үшін және берілген ,   функциялар үшін (1.1) – (1.2) шекаралық есептің жалпы шешімі  бар және келесі формулалар арқылы анықталады (1.27) – (1.29). 





[bookmark: _Toc105772940][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae16]2  Облыс шекарасы еркін  заңдылығымен  қозғалатын параболалық  есптің  шешімі

Бұл бөлімшеде, алдыңғы бөлімшедегі жылу өткізгіштік теңдеуінің сол шекаралық есебі қарастырылған. Айырмашылығы облыс шекарасы еркін  заңдылығымен қозғалады, ал алдыңғы бөлімшеде шекарасы дәрежелік заңдылықпен қозғалады. Екі есептің де зерттелуі бірдей тәртіппен жүргізіледі, бірақ шекарасы дәрежелік заңдылықпен қозғалғандағы жағдайда шешу әдісі айқын байқалады. Сондықтан да, бұл екі жағдай әдістемелк тұрғыдан бірін -бірі толықтырып тұруы, шықкан нәтижелерді бөлек қарастыруға негіз болды.

[bookmark: _Toc105772941][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae17]2.1  Есептің  қойылымы

 облысында келесі шекаралық есептің шешімін қарастырамыз:

		(2.1)


		(2.2)

мұнда , ал 
 функциясы келесі шарттарды қанағаттандырады:
1.  және   функциясының асимптотикасының бейнесі  мұнда 
2. қандайда бір  уақыт мезетінен бастап  уақыт мезетіне дейін  функциясы еркін, қатаң бірсарынды және өзара бірмәнді, яғни кері түрлендіруі  бар.
Шешімінің және берілген функцияларының класын келесі түрде енгіземіз: 
	
 
	
		(2.3)


[bookmark: _Toc105772942][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae18]2.2  (2.1)-(2.2) есебін түрлендіру және оны интегралдық  теңдеуге келтіру

 жаңа функциясын енгізу арқылы, (2.1)-(2.2) есебі келесі есепке келтіріледі: 
		(2.4)
 
		(2.5)

мұнда 

Ескерту 2.1  (2.4) - (2.5) шекаралық есептің әр шешімі (2.1) –(2.2) шекаралық есептің жалғыз шешімін ғана (тұрақты көбейткішке дейінгі дәлдікпен) анықтайды. 

Расында да, (2.2) екінші шекаралық шарттан және (2.1) теңдеуінен  функциясы үшін:

	

	

	

	

	

	
аламыз, мұнда , себебі   шешімінің классына жатпайды. 
	
 Осыдан, (2.5) екінші шарты негізінде , яғни . Бірақта, бұл тұрақты (2.3) шешімдер жиынына тиісті емес, ендеше ол нөлге тең болуы қажет.
(2.4)-(2.5) есептерінің шешімі жай және қос қабаттың потенциалдар мен көлемді потенциалдың қосындысы түрінде ізделінеді ([71], 476-479 б.): 
	
	
		(2.6)

мұнда, әзірше белгісіз және анықтауды қажет ететін кез келген  мен  функциялары үшін (2.6) теңдігімен анықталған функция (2.4) теңдеуін қанағаттандырады.
(2.5) шекаралық шарттарының біріншісіне (2.6) шешімін қойсақ,онда:

	
	

Сонғы теңдіктен  функциясын  арқылы өрнектесек: 
	
		(2.7)

(2.6) және (2.7) теңдіктерін қолданып, (2.4)-(2.5) есептерінің шешімін келесі түрде жазамыз:

	
	
		(2.8)

(2.5) екінші шекаралық шарты қанағаттандыру үшін, (2.8) берілген  функциясынан  айнымалысы бойынша туынды табамыз:

	

	

	

	
(2.5) шекаралық шарттардың екіншісін қолданып, келесі теңдікті аламыз:

	

	

	

	

	

	

	

	
Берілген теңдеуді келесі түрде жазуға болады: 
		(2.9)

бұл жерде  ядрсын келесі қосындылар түрде жазуға болады:

	
мұндағы: 
	
(2.9) теңдеуінің бос мүшесі келесі түрде болады:

	
	
	
		(2.10)

(2.9) интегралдық теңдеуінің шешімін, келесі функциялар классында іздейміз: 
		(2.11)

Сонда, (2.9) теңдеуін келесі түрде жазу тиімді болады:

		(2.12)
 мұнда 
		(2.13)


[bookmark: _Toc105772943][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae19]2.3    ядросының  қасиетті  жайында

 ядросы келесі қасиеттерге ие:
1)  үзіліссіз 
2) 
3) 
(2.12) интегралдық теңдеуінің ерекшелігі  ядросының 3 қасиетінде. Енді осы қасиеттерді дәлелдейік.

	
 шектік мәннен, шектелген және үзіліссіз функциялар классында берілген,  ядросымен анықталған интегралдық оператордың нормасы бірге тең екендігі шығады, алайда ядроның өзіндік интегралдық ерекшелігі бар. Ал бұл жайт, берілген теңдеуді шешімі бар және жалғыз болатын классикалық екінші текті Вольтерра теңдеуінен түбегейлі өзгеше екенін көрсетеді.

[bookmark: _Toc105772944][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae20]2.4  Сипаттамалық  интегралдық  теңдеу. Интегралдық  операторлардың  ядроларының  бағалымдары.

(2.12) интегралдық теңдеуді шешу үшін, сәйкес сипаттамалық интегралдық теңдеуін құрастырайық.

		(2.14)
 мұнда 
	

	
	
 
	

	

	
(2.14) интегралдық теңдеуі (2.12) теңдеуі үшін сипаттамалық теңдеу болып табылады, себебі оның ядросы  ядросының 3 қасиетіне ұқсас қасиетке ие, яғни:

	
Бұдан 
		(2.15)

шығады. (2.15) қатынасы алдыңғы бөлімшеде 1.2.7, Теорема 2.3 дәлелденеді.

[bookmark: _Toc105772945][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae21]2.5   (2.17) теңдеуінің  шешімі 

(2.14) теңдеуі келесі алмастырулар нәтижесінде:

		(2.16)

төмендегідей интегралдық теңдеуге айналады[]:

		(2.17)

 ядросы: 
	
тең, мұнда

		(2.18)

Алдымен, сәйкес біртекті (2.17) теңдеудің шешімін [78] жазып алайық:

	
Берілген теңдеудің шешімі:

		(2.19)

түрінде болады, мұндағы  функциялары келесі қатынастармен анықталады:

	

	

	
және  класстарына тиісті.
Біртекті емес (2.17) теңдеуінің шешімі [78] келесі түрде болады :

		(2.20)

бұл теңдеудіңде шешімі  классында жатыр.
Алынған резольвента үшін келесі лемма [78] дұрыс.

Лемма 2.1   резольвентасы үшін келесі бағалау дұрыс 
		(2.21)
 

Сонымен, 2.1 леммасынан келесі теореманың дұрыстығы шығады.

Теорема 2.1  (2.17) интегралдық теңдеуінің кез келген  оң жағы үшін шешімі бар : 
	
мұнда  (2.19) теңдеуімен анықталған, ал (2.20) теңдеуіндегі  резольвента үшін (2.21) бағалауы орынды. 


[bookmark: _Toc105772946][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae22]2.6  (2.14) сипаттамалық  интегралдық  теңдеуінің  шешімі

Ескі айнымалыларға көшетін болсақ, яғни: 
	
айнымалыларды ауыстыру арқылы (2.14) сипаттамалық теңдеудіңің шешімін аламыз:

		(2.22)

 резольвентасы үшін келесі бағалау дірыс: 
		(2.23)


Теорема 2.2  (2.14) интегралдық теңдеуінің кез келген  оң жағы үшін шешімі бар  
		(2.24)
 мұнда  (2.19) теңдеуімен анықталған, ал  резольвента үшін (2.23) бағалауы орынды, яғни: 


[bookmark: _Toc105772947][bookmark: GrindEQpgref62a1cdae23]2.7  (2.12) интегралдық  теңдеудің  шешімі  (Сипаттамалық  теңдеудің  шешімімен регуляризациялау  әдісі )

1.2 ескертуін қолданып, (2.9) теңдеуін қарастырамыз:

		(2.25)

(2.25) теңдеуінің оң жағы уақытша белгілі деп есептеп, оның шешімін жазайық:

	
		(2.26)

Еселі интегралда интегралдау реттін және  мен  айнымалылырының орынын ауыстырғанда,

		(2.27)
 аламыз, ал  ядросының түрі:

		(2.28)
 өзгеріп, мұндағы: 
	
Келесі белгілеуді енгізейік: 
	
мұнда 
	

	

	
Келесі теорема орынды.

Теорема 2.3  Егер  функциясы үшін , ал  аралығынды  екі рет үзіліссіз дифференциалданатын және ,  болса, онда келесі бағалау дұрыс: 
		(2.29)
 және келесі шектік қатынас орынды: 
		(2.30)
 

(2.29) бағалауы келесі қосылғыштар үшін айқын: 
	
(2.29) бағалауын  үшін дәлелдейік.

Лемма 2.2  Егер  – монотонды өспелі функция болса, онда келесі теңсіздік дұрыс: 
	
 
	
 мұнда      

Лемма 2.2 дәлелдемесі. [[77], 456 б.] көрсетілгендей: 
	

	
 болса, онда  үшін 
	

	
бағалауын аламыз. Лагранж формуласы бойынша

	
мұнда  
 жағдайы үшін де осы тәрізді дәлелденеді.

Лемма 2.3  Егер  функциясы үшін, мұндағы ,  аралығында - монотонды өспелі және  болса, онда келесі бағалау орынды: 
		(2.31)
 
 Лемма 2.3 дәлелдемесі

	
 
	
	
	
	
 мұнда , . Бізде  болғандықтан және лемма 2.2 ескерІп келесІ қатынасты аламыз:

	
	
	
 
	
	
	
	
 
	
	
	
	
	

Мұнда

	

Келесі шарт орындалатындай  жеткілікті аз деп есептесек

	
онда

	
бағалауын аламыз. Лемма 2.3 дәлелденді.

Лемма 2.4  Лемма 2.3 шарты орындалғанда келесі бағалау орынды: 
	

 Лемма 2.4 дәлелдемесі  Лемма 2.2 ескерсек: 
	
	
	
	
 
	
	
	
	
	
	
	
 
	
	
	
	
 
	
	
	
	
 
	
	
	
 
	
	
	
	
	
	
	

аламыз, мұнда , . Ал  и  - монотонды өспелі функция болғандықтан 
	
	
	
 аламыз.
Лемма 2.4 дәлелденді.
Теоремы 2.3 дәлелдемесі . Алдымен, келесі теңсіздікті көрсетейік: 
	
Берілген ,  пареметрлер үшін бізге қажетті бағалауымыз 
	
келесі теңсіздіктерден шығады:

	

	

	
Сонымен, 2.2 – 2.4 леммаларын ескеріп, 
	

	

	

	
бағалауларын аламыз. Бұл жерде келесі теңсіздік қолданылды: 
	
Егер  және  параметрлерінің мәндері үшін айырым  болса, онда бұл теңсіздіктердегі функциялардың  және      және  орындарын сәйкесінше ауыстырса жеткілікті.
(2.29) теңсіздігінің дұрыстығы  айырымының әлсіз ерекшелігі бар екенін және (2.30) шектік қатынастың дұрыстығын көрсетеді.

	
Сонымен, (2.14) теңдеуі шынымен де (2.12) үшін сипаттамалық теңдеу болып табылады. Теорема 2.3 дәлелденді.
 бағалауын, сонымен бірге шығатын  бағалауларын алу үшін резольвентаның бағалауын түрлендірейік: 
	
	

 шартымен және тұжырымын келесі түрде жазылған лемма 2.2 ескерІп:,

	
мұнда 
	
келесі бағалауды аламыз: 
		(2.32)

Мұнда    тек  тәуелді тұрақтылар.
(2.29) және (2.32) бағалауларын қолданып, келесі теореманың дұрыстығын аламыз. 
Теорема 2.4  Егер  функциясында, мұнда   ал  аралығында  функциясы екі рет үзіліссіз дифференциалданса және   болса, онда  ядросының әлсіз ерекшелігі болады, яғни келесі бағалау орынды: 
		(2.33)
 ал бұл дегеніміз (2.12) интегралдық теңдеуінің кез -келген  үшін  нөлдік емес жалғыз шешімі: 
	
болады деген сөз. 

Дәлелдемесі. Так как  болғандықтан (2.33) бағалауы (2.29), (2.32) резольвентасының бағалауынан және төменде келтірілген қатынастан шығады. Келесі қос теңсіздікті қолданып [[77], 55 б.]:, 
	
алдымен () аламыз: 
	
 функциясын екі қосынды түрінде қарастырсақ: 
	
әр қасысы үші келесІ бағалауларды аламыз: 
	
	

Екінші қосылғыш үшін

	

	

	

	

	
Бұл теңсіздіктерде    тұрақтылары әр түрлі және тек  тәуелді. Алынған теңсіздіктерден ізделінді бағалау (2.33) алынады. Теорема дәлелденді. 
Ескерту 2.2  (2.27) қатынасынан біртекті теңдеу 
	
біртекті емес теңдеуге: 
	
пара-пар екені шығады. 
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(2.4) –(2.5) шекаралық есептің шешімі  (2.8) формуласымен анықталады, ал бастапқы шекаралық (2.1) –(2.2) есептің шешімін келесі түрде анықтаймыз: 
		(2.34)
 мұнда  ал 
		(2.35)


	
	
		(2.36)
 мұндағы  және  функциялары сәйкесінше  және  үзіліссіз және шенелген болып табылады. (2.34) – (2.36) бағалауларынан келесі бағалауларды аламыз:

	

	

	

	

 үшін: 
	

	

	

	

	
Сонымен, бұл бағалаулар келесі теореманың дүрыстығын дәлелдейді.

Теорема 2.5  Кез -келген  оң бөлігі үшін және берілген ,   функциялары үшін (0.16) – (0.17) шекаралық есептің шешімі бар  және (0.19) – (0.21) формулалар арқылы анықталады. 




   БӨЛІМ 2
[bookmark: GrindEQpgref62a1cdae25]

[bookmark: _Toc105772949]Арнайы шекаралық  шарттары бар конустағы параболалық  есепті  шешу 

Бұл бөлімде шекаралық шарттарында уақыт айнымалысы бойынша туындысы бар, төңкерілген конус болып табылатын облыста жылу өткізгіштік теңдеуінің шеттік есебі қарастырылады. Елеулі шектеулі функциялардың салмақты кеңістігіндегі шеттік есептің шешімінің бар болу теоремасы дәлелденді. Берілген есеп редукцияланатын, екінші текті Вольтерраның сингулярлық интегралдық теңдеуінің шешілу мәселелері зерттелді. Алынған Вольтерраның сингулярлық интегралдық теңдеуін шешу үшін Карлеман-Векуа регуляризация әдісі қолданылады.
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 Бұл 2 бөлімінде төңкерілген конустағы кеңістік айнымалылары бойынша екі өлшемді  шекаралық есепті қарастырамыз: 
		(1.1)
 
		(1.2)

мұнда 
[?] жұмысында салмақты гельдер класында ұқсас есептің бір өлшемді жағдайы зерттелді, онда біртекті емес шекаралық есептің еркін шекаралары бар кейбір есептерді зерттеуде пайдалы екендігі атап өтілді.
Осьтік симметрия шарты орындалады деп болжап және (0.22)–(0.23) үшін цилиндрлік координаттарға көшіп,  облысында келесі шекаралық есепті аламыз: 
		(1.3)
 
		(1.4)

Сонда, (1.2) шекаралық шарт (1.4) шартына ауысады. Енді, преобразуем задачу (1.3)–(1.4) түрлендіру үшін келесі жаңа функияны енгізейік:

		(1.5)
 және (1.3) теңдеуін  айнымалысы бойынша дифференциалдап: 
	

	

	

	

	
теңдеуін аламыз. Ендеше (1.3) теңдеуі келесідей түрге келеді: 
		(1.6)

Ендігі кезекте (1.4) шекаралық шартын түрлендірейік, ол үшін(1.3) теңдеуіндегі  қосылғышын түрлендірсек жеткілікті:

	
Онда (1.4) шартынан: 
		(1.7)
 
	
аламыз.
Сонымен, (1.3) - (1.4) есебі, өз кезегінде (1.1) - (1.2) есебі келесі есепке түрленеді:
 облысында 
		(1.8)
 теңдеуінің 
		(1.9)
 шекаралық шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу қажет.
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[[72], с.76] көрсетілген 
	
функциясы (1.8) теңдеуінің фундаментальді шешімі болады, мұнда - параметр, ал  - функциясын осыдан әрі 1 ретті модификацияланған Бессель функциясы деп қабылдаймыз.
(1.8) - (1.9) есебінің шешімін жай, қос қабатты және көлемді жылу потенциалдарының қосындысы түрінде іздейміз, яғни:

		(2.1)
 мұнда 
		(2.2)
 - - көлемді жылу потенциалы. (Бұл біртекті емес (1.8) теңдеуінің шешімі болып табылады).
(0.29) теңдеуіндегі  және  - функциялары әзірше белгісіз потенциалдар тығыздығы болып табылады.
Вычислим производную по переменной .  айнымалысы бойынша  туынды табайық. Сонда: 
		(2.3)
 мұнда 
		(2.4)
 
		(2.5)
 
		(2.6)

Шынында да: 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
		(2.7)
 мұнда келесі қатынас қолданылы [[79],8.486 (3,9) с.984]: 
	
(2.1) шешімінің интегралдық түрін келесі түрде жазайық: 
		(2.8)
 Мұндағы 
	
Соңғы теңдіктегі әр қосылғыштың шектерін жеке табамыз:

	
	
 Мұнда, 
	
ескерілді. 
	
3)  болғандықтан: 
	
Сонымен, нәтижесінде: 
		(2.9)
 аламыз, ал 
		(2.10)
 айқын. (2.9), (2.10) алынған қатынастарды (2.8) қойып, (1.8) теңдеуінің шешімінің интегралдық теңдеуін аламыз:

	
		(2.11)
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(1.9) шекаралық шартын қанағаттандырамыз, әуелі  шартын, яғни  болғанда

	
	
	
 аламыз. Бұл жерде бірден ізделінді функциялардың бірі  табылады, яғни 
		(3.1)
 Сонымен, (2.11) интегралдың шешімінің берілуіндегі екінші қосылғыш берілген функция болып табылады, оны келесі түрде белгілейміз: 
		(3.2)
 Сонда (2.11) келесі түрде жазуға болады: 
	

Ескерту 3.1  Егер  - шенелген болса, онда  шенелген. 

(1.9) шекаралық шарттың біріншісін қанағаттандыру үшін, алдымен  туындыны табайық, сонда келесі қатынастарды қолданып [[79],8.486 (3,9) 984 б.]: 
	
нәтижесінде: 
	
	
	
	
 шығады. Енді,  теңдігін қолдансақ: 
	
	
		(3.3)

Келесі теңдеуді құрып: 
	
(3.3) ескеріп,  шекке көшсек: 
	
	
		(3.4)
 аламыз, мұнда

	

	

	
Мұндағы

		(3.5)


		(3.6)

 келесі түрге жазсақ: 
	
	

Келесі белгілеу енгіземіз: 
	
Сонда 
	
	
	
	
	

Бірінші интегралда:  алмастыруларын жасап, ал екінші интегралда  орнына  қойып (тура мәнін есептейміз), сонда

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

Келесі белгілеулерді енгіземіз: 
	
Сонымен, (3.4) теңдігін келесі түрде жазуға болады: 
	
мұнда: 
	

	
	

Енді 
	
деп алсақ, онда 
	
әрі қарай , 
	
	

Сонымен, 
	
	
	
	
 болады, енді бұл теңдіктің екі жағын  көбейтіп, келесі интегралдық теңдеуді аламыз: 
	
		(3.7)
 мұнда 
	

Келесі түрдегі 
	
 жаңа функция енгізгенде (ядросы айырымға тәуелді интегралдық теңдеу алу үшін), онда (3.7) теңдеуі келесі түрде жазылады: 
		(3.8)
 мұнда 
		(3.9)
 мұндағы 
	
 
	

(3.9) ядросының келесі қасиетіне байланысты, (3.8) интегралдық теңдеуіне біртіндеп жуықтау әдісі қолданылмайды.

Ескерту 3.2   мұндағы 
	
сондай -ақ 
	

 Шынында да [[80], 43 б., 1.11.2(4)]: 
	
	
	
	

Екінші теңдікті дәлелдейік [[80], 272 б., 2.15.3(3)]: 
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Біз 0.2 ескертуге байланысты (0.32) теңдеуіне сипаттамалық теңдеу болатын келесі "қысқартылған"  интегралдық теңдеудің шешімін іздейміз:

		(4.1)
 және де 
	

Егер (4.1) теңдеуінің шешімі табылса, онда (3.8) теңдеуінің шешімін Карлеман -Векуа регуляризация әдісімен табамыз.
(4.1) интегралдық теңдеуінде тәуелсіз айнымалалардың алмастыруын жасасақ: ,  және функцияларын 
	
 енгізіп, келесі теңдеуді аламыз: 
		(4.2)

Бұл айырымды ядромен берілген теңдеу. Енді оның екі жағына Лаплас түрлендіруін жасамас бұрын, оны келесі ыңғайлы түрде жазып алайық: 
		(4.3)
 мұнда 
		(4.4)
 Бейнесін табу формуласын қолданып [[81], 157б.], сонда (4.3) теңдеуінің шешімі келесі жазылады:

	
 немесе 
		(4.5)
 мұнда 
	

 бейнесін табайық:

	
	
	
  орнына өзінің мәнін қойсақ, онда: 
	
	

Келесі интегралды есептеу үшін 
	
параметр бойынша дифференциялдау әдісін қолданып,  - параметр деп алып, бұл интегралдың туындысын табамыз: 
	
	
	
 Ендеше 
	
	
	
 
	
	
	
	
	

Нәтижесінде

	
 екені белгілі, олай болса 
	
	
 сонымен . Сонымен, 
	
қатынасты қолданып : [[79], 976 б., 8.477.2] 
		(4.6)
 келесі теңдікті аламыз: 
	
		(4.7)
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(4.7) өрнегінің оригиналын табамыз:

		(4.8)

Олай болса, (4.3) теңдеуінің шешімі келесі түрде болады: 
	
Ыңғайлық үшін  белгілеуін енгізіп, келесі өрнектің оригиналын табамыз: 
	
кейін келесі қасиеттерді қолданып [[82], 191 б., 20.27]:
1. ұқсастық қасиеті.  болсын, онда 
2. Егер  болса, онда 
[[83], 519 б.] айтылғандай, егер бейнесі  түрде болса, мұндағы  дәрежесі  дәрежесінен аспаса және  нөлден өзгеше жай түбірлері болса, онда (4.8) үшін келесі өрнекті аламыз: 
	
	
 Мұнда 
	
онда

		(4.9)
 мұндағы  —  функциясының түбірлері.
Бұл функцияның түбірлерін табу үшін  теңдігін қолданамыз, мұндағы  - бірінші текті цилиндрлік Бессель функциясы. қосынды белгісіндегі штрих  болғандағы қосылғыштың жоқ екенін білдіреді. 
Ескерту 4.1  [[84], 556 б.] белгілі болғандай ,  функциясының нақты түбірлерінен басқа түбірлері болмайды.  функциясының ең кіші оң түбірі  тең.  функциясының барлық (кемінде бес таңбалы) түбірлерін табу үшін келесі қатар қолданылады: 
	

 Егер  сандары  функциясының абсолют шамасы бойынша реттелген түбірлері болса, онда кез келген  үшін келесі теңдік дұрыс болады: 
	
Ендеше,  теңдеуінің  түбірлері болады, мұнда  -нақты сандар, мұндағы  ( -жұп функция). Содықтан, (4.9) теңдігі келесі түрде болады: 
		(4.10)
 мұнда 
	
(4.10) теңдігінен және бейненің 1 және 2 қасиеттерінен: 
		(4.11)
 Аламыз. Олай болса 
	
қосынды белгісінің астында тұрған интегралды есептейік: 
	
Сонымен, 
	
аламыз, мұнда 
	

	
1) Бірінші қосындының мәнін табайық : 
	
	
	
	
	

Мұнда  - сәйкесінше бірінші текті цилиндрлік Бессель функциясы, екінші текті цилиндрлік Нейман функциясы, үшінші текті цилиндрлік Ханкельдің бірінші және екінші ретті функциясы.
Сонымен, бірінші қосындының мәнін табылды:

		(4.12)
 мұнда 
		(4.13)

2) Екінші қосындының мәнін табайық: 
	
	
	
	
	
	
 
	
 
	

Бұл жерде келесі қатынас қолданылады [[79], 889 б., 8.252(5)] : 
	
Сонда: 
	
Екінші қосындының үшін: 
	
		(4.14)

Олай болса

	
		(4.15)
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(4.15) резольвентасы үшін келесі лемманы дұрыстығын дәлелдейік. 
Лемма 4.1   резольвентасы үшін келесі бағалау дұрыс 
	


(4.3) интегралдық теңдеуінің (4.15) резольвентасы үш қосылғыштан тұрады. әр қосылғышты жеке бағалайық.
Келесі белгілеу енгіземіз: 
	
Келесі теңдеуді 
	
	
 қолданыпа және белгілі интегралды пайдаланып [[80], 42 б.], 
	
 шамасын бағалаймыз. Мұнда  - екінші текті цилиндрлік функция (Нейман функциясы),  - үшінші текті цилиндрлік функциялар (Ханкел функциялары).

	
	
	

Олай болса 
	
[[79], 928 б., 8,479.1] келесі теңсіздіктерді қолданып: 
	
 үшін  келесі теңсіздіктің дұрыс екенін аламыз: 
	
Бұны ескеріп, еінші қосылғышты бағалаймыз: 
	
	
	
	

Ендеше, екінші қосылғыштың бағалауы келесідей болады: 
		(4.16)

үшінші қосылғышты бағалайық: 
	
	
	

Келесі интегралды қарастырайық: 
	
	
  -бекітіп, 
	
теңдігін ескереміз.  аралығында интеграл астындағы өрнекті үлкейтеміз, яғни  -кішірейтеміз, ; ал  аралығында интеграл астындағы өрнекті кішірейтеміз, ендеше  - үлкейтеміз .
Олай болса, 
	
	
 
	

	
	
 
	

	
	
	
	

Сонымен, үшінші қосылғыш үшін келесі бағалауды аламыз: 
	
Бастапқы есепті 
	
облысында шығарып жатқандықтан,  себебі,  болғандықтан , ендеше .
Лемма дәлелденді.
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Біз 
		(4.17)
 теңдеуінің шешімін таптық: 
		(4.18)

Мұндағы 
	
 ескеріп, кері алмастырулар жасап:  , келесі түрдегі сипаттамалық теңдеудің шешімі жазамыз: 
	
 мұнда 
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 (3.7) "толық" интегралдық теңдеуді шешу үшін 
	
		(5.1)
 сипаттамалық теңдеудің шешімімен регуляризация әдісін, яғни Карлемана-Векуа әдісін қолданамыз.
(5.1) теңдеуінің оң жақ бөлігін уақытша белгілі деп қабылдап, оның шешімін жазайық: 
	
	
		(5.2)

(5.2) теңдігінде келесі жаңа функция енгізсек  
		(5.3)
 онда (5.2) теңдігі келесі түрде болады: 
	
	
		(5.4)

Еселі интегралда интегралдау ретін өзгертіп, кейін  және  айнымалылары орындарымен аустырсақ, онда (5.4) теңдеуі келесі түрде жазылады: 
		(5.5)
 мұнда 
		(5.6)


	
 
	

Бұл жерде (5.5) интегралдық теңдеуінің  ядросының әлсіз ерекшелігі бар екенін көрсету қажет.
Алдында анықталған: 
	
 резольвентының бағалауын ескеріп, (5.5) интегралдық теңдеудің (5.6) ядросын бағалайық. Алдымен  ядросын бағалайық: 
	
		(5.7)

Енді  бағалайық: 
	
	
	
	

Соңғы интегралды бағалау үшін, оны сәйкесінше  және  аралықтарында алынған екі интегралдардың  және  қосындысы түрінде алсақ, мұндағы  бекітілген жеткілікті үлкен сан. Сонда 
		(5.8)

әр интегралды жеке бағалайық. 
	
	
 
	
	
 
	
	

Соңғы интегралда  белгілеуін енгізсек, онда 
	

Бізге  функциясы   шенелген және  бірсарынды кемімелі екені белгілі.
Мүмкін болатын екі жағдайды қарастырайық:
1. Егер  үшін  орындалса, мұндағы , онда , ал бұл жағдайда: 
	
	
		(5.9)

2. Егер  үшін  болса, онда

	
 интегралын келесі түрде жазуға болады: 
	

Екінші интеграл үшін 
	

Енді бірінші интегралды бағаласақ 
	
	
	

Олай болса  үшін келесі бағалау орынды: 
		(5.10)

Енді келесі интегралды бағаласақ: 
	
		(5.11)
 Сонымен, (5.5) интегралдық теңдеудің  ядросының әлсіз ерекшелігі бар екені көрсетілді және оған (5.7) - (5.11) бағалаулары дұрыс екені дәлелденді: 
		(5.12)

Бұл дегеніміз, бастапқы (3.7) интегралдық теңдеу 
	
	
  функциялар класында жалғыз шешімі бар екенін және оны біртіндеп жуықтау әдісімен табуға болатынын көрсетеді.
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Теорема 6.1  Егер  және  шарттары орындалса, онда (1.8)-(1.9) шектік есебінің жалғыз ғана  шешімі бар. 

(1.8)-(1.9) шеттік есебінің (3.2) интегралдық түріндегі шешімінің әрбір қосылғышты бағалайық: 
	
	
	
	

Екінші қосылғышты бағалайық: 
	

	
Бұл бағалаулардан теоремы 6.1 дұрыстығы шығады.
Теорема 6.1 және (2.11) теңдігінен келесі негізгі нәтижені аламыз. 
Теорема 6.2  Егер  болса, онда (1.3)-(1.4) шекаралық есептітің жалғыз шешімі  болады. 



 


ҚОРЫТЫНДЫ
[bookmark: GrindEQpgref62a1cdae35]

Диссертациялық жұмыста айтарлықтай шектеулі функциялардың салмақты кластарында цилиндрлік емес облыстағы жылу өткізгіштік теңдеуінің шеттік есептерінің шешімінің бар және жалғыз болу мәселелері зерттелген. қарастырылып отырған есептердің ерекшелігі, олардың шешімдерінің қарастырылып отырған облысы уақыттың бастапқы сәтінде нүктеге айналады. Сонымен қоса, уақыт өте келе шекарасы өзгеретін облыстың шекрасына арнайы шектік шарттар қойылады, ал бұл кейбір еркін шекаралы есептерді зерттеуде пайдалы. Мысалы, бұл есептер келесі шарттар орындалғанда бір фазалы Стефан есебін шешкенде пайдалы екен: оң температуралы  сұйық фаза  орналасқан, мұндағы  болғанда оң жылу ағыны беріледі, ал еркін шекара  қатты  қабырғасынан басталады, яғни  шарты орындалады. Берілген есептер екінші текті ерекше Вольтерра интегралдық теңдеуіне редукциаланады, себебі бұл есептерге біртіндеп жуықтау әлісі қолданылмайды, себебі олардың  ядросы келес қасиетке ие: 
	
Арнайы шекаралық шарттары бар, уақыттың бастапқы сәтінде нүктеге айналатын өзгермелі облыстағы жылу өткізгіштік теңдеуі үшін шеттік есептердің шешілуіне қатысты келесідей негізгі нәтижелер алынды:
 Салмақты функционалдық кластарда жылу өткізгіштік теңдеуі үшін арнайы шеттік есептердің қойылуы және олардың эквивалентті түрлендірулері;
 Жұмыста табылған шеттік есептердің екінші текті ерекше Вольтерра интегралдық теңдеуіне эквиваленттілігі
 Екінші текті ерекше Вольтерра интегралдық теңдеуінің резольвентасын құру және оның бағалауы.
 Екінші типтегі Вольтеррдің арнайы интегралды операторларының спектрлік қасиеттері орнатылды: ядро өлшемі бірлікке тең;  мәніне сәйкес келетін меншікті функцияның нақты көрінісі табылды;
 қарастырылып отырған шеттік есептер үшін жалғыздығының салмақты кластары табылды.
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