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КІРІСПЕ

Диссертациялық жұмыс Харди тәріздес дискреттік операторлардың салмақты бағалауларын алу мәселелеріне арналған.

Тақырыптың өзектілігі. 1925 жылы көрнекті ағылшын математигі Г.Х. Харди келесі екі теңсіздіктердің орындалатын көрсетті. Айталық  болсын. Онда 


		(0.1)




теңсіздігі барлық теріс емес  аралығында - дәрежесімен интегралданатын  функциялары үшін, ал
 

		(0.2)




[bookmark: _Hlk73211244]теңсіздігі  болатын, барлық теріс емес сандардан тұратын  тізбектері үшін орындалады. (0.1), (0.2) теңсіздік тердегі  тұрақтысы сол теңсіздіктердің ең кіші тұрақтысы. Бірақ Г.Х. Хардидің жұмысында (0.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы дәл анықталмаған еді [1]. (0.1), (0.2) теңсіздіктері өте зор мағыналы болғандықтан, олар Харди теңсіздіктері деп аталып кетті. Г.Х. Харди (0.1) теңсіздігінің қарастырғанға дейінгі зерттеулер тарихын [2] жұмысында толық жазылған. Қазіргі таңда (0.1), (0.2) Харди теңсіздіктері тәріздес теңсіздіктер қарқынды зерттелуде. Харди тәріздес интегралдық және дискреттік теңсіздіктерді және олардың әртүрлі жалпыланған түрлерін зерттеуге Г. Беннет, Л.-Э. Перссон, А. Куфнер, В.Д.Степанов, Г. Синамон, Р. Ойнаров, Л. Малигранда, В.И. Буренков, М.Л. Гольдман, А. Гогаташвили, Д.В. Прохоров, М.Ш. Браверман, Е.П. Ушакова, А. Қалыбай, А.М. Темирханова және тағы басқа да ғалымдар үлкен үлес қосты.

(0.1)-мен қатар (0.2) теңсіздігі де Харди тәріздес теңсіздіктер теориясыда қатар зерттелді. Бұл теңсіздіктердің гармоникалық талдауда, дифференциялық теңдеулер теориясында және де математиканың басқа салаларында қолданыстарының жиілеуіне байланысты салмақты Харди теңсіздігі қарала басталды. Алайда салмақты интегралдық Харди теңсіздігінің  жағдайында орындалуының баламасы тек 1969 жылы ғана алынды. Ол жөнінде және салмақты интегралдық Харди теңсіздігінің тарихы мен дамуы мына кітаптарда [3-5] жақсы көрсетілген. 
Біздің жұмысымыз дискреттік Харди теңсіздігімен байланысты болғандықтан ары қарай (0.2) дискреттік Харди теңсіздігінің салмақты жағдайына тоқталайық:
 

	                                            (0.3)









[bookmark: _Hlk72530899]мұнда  - теріс емес сандар тізбегі. Мұндай (0.3) түріндегі екі салмақты дискреттік Харди теңсіздігінің орындалуының жеткілікті шартарын 1985 жылы К.Ф. Андерсен және Х.П. Хейниг [6] параметрлердің  жағдайы үшін, П. Хейниг [7] параметрлердің  жағдайы үшін алған. Ал М.Ш. Браверман, В.Д. Степанов [8]  жағдайы үшін (0.3) теңсіздігінің орындалу критерийін алды. 1987-1991 жылдар аралығында Г. Беннет [9-11] жұмыстарында (0.3) теңсіздігінің орындалуының шарттарын  мен  параметрлерінің барлық дерлік арақатынастары үшін қарастырды. 1998 жылы бұл дискреттік екі салмақты Харди теңсіздігін  мен  параметрлерінің барлық арақатынасын М.Л. Гольдман [12] толық сипаттады. 
Бір және екі параметрлі салмақты теңсіздіктерді зерттеумен қатар, Р. Ойнаров, Д.В. Прохоров, В.Д. Степанов, А. Гогаташвили, Р. Мустафаев,                      Л.-Э. Перссон, А. Қалыбай, М. Крепеле және т.б. үш параметрлі Харди тәріздес теңсіздіктеріне сипаттама бере бастады. Осы ретте (0.1) теңсіздігінің үш салмақ және үш параметрден тұратын жағдайларына көңіл аударыла бастады. Осы нәтижелерге толығырақ тоқталсақ:






,  және , ,  - теріс емес  аралығында өлшемді функциялар болсын. Келесі салмақты теңсіздікті жазайық:



             (0.4)




мұнда  - (0.4) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы және  кеңістігі салмақты Лебег кеңістігі, ал  келесі түрде анықталған квазисызықты оператор


,                                             (0.5)



Егер (0.5)-тен  бөліп жазсақ, онда бұл  операторымыз Харди тәріздес оператор болатыны, олай болса (0.4) түріндегі теңсіздікті интегралдық салмақты итерацияланған Харди тәріздес теңсіздігі болатыны анық.



(0.5)-ке ұқсас операторларды алғаш болып, 2008 жылы Р. Ойнаров және А. Қалыбай [13] жұмысында  түріндегі операторлардың салмақты бағалауларын қарастырды. Ал 2013 жылы В.И. Буренков және Р. Ойнаров [14] жұмысында (0.4) теңсіздігінің, көп өлшемді Харди тәріздес операторының салмақты Лебег кеңістігінен локальді Морри типті кеңістігіне шенелімділігін анықтайтын теңсіздікке эквивалентті болатынын дәлелдеген. Олар бұл жұмыста (0.4) теңсіздігінің орындалуын ың қажетті және жеткілікті шарттары параметрлердің  және  жағдайлары үшін алды. Осы [14, р. 1-3] жұмысынан кейін Морри типті кеңістіктерде (0.4) түріндегі теңсіздік, яғни квазисызықты Харди тәріздес операторлардың салмақты бағалауы қолданысқа ие болуына байланысты, мұндай теңсіздіктерді зерттеуге үлкен қызығушылықтар туындап, қарқынды түрде зерттеле бастады [15-29] және осы жұмыстарға қысқаша шолу жасайық.


А. Гогаташвили, Р. Мустафаев, Л.-Э. Перссонның [15, p. 2] жұмысында  операторының салмақты бағалауларын параметрлердің  жағдайлары үшін қарастырды. Бұл жұмыстың нәтижелерін ары қарай Д.В. Прохоров, В.Д. Степанов [19, с. 155] жұмыста толықтырды. Олар бұл жұмыста келесі түрдегі:



, , 



,  



субсызықты операторларының Лебег кеңістігіндегі аралас нормаларын қарастырды. 2017 жылы М. Крепеле [29, p. 21] жұмысында салмақты Харди тәріздес супремал операторының  кеңістігінен  кеңістігіне шенелімділігіне байланысты сипаттама берді. 

Салмақты квазисызықты теңсіздіктердің сипаттамаларын бисызықты салмақты Харди тәріздес теңсіздіктерді зерттеу үшін пайдалануға болады [30-32]. Алайда, бұл қарастырылған нәтижелердің барлығы (0.4) теңсіздігінің интегралдық аналогына арналған. Ал, (0.4) теңсіздігінің дискретті аналогы өте аз зерттелген. Мысалы, 2019 жылы шыққан А. Гогаташвили, М. Крепеле, О. Растислав, Л. Пик [33] жұмысында  тізбектері үшін келесі салмақты теңсіздікті қарастырған:


,



 осы теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы, мұнда  - барлық екі еселенген шексіз оң (теріс емес) нақты сандардан тұратын тізбектерінің кеңістігі. Бұл жұмыста дискретті Харди тәріздес супремал операторларының салмақты бағалаулары алынған. Диссертациялық жұмыстың зерттеу бағытына жақындау П. Джейн, С. Канджилал, Г.Е. Шамбилова, В.Д. Степановтың 2020 жылдың қазан айында толық дәлелдемесімен шыққан [34] жұмысында, бисызықты дискретті Харди операторын салмақты бағалау қарастырған. Онда кейбір теоремаларын дәлелдеу кезінде квазисызықты дискретті Харди тәріздес операторды басқа жолмен салмақты бағалайды. Айта кетейік диссертациялық жұмыстың негізгі нәтижелері толық дәлелімен аталған жұмыстан ерте жарияланған.
Енді, диссертациялық жұмыстың негізгі мәселесіне көшейік:






Айталық,  және ,  - оң, ал  - теріс емес нақты сандардан тұратын тізбектер болсын.  арқылы  нақты сандар тізбегінен тұратын және келесі (квази) норма ақырлы болатын кеңістікті белгілейміз:






Екі оператор қарастырамыз.  - дискретті Харди операторын қамтитын келесі түрдегі квазисызықты дискреттік оператор:



 , ,                                      (0.6)


 - дискреттік Харди операторының түйіндесі кіретін келесі түрдегі квазисызықты дискреттік оператор:



,  ,                                  (0.7)

Осы екі квазисызықты оператордың келесі салмақты бағалауларын қарастырайық:


                                                 (0.8)



,                                                  (0.9)



және  - сәйкесінше (0.8), (0.9) теңсіздіктерінің ең кіші тұрақтыларын былай белгілейік . Егер (0.8), (0.9) бағалауларын ашып жазсақ, онда келесі квазисызықты дискреттік теңсіздіктер аламыз


                            (0.10)



,                            (0.11)  

яғни (0.8), (0.9) бағалауларының орындалуы сәйкесінше (0.10), (0.11) теңсіздіктерінің орындалуы дегенді білдіреді. 




Егер ,  квазисызықты операторларының анықтамасынан, сәйкесінше  және  Харди тәріздес операторларын бөліп жазсақ, онда (0.8) және (0.9) бағалаулардан дискреттік итерацияланған Харди тәріздес теңсіздіктер орындалатыны шығады.                


Диссертациялық жұмыста (0.8), (0.9) бағалаулардың орындалуының қажетті және жеткілікті шарттарын алуды қарастырамыз. Дискреттік (0.10), ((0.11)) және интегралдық (0.4) теңсіздіктердің  арасында толық ұқсастық жоқ екенін ескерейік. Атап айтқанда, дискреттік теңсіздіктердің интегралдық теңсіздіктерге қарағанда зерттеу параметрлерінің диапазондары кеңірек және дәлелдеу техникалары да өзгеше. Мысалы, (0.10), (0.11) теңсіздіктерінің интегралдық аналогтарында параметрлердің  жағдайында теңсіздік тек сол жағы нөлге тең болғанда орындалады. Сондықтан интегралдық теңсіздіктерді бұл жағдайда қарастырмайды, ал, теңсіздік дискреттік болғанда  жағдайы қарастырылады. Математикада дискреттік есептер интегралдық жағдайға қарағанда көбінесе калыңқырап зерттеледі. Себебі жаңа интегралдық есептер шешіліп қолдана бастағанда, қолдану аясы оданда кең дискреттік жағдайы қызу зерттеле бастайды. Жоғарыда айтылған квазисызықты интегралдық теңсіздіктердің қолдануына байланысты қарқынды зерттелуі, салмақты дискреттік квазисызықты теңсіздіктерді зерттеудің маңызы зор екенін байқатады. 
Диссертациялық жұмыс осы айтылған өзекті мәселеге арналып, онда дискреттік Харди операторын қамтитын (0.6), (0.7) дискреттік квазисызықты операторлардың сәйкесінше (0.8), (0.9) салмақты бағалаулары орындалуы, яғни үш салмақты, үш параметрлі (0.10), (0.11) квазисызықты теңсіздіктердің орындалу мәселелері қарастырылады.
Жұмыстың мақсаты. Тізбектер кеңістігіндегі Харди операторлары кіретін үш салмақты және үш параметрлі дискреттік квазисызықты теңсіздіктер орындалуының, яғни теңсіздіктің сол жағындағы квазисызықты операторлардың нормасын, теңсіздіктің оң жағындағы тізбектің салмақты нормасымен бағалауының шарттарын алу.  
[bookmark: _Hlk73285465]Зерттеу объектісі: тізбектер кеңістігінде дискреттік Харди операторлары кіретін үш салмақты және үш параметрлі дискретті квазисызықты теңсіздіктер. 
Зерттеу əдістері. Диссертациялық жұмыста математикалық және функционалдық анализдің әдістерімен қатар тізбектерді бөліктерге бөлу әдісі «локализация әдісі»  (the blocking technique) қолданылады. Дәлелдеу барысында түрлі классикалық теңсіздіктер, сонымен қатар салмақты Харди теңсіздіктері қолданылды.
Ғылыми жаңалығы. Диссертациялық жұмыста келесі жаңа нəтижелер алынды:  



– дискреттік Харди операторы кіретін (0.6), (0.7) дискретті квазисызықты операторлардың сәйкесінше (0.8), (0.9) салмақты бағалаулары орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары салмақтар терминінде параметрлер  және ,  жағдайларында алынды;




– дискреттік Харди операторы кіретін (0.6), (0.7) дискретті квазисызықты операторлардың сәйкесінше (0.8), (0.9) салмақты бағалаулары орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары салмақтар терминінде параметрлер ,  және ,   жағдайларында алынды;


– дискреттік Харди операторы кіретін (0.6) дискретті квазисызықты операторының (0.8) салмақты бағалауы орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары салмақтар терминінде параметрлер  және  жағдайларында алынды.
Алынған нəтижелердің теориялық жəне практикалық маңыздылығы. Бұл зерттеу негізінен фундаментальді болып табылады, функционалдық анализ теориясы, оның ішінде дискретті Харди тәріздес теңсіздіктер теориясының дамуына және бисызықты дискретті Харди  операторларын бағалауға үлкен үлес қосады. Нәтижелер функционалдық анализдің кейбір мәселелерін шешу үшін қолданылуы мүмкін. 
Алынған нәтижелерді апробациялау. Жұмыстың негізгі нәтижелері:
1. Математика және математикалық модельдеу институтының Дәстүрлі халықаралық ғылыми сәуір конференцияларында (Алматы, 2019, 2020).
2. «Математика, механика және информатиканың теориялық және қолданбалы мәселелері» халықаралық конференциясында (Қарағанды, 2019).
3. Еуразия математикалық журналының 10 жылдығына арналған (EMJ-2019) «Анализдің, дифференциалдық теңдеулердің және алгебраның өзекті мәселелері» атты халықаралық конференциясында (Нұр-Сұлтан, 2019).
4. «Қазіргі ортадағы білім, ғылым және бизнестің интеграциясы: жазғы пікірсайыстар» 2-ші халықаралық ғылыми-практикалық интернет-конференциясында (Украина, 2020) баяндалды.
Диссертациялық жұмыстың жеке нәтижелері:
– үш рет «Функционалдық анализ және оның қолданылуы» атты ғылыми семинарында (семинар жетекшілері ҚР ҰҒА академиктері М. Өтелбаев және Р. Ойнаров, профессорлар Е.Д. Нұрсұлтанов, Қ.Н. Оспанов);
– Лулео Техникалық Университеті және Тромсе университеті-Норвегия Арктикалық университетіндегі математика факультетіндегі профессор                                      Л.-Э. Перссоннің жетекшілігімен болатын ғылыми семинарларда;
– бірнеше рет «Салмақты теңсіздіктер және олардың қолданыстары» атты ғылыми семинарында (семинар жетекшілері ҚР ҰҒА академигі Р. Ойнаров, қауымдастырылған профессорлар А.М. Темирханова, Б.М. Абылаева, доцент М. Алдай) баяндама жасап, талқыланды. 
Жарияланымдар. Диссертация тақырыбы бойынша 9 жұмыс, соның ішінде 3 мақала ҚР БҒМ Білім жəне ғылым саласындағы бақылау комитетімен ұсынылған тізімге кіретін ғылыми басылымдарда, 1 мақала Scopus, Web of Science мəліметтер базасында индекстелетін рейтингілі журналда, 5 жарияланым халықаралық ғылыми конференциялар материалдарында, соның ішінде 1 жарияланым шетелдік халықаралық конференция материалында жарияланды.
Диссертация тақырыбы бойынша нəтижелер келесі ғылыми басылымдарда жарияланды:
Scopus, Web of Science мəліметтер базасында индекстелетін рейтингілі журналда:
1 Weighted iterated discrete Hardy-type inequalities // J. Math. Inequalities and Appl. – 2020. – Vol. 23, №3. – P. 943-959. (Web of Science, Impact factor – 1.25, 2020, Q2).
ККСОН тізіміне кіретін журналдарда:
1 
Весовая оценка одного класса квазилинейных дискретных операторов: случай   // Вестник КазНПУ им. Абая. - 2019. – Т. 67, №3. – С. 109-116.
2 Discrete iterated Hardy-type inequalities with three weights // Journal of Mathematics, Mechanics, Computer Science. – 2020. – Vol. 105, №1. – P. 19-29.
3 
Weighted estimate of a class of quasilinear discrete operators: the case   // Vestnik KazNRTU. – 2020. – Vol. 140, №4. – С. 588-595. 
Халықаралық конференциялар материалдарында:
1. Весовая оценка одного класса квазилинейных дискретных операторов // Традиц. межднар. апрельс. матем. конф. в честь Дня работников науки РК и Workshop “Problems of modeling processes in electrical contacts”: тез. докл. – Алматы, 2019. – С. 75-76.
2. 
Весовая оценка одного класса квазилинейных дискретных операторов случай  // Теоретические и прикладные вопросы математики, механики и информатики: матер. междунар. науч. конф., приуроченной к                             70-летию М.И. Рамазанова. – Караганды, 2019. – 42 с.
3. Weighted estimate of a class of quasilinear discrete operators // Actual problems of Analysis, Differential equations and Algebra (EMJ-2019): materials of the international conference. – Nur-Sultan, 2019. – P. 53-54.
4. Дискретные итерационные неравенства типа Харди с тремя весами // Традиц. межднар. апрельс. матем. конф. в честь Дня работников науки РК, посв. 1150-летию Абу Насыр Аль-Фараби и 75-летию Института математики и математического моделирования: тез. докл. – Алматы, 2020. – C. 101-102.
5. Весовая оценка одного дискретного квазилинейного оператора // Интеграция образования, науки и бизнеса в современной среде: летние дебаты: тез. 2-й междунар. научно-практ. интернет-конф. – Днепр, 2020. – С. 356-358.
Диссертацияның құрылымы және көлемі. Диссертациялық жұмыста тақырыптық бет, мазмұн, кіріспе, екі бөлім, қорытынды жəне 48 атаудан тұратын сілтемелер тізімі бар. Диссертацияның жалпы көлемі 72 бет.

Диссертацияның негізгі мазмұны. Кіріспеде диссертация тақырыбының өзектілігі, зерттеу мақсаты, объектісі, пəні, зерттеу әдістері, жұмыстың ғылыми жаңалығы, зерттеудің теориялық жəне практикалық маңызы және жарияланымдар саны негізделді. 
Диссертациялық жұмыс квазисызықты (0.6), (0.7) операторларының сәйкесінше (0.8), (0.9) салмақты бағалаулары орындалуының қажетті және жеткілікті шарттарын алуға арналған. Бұл (0.10) және (0.11) теңсіздіктерінің орындалуының қажетті және жеткілікті шарттарын алумен пара-пар. 
Бірінші тараудың бірінші бөлімінде дәлелдеуге қажетті тұжырымдар мен леммалар берілген. 

Бірінші тараудың екінші бөлімінде (0.8) салмақты бағалауы орындалуының қажетті және жеткілікті шарты  жағдайда зерттеліп, келесі тұжырым дәлелденген. Ыңғайлылық үшін теоремалардың номерін 1 және 2 тараудағы ретпен номерлейік.



Теорема 1.2.1. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.8) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда 


	


Бұл жағдайда . 
Теорема 1.2.1 тұжырымын салмақты теңсіздіктер терминінде жазсақ, келесі теоремаға эквивалентті:




Теорема 1.2.1'. Айталық  болсын. Онда (0.10) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.10) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.


Бұл теорема мына екі  және  жағдайлары үшін бөлек дәлелденеді. Сондықтан бұл теореманы екі тұжырымның қорытындысы деп санауға болады.


Бірінші тараудың үшінші бөлімінде (0.8) салмақты бағалауы орындалуының қажетті және жеткілікті шарты  және жағдайда зерттеліп, келесі тұжырым дәлелденген.




Теорема 1.3.1. Айталық  және  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.8) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	 


Бұл жағдайда . 





[bookmark: _Hlk73280954]Теорема 1.3.1'. Айталық  және  болсын. Онда (0.10) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.10) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.




Теорема 1.3.1 және Теорема 1.3.1' бір-біріне эквивалентті тұжырымдар. Осы үшінші бөліміндегі теорема екі ,  және ,  жағдайларында бөлек дәлелденеді. Сондықтан бұл теореманы екі тұжырымның қорытындысы деп санауға болады.




Бірінші тараудың төртінші бөлімінде (0.8) салмақты бағалауы орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары ,  және ,  жағдайларында зерттеліп, келесі тұжырымдар дәлелденген.




Теорема 1.4.1. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.8) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


,
және  

	


Бұл жағдайда .  шамасы Теорема 1.2.1-де бұрын анықталған.
Теорема 1.4.1 келесі теоремаға эквивалент болады.





Теорема 1.4.1'. Айталық ,  болсын. Онда (0.10) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.10) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы. 




Теорема 1.4.2. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.8) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда:


	


	


Бұл жағдайда .





Теорема 1.4.2'. Айталық ,  болсын. Онда (0.10) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.10) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.
Теорема 1.4.2 және Теорема 1.4.2' бір-біріне эквивалент болады.


Бірінші тараудың бесінші бөлімінде (0.8) салмақты бағалауы орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары  және  жағдайларында зерттеліп, келесі тұжырымдар дәлелденген.



Теорема 1.5.1. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.8) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда
 

	


	,







,  және , ал , . Бұл жағдайда 
Теорема 1.5.1 келесі теоремаға пара-пар болады:




Теорема 1.5.1'. Айталық  болсын. Онда (0.10) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.10) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы. 



Теорема 1.5.2. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.8) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	


	,







,  және , aл , . Бұл жағдайда 
Теорема 1.5.2 келесі теоремаға пара-пар болады:




Теорема 1.5.2'. Айталық  болсын. Онда (0.10) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.10) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы. 
Бұл бөліміндегі негізгі нәтижелерді дәлелдеу үшін өз алдына маңызы бар келесі лемма дәлелденген.






Лемма 1.5.1. Айталық  және  - теріс емес, кемімелі емес тізбек, ал  - теріс емес тізбек болсын. ,  және  делік. Онда 
 

	 	


Екінші тарауда (0.9) салмақты бағалауы орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары  параметрлерінің келесі жағдайлары үшін алынған:

a)  (2.1 бөлім); 


b)  және  (2.2 бөлім);


c) ,  (2.3 бөлім).
Екінші тараудың бірінші бөлімінде келесі теоремалар дәлелденген.



Теорема 2.1.1. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.9) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	 


Бұл жағдайда . 
Бұл теорема келесі теоремаға эквивалентті:




Теорема 2.1.1'. Айталық . болсын. Онда (0.11) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.11) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.


Бұл теорема екі ,  жағдайда бөлек дәлелденеді. Сондықтан бұл теореманы екі тұжырымның қорытындысы деп санауға болады.
Екінші тараудың екінші бөлімінде келесі теорема дәлелденген.




Теорема 2.2.1. Айталық  және  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.9) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	


Бұл жағдайда . 
Бұл теорема келесі теоремаға пара-пар.





Теорема 2.2.1'. Айталық  және  болсын. Онда (0.11) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.11) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.
[bookmark: _Hlk73285371]Бірінші және екінші тараулардың теоремаларының (Теорема 1.2.1, Теорема 1.3.1, Теорема 2.1.1, Теорема 2.2.1) жеткілікті бөлігін дәлелдеу техникасын айта кетейік. Теоремалардың жеткілікті бөлігін дәлелдеу үшін Харди тәріздес операторының элементтерін бөліктерге бөлу әдісі пайдаланылады. Бұндай әдісті «локализация әдісі» (the blocking technique)  деп атайды және бұл әдіс бұрын [35] жұмысында қолданылғанын айта кетейік. Бірақ бұл жұмыста қолданылатын «локализация әдісі» бұрынғы қолданылып жүрген әдістерден өзгеше, нақтырақ айтқанда дискреттік итерацияланған Харди тәріздес операторлары үшін бұл жаңа, әрі перспективасы бар әдіс деп санаймын.
Екінші тараудың үшінші бөлімінде келесі теоремалар дәлелденген.




Теорема 2.3.1. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.9) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда 



және





Бұл жағдайда .  шамасы Теорема 2.1.1-де анықталған болатын.
Теорема 2.3.1 келесі тұжырымға эквивалентті болады:





Теорема 2.3.1'. Айталық ,  болсын. Онда (0.11) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.11) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы.    




Теорема 2.3.2. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (0.9) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда
 







Бұл жағдайда .
Бұл теорема келесі теоремаға пара-пар.





Теорема 2.3.2'. Айталық ,  болсын. Онда (0.11) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (0.11) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.
Қорытындада алынған нәтижелерге қысқаша талдау жасалып, олардың қолданылуы туралы баяндалады. Диссертациялық жұмыс пайдаланылған әдебиеттер тізімімен аяқталады.
Автор есептің қойылуына және диссертацияның барлық кезеңдерінде берген құнды кеңестері мен көмегі үшін ғылыми жетекшісі ҚР ҰҒА академигі, профессор Рысқұл Ойнаровқа шын жүректен алғысын білдіреді. Сонымен қатар, алынған нәтижелерді талқылауға қатысқаны және жұмысты дайындау барысында ұсынған бағалы кеңестері үшін шетелдік ғылыми кеңесші профессор Ларс-Эрик Перссонға және доцент Темирханова Айнұр Мараловнаға алғысын айтады.


1 КВАЗИСЫЗЫҚТЫ ДИСКРЕТТІК ХАРДИ ТӘРІЗДЕС ОПЕРАТОРДЫҢ САЛМАҚТЫ БАҒАЛАУЛАРЫ

1.1 Қажетті тұжырымдар мен леммалар
Негізгі нәтижелерді дәлелдеуде қолданылатын қажетті тұжырымдар мен леммаларды жазайық.





	Келісім: Бұдан ары қарай  дегеніміз кейбір  тұрақтысымен  дегенді білдіреді. Ал  қатынасы  екіжақты бағалауы.
Негізгі нәтижелерді дәлелдеу үшін дискреттік салмақты Харди теңсіздіктері [5, p. 58-59] және матрицалық оператордың шенелімділігі [36-39] жайлы жалпыға белгілі нәтижелерді келтірейік.


Теорема A [5, p. 58-59]. Айталық ,  болсын. Онда: 


		(1.1.1)


теңсіздігі кейбір  үшін орындалады сонда тек сонда егер


	



Егер  - (1.1.1) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда .


Теорема B [5, p. 58-59]. Айталық  болсын. Онда (1.1.1) теңсіздігі кейбір  үшін орындалады сонда тек сонда егер


	



Егер  - (1.1.1) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда .


Теорема C [5, p. 59]. Айталық ,  болсын. Онда


,			(1.1.2)


теңсіздігі кейбір  үшін орындалады сонда тек сонда егер






Егер  - (1.1.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда .






Тұжырым.  матрицасы дискреттік Ойнаров шартын (мысалы, [36, с. 40]) қанағаттандырады дейміз, егер элементтері  бойынша кемімейтін және бойынша өспейтін -теріс емес матрицасы барлық үшін төмендегі шарт орындалатын  табылса





немесе .



Теорема D [36, с. 40; 39]. Айталық  және  матрицасының  элементтері дискреттік Ойнаров шартын қанағаттандырсын. Онда  


		(1.1.3)



теңсіздігі кейбір  үшін орындалады сонда тек сонда егер  болса, мұнда 


	


	


Егер С - (1.1.3) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда .





Теорема E [37, р. 845]. Айталық  және  матрицасының  элементтері дискреттік Ойнаров шартын қанағаттандырсын. Онда (1.1.3) теңсіздігі кейбір  үшін орындалады сонда тек сонда егер  болса, мұнда 


	

	


Егер С-(1.1.3) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда .



Теорема F [36, c. 40]. Айталық  және  матрицасының  элементтері дискреттік Ойнаров шартын қанағаттандырсын. Онда  


		   	(1.1.4)



теңсіздігі кейбір  үшін орындалады сонда тек сонда егер  болса, мұнда 








Егер С - (1.1.4) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда .

Теорема G. [38, c. 75]. Айталық  Онда  


		   	(1.1.5)



теңсіздігі кейбір  үшін орындалады сонда тек сонда егер  болса, мұнда








Егер С - (1.1.5) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда .
Негізгі нәтижелерді дәлелдеу үшін келесі лемма қажет болады: 


Лемма 1.1.1 [35, p. 12]. Айталық  және  теріс емес тізбек болсын. Онда


		(1.1.6)



Егер  , , онда 


		(1.1.7)

Ескерту 1.1.1. К.Ф. Андерсен және Х.П. Хейнигтің [6, p. 844] жасаған (1.1.6) және (1.1.7) бағалауларын көптеген авторлар қолданған, оның ішінде К.Г. Гроссе-Эрдман [35, p. 12] және Г. Беннет [11, р. 154-156]. 
Келесі жалпыға белгілі дискреттік Минковский теңсіздігін қарастырайық: 



Лемма 1.1.2. Айталық , ,  матрица болсын. Онда келесі теңсіздік орындалады:


		(1.1.8)


		(1.1.9)

мұнда  
Бізге келесі элементар теңсіздіктер қажет болады: 


Егер , , онда 


		(1.1.10)


		 (1.1.11)

Бірінші және екінші тараудың нәтижелері [40-48] жұмыстарында жарияланған.

1.2 
 Дискреттік квазисызықты операторды  жағдайында салмақты бағалау 






[bookmark: _Hlk73271723]Айталық,  және ,  - оң, ал  - теріс емес нақты сандардан тұратын тізбектер болсын.  арқылы  нақты сандар тізбегінен тұратын және келесі (квази) норма ақырлы болатын кеңістікті белгілейміз:




Диссертациялық жұмыстың бірінші тарауында дискреттік Харди операторын қамтитын келесі түрдегі квазисызықты дискреттік



,  

операторының салмақты бағалауын қарастырамыз


                                      (1.2.1)



[bookmark: _Hlk74255937]және  - (1.2.1) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысын  деп белгілейік. (1.2.1) қатынасын ашып жазсақ келесі теңсіздік шығады


.                 (1.2.2)



Егер  квазисызықты операторының анықтамасынан,  Харди тәріздес операторын бөліп жазсақ, онда (1.2.2) теңсіздігі дискреттік итерацияланған Харди тәріздес теңсіздік болатыны шығады. 

Диссертациялық жұмыстың бірінші тарауында (1.2.1) салмақты бағалау орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары  параметрлерінің келесі жағдайлары үшін қарастырамыз:

a)  (1.2 бөлім); 


ә)  және  (1.3 бөлім);


б) ,  (1.4 бөлім);

в)  (1.5 бөлім).


1.2 бөлімінде (1.2.1) салмақты бағалау орындалуының қажетті және жеткілікті шарттарын параметрлердің  және  жағдайлары үшін қарастыратын боламыз. 



Негізгі нәтиженің дәлелдеуі қажетті және жеткілікті бөліктерінің дәлелдеулерінен тұрады. Қажетті бөлігін дәлелдеу үшін бір  тексеру тізбегін алып, (1.2.2) теңсіздігіне қойып теңсіздіктің орындалатынын тексереміз. Себебі (1.2.2) теңсіздігі кез-келген  үшін орындалатын болса, онда таңдалған  тізбегі үшін де орындалуы қажетті болып табылады. Ал, жеткілікті бөлігін дәлелдеу үшін Харди тәріздес операторының элементтерін бөліктерге бөлу әдісі пайдаланылады, бұлай бөліктеу қосындыны тиімді бағалауға мүмкіндік береді. Бұндай әдісті «локализация әдісі» (the blocking technique) деп атайды. Бірақ бұл жұмыста қолданылатын «локализация әдісі» бұрынғы қолданылып жүрген әдістерден өзгеше, нақтырақ айтқанда дискреттік итерацияланған Харди тәріздес операторлары үшін бұл жаңа, әрі перспективасы бар әдіс.
Бұл бөлімнің негізгі нәтижесін жазайық.



[bookmark: _Hlk73279861]Теорема 1.2.1. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (1.2.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда 


		(1.2.3)


Бұл жағдайда . 
Теорема 1.2.1 тұжырымын салмақты теңсіздіктер терминінде жазсақ, келесі теоремаға эквивалентті:




Теорема 1.2.1'. Айталық  болсын. Онда (1.2.2) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (1.2.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.


Теорема 1.2.1 мен Теорема 1.2.1' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 1.2.1'-ге қатысты дәлелдейміз. Бұл теорема мына екі  және  жағдайлары үшін бөлек дәлелденеді. Сондықтан бұл теореманы екі тұжырымның қорытындысы деп санауға болады. 




Дәлелдеуі. Қажеттілігі. (1.2.2) теңсіздігі ең кіші  тұрақтысымен орындалсын.  орындалатынын көрсетейік.  кез-келген етіп таңдайық және  тексеру тізбегін алайық және ол келесі түрде анықталсын: 



Онда  


		(1.2.4)


Олай болса,  тізбегін (1.2.2) теңсіздігінің сол жағына қойып, келесі бағалауларды аламыз:





	

Бұдан  


		(1.2.5)

(1.2.4), (1.2.5) және (1.2.2) қатынастарынан  


	


Бізде  кез келген болғандықтан 


		(1.2.6)



Жеткіліктігі:  болсын. Енді (1.2.2) теңсіздігінің орындалатынын көрсетейік.  болсын.






Айталық  делік. Егер , , , онда , демек .

 номерін келесі түрде анықтайық:


	

онда

	

Бұдан  


	





Егер , онда . Егер  , онда .


 тізбегін қарастырайық, мұндағы  сандары келесі түрде анықталсын:


	

Олай болса


	



 болатыны айқын және егер , онда 


	


Барлық  үшін келесі орындалады:
 

		(1.2.7)


Сондықтан  натурал сандар жиыны төмендегідей болады:
 

	

Сондай-ақ

	


	



-нің орнына -ді қойсақ, онда біз келесі бағалауды аламыз:  


	

Олай болса


		(1.2.8)


Енді (1.2.8)-дің дербес жағдайларын қарастырайық: егер  болса, онда 


	


		(1.2.9)


егер  болса, онда (1.2.7)-ні қолданып, төмендегі бағалауды аламыз:
 

		(1.2.10)

(1.2.8)-(1.2.10) бағалауларынан, келесі бағалау шығады:
 

		(1.2.11)

Осылайша (1.2.7)-нің көмегімен (1.2.2) теңсіздігінің сол жағын келесі түрде бағалайық:
 

	



	

	

Бұдан әрі (1.2.11)-дi қолданып, келесі бағалауды аламыз:
 

		(1.2.12)



Енді біз  және  болған жағдайларын жеке-жеке қарастырайық. 


[bookmark: GrindEQpgref5f1eba5b3]1.2.1  жағдайы

 екенін ескеріп, (1.2.12) теңсіздігін қарастырайық. Ол үшін (1.1.10) теңсіздігін қолданып, төмендегі бағалауларды аламыз:





	

Енді соңғы бағалаудан қосындылардың ретін ауыстырып, келесі нәтижені аламыз:


	


		   (1.2.13)

(1.2.13)-ке Гёльдер теңсіздігін және (1.1.11) қолданып,   


	


	


	


	
Бұдан 


	

Қорытындылай келе 

		(1.2.14)


[bookmark: GrindEQpgref5f1eba5b4]1.2.2  жағдайы

 жағдайы үшін (1.2.12) теңсіздігінен бастап бағалайық:


	


Алдымен (1.2.12) теңсіздігінің екі жағында  дәрежесіне шығарайық: 


	


Ары қарай біз соңғы бағалаудың ішкі қосындысына  дәрежесімен (1.1.8)-дi қолданайық, сонда келесі бағалау шығады:


	

(1.1.9)-ды қолданып, 

	


	


	

Осылайша, біз келесі бағалауды аламыз:


	


	                                  (1.2.15)

Енді, Гёльдер теңсіздігін қолданамыз:


	


 дәрежесімен (1.1.11)-ді қолданып, келесі бағалау аламыз:

	


	.


Осылайша  жағдайы үшін де келесі бағалау орындалады:


		(1.2.16)

(1.2.14) және (1.2.16) теңсіздіктерінен, келесі шығады:


		(1.2.17)



және , мұнда  - (1.2.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы.

(1.2.6) және (1.2.17) теңсіздіктерінен . Теорема 1.2.1, яғни Теорема 1.2.1' дәлелденді. 



1.3 Дискреттік квазисызықты операторды  және  жағдайында салмақты бағалау 




Бұл бөлімде (1.2.1) салмақты бағалауы үшін, яғни оған эквивалентті (1.2.2) дискреттік теңсіздігінің  және  жағдайларында алынған нәтижелер келтіріледі. Ескере кетейік, (1.2.2) теңсіздігінің интегралдық аналогтарында параметрлердің  жағдайында теңсіздік тек сол жағы нөлге тең болғанда орындалады. Сондықтан интегралдық теңсіздіктерді бұл жағдайда қарастырмайды, ал, теңсіздік дискреттік болғанда  жағдайы қарастырылады. 




Теорема 1.3.1. Айталық  және  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (1.2.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	 


Бұл жағдайда . 
Теорема 1.3.1 келесі теоремаға эквивалентті болады:





Теорема 1.3.1'. Айталық  және  болсын. Онда (1.2.2) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (1.2.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.
Теорема 1.3.1 мен Теорема 1.3.1' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 1.3.1' – ге қатысты дәлелдейміз.




Дәлелдеуі. Қажеттілігі: (1.2.2) теңсіздігі ең кіші  тұрақтысымен орындалсын.  орындалатынын көрсетейік. Енді  үшін  тізбегін алайық және ол келесі түрде анықталсын:





мұнда .  Ары қарай келесі норманы есептейік:


		(1.3.1)


Олай болса,  тізбегін (1.2.2) теңсіздігіне қойып, (1.3.1)-ді ескеріп, келесі бағалауларды аламыз: 



   





барлық . Теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы -дің  мен -ге тәуелсіздігінен




Бұдан  


		(1.3.2)

(1.2.2), (1.3.1) және (1.3.2) қатынастарынан 


		(1.3.3)







Жеткіліктілігі.  болсын. Теорема 1.3.1'-дің шартындағы  және  параметрлерінің  және , мұнда  болған жағдайларын жеке-жеке қарастырайық.




[bookmark: _Hlk73221370](i) Айталық  және  болсын. Теорема 1.3.1'-дің жеткілікті бөлігін дәлелдеу үшін Теорема 1.2.1'-дің жеткілікті бөлігінің дәлелдеулеріндегі нәтижелерді пайдаланымыз. Себебі Теорема 1.2.1'-де  шартын пайдаланып, (1.2.13) теңсіздігіне келгенбіз. Бізде де  шарты орындалып тұр. Сондықтан 1.2 бөліміндегі (1.2.13) теңсіздігін қайта жазайық: 





Соңғы теңсіздікке (1.1.10)-ды  дәрежесін қолданып, келесі бағалауды аламыз:





.
	
Енді (1.1.11) қолданып 






	
Бұдан 



	  егер  ,	(1.3.4)


мұнда. 




(ii) Енді  және  жағдайын қарастырайық. Теореманың бұл бөлігін дәлелдеу үшін Теорема 1.2.1' бөлімінің жеткілікті бөлігінің дәлелдеулеріндегі нәтижелерді пайдаланымыз. Себебі Теорема 1.2.1'-де  шартын пайдаланып, (1.2.15) теңсіздігіне келгенбіз. Бізде де  шарты орындалып тұр. Сондықтан 1.2 бөліміндегі (1.2.15) теңсіздігін қайта жазайық:





Соңғы теңсіздікке (1.1.10)-ды  дәрежесін қолданып, келесі бағалауды аламыз:



	



Ары қарай (1.1.11) қолданып 


	



	
Бұдан 



	  егер  ,	(1.3.5)


мұнда. 

(1.3.3), (1.3.4) және (1.3.5) теңсіздіктерінен . Теорема 1.3.1' дәлелденді. 



1.4 Дискреттік квазисызықты операторды ,  жағдайында салмақты бағалау




Бұл бөлімде (1.2.1) салмақты бағалауы үшін, яғни оған эквивалентті (1.2.2) дискреттік теңсіздігінің ,  және ,   жағдайларында алынған нәтижелер келтіріледі. 





Теорема 1.4.1. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (1.2.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда  шамасы Теорема                                     1.2.1-дегі (1.2.3) арқылы анықталады және


	


Бұл жағдайда . 
Теорема 1.4.1 келесі теоремаға эквивалентті болады.





Теорема 1.4.1'. Айталық ,  болсын. Онда (1.2.2) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (1.2.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы.
Теорема 1.4.1 мен Теорема 1.4.1' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 1.4.1'-ге қатысты дәлелдейміз.







Дәлелдеуі. Айталық ,  және ,   ,  болсын. (1.2.2) теңсіздіктен төмендегі теңдікті аламыз:

		(1.4.1)


мұнда  - (1.2.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы.

(1.4.1) теңсіздігінің екі жағынан  дәрежеге шығарсақ, онда келесі теңдікті аламыз: 

		(1.4.2)




Айталық ,  және  делік. Онда  


	




, ,  болсын. Гёльдер теңсіздігін қолданып, келесі теңсіздікті аламыз:
 

	



мұнда  болғандықтан,  кеңістігіндегі сызықты функционалдың нормасы бойынша


		(1.4.3)

бұл жерде . (1.4.3) теңдікті (1.4.2) теңдікке қоямыз


	

алымында қосындының ретін ауыстырамыз


	


		(1.4.4)





Айталық  болсын.  қатысты екінші супремумды жеке есептейік. Бұл жерде параметрлердің ,  жағдайы үшін Теорема A пайдаланып, келесі түрдегі шаманы аламыз:
 

		(1.4.5)

(1.4.5)-ті (1.4.4)-ке қоямыз, сонда 


	
Ары қарай  


		(1.4.6)

екенін ескеріп және төмендегі белгілеулерді қолданып



	 және  ,	(1.4.7)
келесі өрнекті аламыз


		(1.4.8)
 





мұнда , , ,  және . (1.4.8)-ден сәйкесінше келесі теңсіздік шығады:


		(1.4.9)


Бұл жерде  үшін


	

және


	,  бұдан    

аламыз. Осыдан мынадай қорытындыға келеміз:


		(1.4.10)





яғни  - Ойнаров шартын қанағаттандырады және  болады, ал A оператор   түрінде анықталады, бұдан


		



Сәйкесінше, егер  (1.4.9) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы болса, онда Теорема D бойынша , мұнда
 




.



Енді осы алынған  және  шамаларын Лемма 1.1.1 пайдаланып есептейік:
 

	


	


	

осылайша


		(1.4.11)


аламыз. Енді,  -ні есептейік


	

	

Осы жерде Лемма 1.1.1 пайдалансақ, онда


	

Қосындылардың ретін өзгертіп және Лемма 1.1.1-ді қайта қолданып

	


	


	




Сонымен  алдық және (1.4.11) қолданып,  болады. Қорытындылай келе . Теорема 1.4.1' дәлелденді. 




Теорема 1.4.2. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (1.2.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	


	


Бұл жағдайда .
Теорема 1.4.2 келесі теоремаға эквивалентті болады.





Теорема 1.4.2'. Айталық ,  болсын. Онда (1.2.2) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (1.2.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.
Теорема 1.4.2 мен Теорема 1.4.2' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 1.4.2'-ге қатысты дәлелдейміз.


Дәлелдеуі. Теорема 1.4.2'-нің дәлелдеуі Теорема 1.4.1'-дің (1.4.9) теңсіздігіне дейін дәл бірдей болады. Бірақ біз Теорема 1.4.1'-де (1.4.9) теңсіздігінің  жағдайы үшін орындалатынын дәлелдедік, ал бұл дегеніміз  жағдайы.













Енді біз келесі жағдайды қарастырайық:       , , . Онда  жағдайынан келесі шығады , . Сондықтан (1.4.9) теңсіздігін мына жағдай үшін қарастырамыз: .




Айталық  болсын. Олай болса,  - дискреттік Ойнаров шартын, яғни (1.4.10) қанағаттандыратын (1.4.9) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы -ді есептей аламыз. Теорема E қолданып, келесіні аламыз , бұл жерде


	


	



Бұдан соң  және  шамаларын (1.4.6) және (1.4.7) өрнектерін қолдана отырып, бағалайық: 


	


	
	
Лемма 1.1.1 қолдану арқылы, келесі өрнекті аламыз: 

	


	


Енді  шамасын есептейік:
 

	


	

Лемма 1.1.1 қолданып, келесі өрнекті аламыз: 


	

Бұдан соң қосындылардың ретін өзгертіп және тағы да Лемма 1.1.1 қолданып 


	


	




Қорытындылай келе , бұдан , мұнда  - (1.2.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы. Теорема 1.4.2' дәлелденді.


1.5 Дискреттік квазисызықты операторды  жағдайында салмақты бағалау


Бұл бөлімде (1.2.1) салмақты бағалауы үшін, яғни оған эквивалентті (1.2.2) дискреттік теңсіздігінің  және  жағдайларында алынған нәтижелер келтіріледі.



Теорема 1.5.1. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (1.2.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда
 

	


	,







,  және , ал , . Бұл жағдайда 
Теорема 1.5.1 келесі теоремаға пара-пар болады.




Теорема 1.5.1'. Айталық  болсын. Онда (1.2.2) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (1.2.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы. 



Теорема 1.5.2. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (1.2.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	


	,	







,  және , aл , . Бұл жағдайда 
Теорема 1.5.2 келесі теоремаға эквивалентті болады.




Теорема 1.5.2'. Айталық  болсын. Онда (1.2.2) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (1.2.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы. 
Бұл бөлімдегі негізгі нәтижелерді дәлелдеу үшін өз алдына маңызы бар келесі лемманы дәлелдейік.






Лемма 1.5.1. Айталық  және  - теріс емес, кемімелі емес тізбек, ал  - теріс емес тізбек болсын. ,  және  делік. Онда 
 

	 	(1.5.1)



Лемма 1.5.1 дәлелдеуі. Айталық  шамасы ақырлы делік. Онда кез-келген  үшін  келесі қосындының бағалауын жазайық:


.

Бұл жерден


.	                                   (1.5.2)


Сонымен  -ді есептейік:





	                                   (1.5.3)



(1.5.3)-тен (1.5.2)-нің көмегімен (1.5.1)-ді аламыз. Енді керісінше  болсын. Олай болса, кез-келген  үшін 




Бұдан келесіні аламыз:


.

Онда (1.5.3)-тен 


.	                                         (1.5.4)


Осыдан  болатыны шығады. Онда (1.5.2) орындалады және (1.5.4)-тен (1.5.1) шығады. 


Жоғарыдағы дәлелдеулерден  және  шамаларының біреуі ақырсыз болса, онда басқасы да ақырсыз болатыны шығады, яғни бұл жағдайда (1.5.1) орындалады деп есептесек болады. Лемма 1.5.1 дәлелденді. 
Теорема 1.5.1 мен Теорема 1.5.1' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 1.5.1'-ге қатысты дәлелдейміз.






Теорема 1.5.1' дәлелдеуі. Айталық  және ,   ,  болсын. Теорема 1.5.1' дәлелдеуі Теорема 1.4.1' дәлелдеуіндегі (1.4.4) теңдігіне дейін дәл бірдей болады. (1.4.4) теңдігін қайта жазайық:


		(1.5.5)




Айталық  болсын.  қатысты екінші супремумды жеке есептейік. Бұл жерде біз келесі жағдайды қарастыруымыз қажет екенін ескерейік . Теорема B пайдаланып, келесі түрдегі шаманы аламыз:




Бұл қатынастың оң жағына Лемма 1.5.1-ді қолданып, келесі өрнекті аламыз:

,                         (1.5.6)





мұнда  және , ал , . (1.5.6)-ны (1.5.5)-ке қоямыз, сонда 


	

Ары қарай
 

		(1.5.7)

ескеріп және төмендегі белгілеуді енгізейік:



	  және    	(1.5.8)

Осы енгізулерден соң келесі шығады:


	





мұнда , ,   және  . Нәтижесінде келесі теңсіздік шығады: 


	





мұнда  - Ойнаров шартын қанағаттандырады (Теорема 1.4.1'-тің дәлелдеуінде көрсетілген) және  болады. Ал   түрінде анықталатын A операторы үшін теңсіздікті келесі түрде жазамыз


		(1.5.9)



Сондықтан да (1.5.9) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы  болады, онда Теорема D бойынша  мұнда


	


	.



Енді  және  шамаларын (1.5.7), (1.5.8) пайдаланып есептейік:



	


	

Бұдан 


		(1.5.10)
 

аламыз. Енді,  -ні есептейік







Сонымен біз  алдық және (1.5.10)-ды қолданып, . Нәтижесінде . Теорема 1.5.1' дәлелденді.
Теорема 1.5.2 мен Теорема 1.5.2' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 1.5.2' – ге қатысты дәлелдейміз.


Теорема 1.5.2' дәлелдеуі. Теорема 1.5.2'-нің дәлелдеуі Теорема 1.5.1'-дің (1.5.9) теңсіздігіне дейін дәл бірдей болады. Бірақ біз Теорема 1.5.1'-де (1.5.9) теңсіздігінің  жағдайы үшін орындалатынын дәлелдедік, ал бұл дегеніміз  жағдайы.



Енді  жағдайынан біз қарастырып отырған келесі жағдай шығады . Сондықтан (1.5.9) теңсіздігін мына жағдай үшін қарастырамыз: .




Айталық  болсын. Осы жағдай үшін (1.5.9) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы -ді Теорема E қолданып есептей аламыз (мұндағы  матрицасы дискреттік Ойнаров шартын қанағаттандыратынын Теорема 1.5.1'-тің дәлелдеуінде көрсетілген). Олай болса Теорема E қолданып,   аламыз, бұл жерде


	


	



Бұдан соң  және  шамаларын (1.5.7), (1.5.8) өрнектерін қолдана отырып, бағалайық:
	

	,


	.




Қорытындылай келе , бұдан , мұнда  - (1.2.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы. Теорема 1.5.2' дәлелденді.



































2 ДИСКРЕТТІК ХАРДИ ОПЕРАТОРЫНЫҢ ТҮЙІНДЕСІ КІРЕТІН КВАЗИСЫЗЫҚТЫ ДИСКРЕТТІК ОПЕРАТОРДЫҢ САЛМАҚТЫ БАҒАЛАУЛАРЫ







Айталық,  және , -оң, ал  - теріс емес нақты сандардан тұратын тізбектер болсын.  арқылы  нақты сандар тізбегінен тұратын және келесі (квази) норма ақырлы болатын кеңістікті белгілейміз:




Бұл тарауда дискреттік Харди операторының түйіндесі кіретін келесі түрдегі квазисызықты дискреттік



,  

операторының салмақты бағалауын қарастырамыз



,   		                                     (2.1.1)



және  - (2.1.1) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысын  деп белгілейік. (2.1.1)-ді ашып жазсақ келесі теңсіздік шығады



, .                     (2.1.2)



Егер  квазисызықты операторының анықтамасынан  Харди тәріздес операторын бөліп жазсақ, онда (2.1.2) теңсіздігі дискреттік итерацияланған Харди тәріздес теңсіздік болатыны шығады. 

Диссертациялық жұмыстың бұл тарауында (2.1.1) салмақты бағалау орындалуының қажетті және жеткілікті шарттарын  параметрлерінің келесі жағдайлары үшін қарастырамыз:

a)  (2.1 бөлім); 


ә)  және  (2.2 бөлім);


б) ,  (2.3 бөлім).


2.1 Дискреттік Харди операторының түйіндесі кіретін квазисызықты дискреттік операторды  жағдайында салмақты бағалау

Бұл бөлімде (2.1.1) салмақты бағалауы үшін, яғни оған эквивалентті (2.1.2) дискреттік теңсіздігінің  жағдайларында алынған нәтижелер келтіріледі.



Теорема 2.1.1. Айталық  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (2.1.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	 


Бұл жағдайда . 
Бұл теорема келесі теоремаға эквивалентті болады:




Теорема 2.1.1'. Айталық . болсын. Онда (2.1.2) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (2.1.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.


Теорема 2.1.1 мен Теорема 2.1.1' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 2.1.1' – ке қатысты дәлелдейміз. Бұл теорема екі ,  жағдайда бөлек дәлелденеді. Сондықтан бұл теореманы екі тұжырымның қорытындысы деп санауға болады. 




Дәлелдеуі. Қажеттілігі. (2.1.2) теңсіздігі ең кіші  тұрақтысымен орындалсын. Енді  орындалатынын көрсетейік. Айталық  болсын және  тексеру тізбегін алайық және ол келесі түрде анықталсын:




Онда


              (2.1.3)


 тізбегін (2.1.2) теңсіздігінің сол жағына қойып, келесі бағалауларды аламыз:


	


		(2.1.4)

(2.1.2), (2.1.3) және (2.1.4) қатынастарынан



барлық 



Бұл жерде  кез келген болғандықтан,  деп шекке көшіп, келесіні аламыз:
 

		(2.1.5)





Жеткіліктігі: болсын. Енді (2.1.2) теңсіздігінің орындалатынын көрсетейік. Айталық . Онда  шартынан  екені шығады. Олай болса Гёльдер теңсіздігінен 


  	  (2.1.6)

орындалатынын аламыз. Айталық


	

онда  


	



 тізбегін қарастырайық, мұндағы  сандары келесі түрде анықталсын:
 

	

Онда келесідей болатынын ескерейік:
 

	


Барлық  үшін келесі орындалады:


		(2.1.7)


Олай болса  натурал сандар жиыны төмендегідей болады:
 

	
Сонымен қатар 


	

Осылайша  


	


	


Егер  болса, онда


	

Олай болса, біз келесі бағалауды жаза аламыз:
 

		(2.1.8)

Осылайша, (2.1.7)-нің көмегімен (2.1.2) теңсіздігінің сол жағын бағалайық:

	


	


	

Бұдан әрі (2.1.8)-ді қолданып, келесі бағалауды аламыз:


		(2.1.9)



Енді біз  және  болған жағдайларын жеке-жеке қарастырайық.


2.1.1   жағдайы


Айталық  болсын.  екенін ескеріп, (2.1.9) теңсіздігін бағалайық. Ол үшін (1.1.10) теңсіздігін қолданып, төмендегі бағалауларды аламыз: 


	

Енді соңғы бағалаудан қосындылардың ретін ауыстырып, келесі нәтижені аламыз: 


	


	


	


	


	
сонымен


		(2.1.10)

Ары қарай (2.1.10) теңсіздікке Гёльдер теңсіздігін және (1.1.11) қолданып, 


	


	


	

Қорытындылай келе



	 егер .	(2.1.11)


2.1.2   жағдайы



Айталық  болсын. (2.1.9) теңсіздігін  үшін бағалайық. Алдымен (2.1.9) теңсіздігінің екі жағында  дәрежесіне шығарайық:


	


Ары қарай біз соңғы бағалаудың ішкі қосындысына  дәрежесімен (1.1.8)-дi қолданайық, сонда келесі бағалау шығады:


	

(1.1.9)-ды қолданып,


	


	


	

осылайша, біз келесі бағалауды аламыз:


		(2.1.12)

Енді, Гёльдер теңсіздігін қолданамыз:


	


 дәрежесімен (1.1.11)-ді қолданып, келесі бағалау аламыз:


	


	

бұдан 



	  егер  .	(2.1.13)

(2.1.11) және (2.1.13) теңсіздіктерінен, келесі шығады:


		(2.1.14)



және , мұнда  - (2.1.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы.

(2.1.5) және (2.1.14) теңсіздіктерінен  аламыз. Теорема 2.1.1' дәлелденді. 



2.2 Дискреттік Харди операторының түйіндесі кіретін квазисызықты дискреттік операторды  және  жағдайында салмақты бағалау




Бұл бөлімде (2.1.1) салмақты бағалауы үшін, яғни оған эквивалентті (2.1.2) дискреттік теңсіздігінің  және  жағдайларында алынған нәтижелер келтіріледі. Ескере кетейік, (2.1.2) теңсіздігінің интегралдық аналогтарында параметрлердің  жағдайында теңсіздік тек сол жағы нөлге тең болғанда орындалады. Сондықтан интегралдық теңсіздіктерді бұл жағдайда қарастырмайды, ал, теңсіздік дискреттік болғанда  жағдайы қарастырылады.




Теорема 2.2.1. Айталық  және  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (2.1.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда


	


Бұл жағдайда . 
Бұл теорема келесі теоремаға пара-пар.





Теорема 2.2.1'. Айталық  және  болсын. Онда (2.1.2) салмақты теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (2.1.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.
Теорема 2.2.1 мен Теорема 2.2.1' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 2.2.1'-ге қатысты дәлелдейміз.




Дәлелдеуі. Қажеттілігі: (2.1.2) теңсіздігі ең кіші  тұрақтысымен орындалсын.  болатынын көрсетейік. Енді  үшін  тізбегін таңдап алайық және ол келесі түрде анықталсын: 
	




мұнда .  Ары қарай келесі норманы есептейік:
 

		(2.2.1)


Олай болса,  тізбегін (2.1.2) теңсіздігіне қойып, келесі бағалауларды аламыз:


	




Теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы -нің  мен -ге тәуелсіздігінен




Бұдан 


		(2.2.2)

(2.1.2), (2.2.1) және  (2.2.2) қатынастарынан


		(2.2.3)











Жеткіліктілігі.  болсын. Ең әуелі (2.1.2) теңсіздігінің мына жиында және  орындалатынын көрсетейік. Онда  шартынан M жиында жаткан -тер үшін (2.1.6) шарты орындалатыны шығады. Теорема 2.2.1'-дің шартындағы  және  параметрлерінің  және , мұнда  болған жағдайларын жеке-жеке қарастырайық.




(i) Айталық  және  болсын. Теорема 2.2.1'-дің жеткілікті бөлігін дәлелдеу үшін Теорема 2.1.1'-дің жеткілікті бөлігінің дәлелдеулеріндегі нәтижелерді пайдаланымыз. Себебі Теорема 2.1.1'-де  шартын пайдаланып (2.1.10) теңсіздігіне келгенбіз. Бізде де  шарты орындалып тұр. 2.1 бөліміндегі (2.1.10) теңсіздігін қайта жазайық: 


	


Соңғы теңсіздікке (1.1.10)-ды  дәрежесін қолданып, келесі бағалауды аламыз: 


	


	

(1.1.11) қолданып 

	


	

осылайша



	егер 	(2.2.4)


мұнда .




(ii) Енді  және  жағдайын қарастырайық. Теореманың бұл бөлігін дәлелдеу үшін Теорема 2.1.1'-дің жеткілікті бөлігінің дәлелдеулеріндегі нәтижелерді пайдаланымыз. Себебі Теорема 2.1.1'-де  шартын пайдаланып (2.1.12) теңсіздігіне келгенбіз. Бізде де  шарты орындалып тұр. 2.1 бөліміндегі (2.1.12) теңсіздігін жазайық:


	


 дәрежесімен (1.1.10) теңсіздігін қолданып, келесі бағалауды аламыз:
 

	

Ары қарай (1.1.11) қолданып


	

	.

Қорытындылай келе 




	  егер  және .	(2.2.5)






(2.1.6) шартынан (2.2.4) және (2.2.5) бағалаулары алынды.  жиынымыз  кеңістігінде барлық жерде тығыз, онда (2.2.4) және (2.2.5) бағалаулары барлық  үшін орындалады. Олай болса (2.2.3), (2.2.4) және (2.2.5) теңсіздіктерінен , мұнда  - (2.1.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы. Теорема 2.2.1' дәлелденді.



2.3 Дискреттік Харди операторының түйіндесі кіретін квазисызықты дискреттік операторды ,  жағдайында салмақты бағалау




Бұл бөлімде (2.1.1) салмақты бағалауы үшін, яғни оған эквивалентті (2.1.2) дискреттік квазисызықты теңсіздігінің ,  және ,  жағдайларында алынған нәтижелер келтіріледі.




Теорема 2.3.1. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (2.1.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда 



және





Бұл жағдайда .  шамасы Теорема 2.1.1-де анықталған болатын.
Теорема 2.3.1 келесі теоремаға пара-пар болады.





Теорема 2.3.1'. Айталық ,  болсын. Онда (2.1.2) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (2.1.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы.





Теорема 2.3.2. Айталық ,  болсын.  дискреттік квазисызықты операторына (2.1.1) салмақты бағалауы орындалу үшін  болуы қажетті және жеткілікті. Мұнда
 







Бұл жағдайда .
Бұл теорема келесі теоремаға пара-пар.





Теорема 2.3.2'. Айталық ,  болсын. Онда (2.1.2) теңсіздігі орындалады сонда тек сонда егер . Сонымен қатар , мұнда  - (2.1.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы.
Теорема 2.3.1 мен Теорема 2.3.1' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 2.3.1' – ге қатысты дәлелдейміз.



Теорема 2.3.1' дәлелдеуі. Айталық ,  және  болсын. (2.1.2) теңсіздіктен төмендегі теңдікті аламыз:


				                                     (2.3.1)


мұнда  - (2.1.2) теңсіздіктің ең кіші тұрақтысы.

(2.3.1) теңсіздігінің екі жағынан  дәрежеге шығарсақ, онда келесі теңдікті аламыз:


.					                                          (2.3.2)




Келесі белгілеулер енгізейік      және  . Онда
 




 болсын. Сызықты функционалдың нормасы бойынша, келесі теңсіздікті аламыз:


                 (2.3.3)



бұл жерде ,   (2.3.3) теңдікті (2.3.2) теңдікке қоямыз





                                			(2.3.4)



Айталық  болсын. -ға қатысты екінші супремумды жеке есептейік. Теорема С пайдаланып, келесі түрдегі шаманы аламыз:


 	   (2.3.5)

(2.3.5)-ті (2.3.4)-ке қоямыз, одан ары Лемма 1.1.1 қолдану арқылы келесі есептеулерді аламыз: 













Ары қарай


	                                        		(2.3.6)

ескеріп және төмендегі белгілеуді енгізейік:



     және                             		(2.3.7)

Осы енгізулерден соң біз сәйкесінше келесі өрнекті аламыз:


 	          (2.3.8)





мұнда   ,    және  . 

(2.3.8)-ден келесі теңсіздікті аламыз: 


			  	                     (2.3.9)




бұл жердегі  - (2.3.9)-дың ең кіші тұрақтысы және мұндағы    үшін


,
және


,  яғни  .

Осыдан келесідей қорытындыға келеміз:


,





яғни  - Ойнаров шартын қанағаттандырады және  болады, ал ,  түрінде анықталатын A операторы үшін (2.3.9) теңсіздігін келесі түрде жазамыз:






(2.3.9) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы  болғандықтан, Теорема F бойынша , мұнда  









Енді осы алынған  және  шамаларын Лемма 1.1.1 пайдаланып есептейік:







Демек  


								                                                      (2.3.10)


Ары қарай  шамасын есептейік:




Лемма 1.1.1 қолданып




қосындылардың ретін өзгертіп және тағы да Лемма 1.1.1-ді қолданып








,




аламыз. Сонымен  эквиваленттігінен және (2.3.10)-тен  аламыз, бұдан  болады. Теорема 2.3.1' дәлелденді.
Теорема 2.3.2 мен Теорема 2.3.2' эквивалентті болғандықтан дәлелдемені Теорема 2.3.2' – ге қатысты дәлелдейміз.




Теорема 2.3.2' дәлелдеуі. Теорема 2.3.2'-нің дәлелдеуі Теорема 2.3.1'-дегі (2.3.9) теңсіздігіне дейін дәл бірдей болады. Теорема 2.3.1'-дегідей  дегеніміз ,  жағдайды білдіреді. Сондықтан (2.3.9) теңсіздігін мына жағдай үшін қарастырамыз: .



Айталық  болсын және осы жағдай үшін (2.3.9) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы -ді Теорема G қолданып анықтай аламыз. Олай болса, Теорема G бойынша  болады, мұндағы:


	,






Бұдан соң ,  шамаларын (2.3.6) және (2.3.7) өрнектерін қолдана отырып, бағалайық. Сонда 









	
қосындының ретін өзгертіп және Лемма 1.1.1 қолдану арқылы, келесіні аламыз: 








Енді  шамасын есептейік:
 
















Қорытындылай келе , бұдан , мұнда  - (2.1.2) теңсіздігінің ең кіші тұрақтысы. Теорема 2.3.2' дәлелденді.




ҚОРЫТЫНДЫ

Салмақты теңсіздіктер теориясында Харди тәріздес операторы қатысатын интегралдық және дискреттік теңсіздіктерге сипаттама беру басты мәселелердің бірі болып табылады. Бұл теория математика үшін де, техникалық ғылымдар үшін де әр түрлі қолданыстары үшін өте маңызды. Сызықтық интегралдық және дискреттік Харди тәріздес операторлар үшін олардың салмақты бағалаулары көп жағдайларда қарастырылған және оған қатысты математикалық әдебиеттерде көптеген кітаптар мен ғылыми еңбектер бар.
Соңғы жарты ғасырда интегралдық, дискреттік Харди тәріздес операторларының екі салмақ, екі параметрден тұратын жағдайларының салмақты бағалаулары көптеп зерттелінген. Кейінгі уақыттары Харди тәріздес операторларының үш салмақ және үш параметрдің әртүрлі қатынасынан тұратын жағдайларының салмақты бағалауларына көңіл аударыла бастады, мысалы Харди операторлары кіретін квазисызықтық интегралдық немесе дискреттік операторларлардың салмақты бағалаулары мәселелері. Себебі бұл бағалаулардың Морри типті кеңістіктерде қолданыс табуына байланысты болды. Соңғы ғылыми зерттеулерден салмақты квазисызықты теңсіздіктердің сипаттамаларын бисызықты салмақты Харди тәріздес теңсіздіктерді зерттеу үшін пайдаланып жүргенін көруге болады.


Харди операторлары кіретін квазисызықты интегралдық немесе дискреттік операторлардың осындай салмақты бағалаулары ол итерацияланған Харди түріндегі салмақты теңсіздіктер екендігі түсінікті. Бұл мәселелер біраз уақыттан бері әртүрлі ғылыми-зерттеу басылымдарында пайда болды, табиғаты мүлде өзгеше. Харди операторының итерациясынан тұратын теңсіздіктерді зерттеу дәстүрлі түрде өте қиын деп саналады, өйткені оның құрамында үш тәуелсіз салмақты тізбек және әртүрлі қатынастағы үш параметр бар. Итерацияланған Харди түріндегі салмақты теңсіздіктердің интегралды аналогтарына қарағанда дискреттік аналогтары аз зерттелген. Дискреттік және интегралдық теңсіздіктердің арасында толық ұқсастық жоқ екенін ескерейік. Атап айтқанда, дискреттік теңсіздіктердің интегралдық теңсіздіктерге қарағанда зерттеу параметрлерінің диапазондары кеңірек және дәлелдеу техникалары да өзгеше. Мысалы, дискреттік квазисызықты салмақты теңсіздіктерінің интегралдық аналогтарында параметрлердің  жағдайында теңсіздік тек сол жағы нөлге тең болғанда орындалады. Сондықтан интегралдық теңсіздіктерді бұл жағдайда қарастырмайды, ал, теңсіздік дискреттік болғанда  жағдайы қарастырылады. 
Бұл диссертациялық жұмыста Харди тәріздес операторының элементтерін бөліктерге бөлу әдісі қолданылған. Бағалаулар алдымен бөліктердің ішінен алынады, содан кейін барлық тізбектер үшін алынады. Бірақ бұл жұмыста қолданылатын «локализация әдісі» бұрынғы қолданылып жүрген әдістерден өзгеше, нақтырақ айтқанда дискреттік итерацияланған Харди тәріздес операторлары үшін бұл жаңа әдіс. Сонымен қатар, бұрыннан белгілі екі салмақты Харди тәріздес теңсіздіктерінің орындалуына байланысты тұжырымдар мен нәтижелер пайдаланылды. 
Диссертациялық жұмыс екі бөлімнен тұрады. 







Бірінші тарауда дискреттік Харди операторы кіретін квазисызықты дискреттік оператордың салмақты бағалаулары орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары параметрлер  және ,  шарттарын орындағанда, сонымен қатар параметрлердің ,  және ,  жағдайлары орындалғанда алынды.







Екінші тарауда дискреттік Харди операторының түйіндесі кіретін квазисызықты дискреттік оператордың салмақты бағалаулары орындалуының қажетті және жеткілікті шарттары параметрлер  және ,  шарттарын орындағанда, сонымен қатар параметрлердің   және ,  қатынастарында да алынды.
Бұл зерттеу негізінен фундаментальді болып табылады, функционалдық анализ теориясы, оның ішінде дискреттік Харди тәріздес теңсіздіктер теориясының дамуына және бисызықты дискреттік Харди операторларын бағалауға үлкен үлес қосады. Алынған нәтижелер функционалдық анализдің кейбір мәселелерін шешу үшін қолданылуы мүмкін. Диссертациялық жұмыстың нәтижелерін студенттерге, магистранттарға және докторанттарға арналған арнайы курстарда пайдалануға болады. 
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