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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

	НЭУ
	– нелинейные эволюционные уравнения 

	ИНУ
	– интегрируемые нелинейные уравнения

	СС
	– спиновые системы

	МОЗР
	– метод обратной задачи рассеяния

	УФГ
	– уравнение ферромагнетика Гейзенберга

	УФГСП
	– УФГ с самосогласованными потенциалами

	ОУФГ
	– обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга

	УХС
	– уравнение Хантера-Саксона

	НУШ
	– нелинейное уравнение Шредингера

	НУТШ
	– нелинейное уравнение типа Шредингера

	УКдФ
	– уравнение Кортевега-де Фриза

	УСФ
	– уравнение Серре-Френе

	ДКВ
	– длинные и короткие волны

	УЯО
	– уравнение Яджимы-Ойкавы

	УЯОН
	– уравнение Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла

	УН
	– уравнение Ньюэлла

	УМ
	– уравнение Ма

	УГЛ
	– уравнение Генга-Ли

	УММ-II
	– уравнение Маханькова-Мырзакулова-II

	

	– трехмерное евклидовое пространство

	

	– трехмерное пространство минковского

	

	– скалярное произведение

	

	– скалярное произведение Лоренца

	

	– векторное произведение

	

	– векторное произведение Лоренца

	

	
– коммутатор 

	

	– производное по направлению 𝑡 – линий

	

	
– транспонированная матрица, т. е. 

	

	
–комплексно-сопряженная матрица 

	

	

–эрмитово сопряженная матрица , 

	

	– единичная матрица

	

	

– матрица симметричная, если 

	

	

– матрица кососимметричная, если 

	

	

– матрица эрмитовая, если 

	

	

– матрица ортогональная, если 

	

	

– матрица унитарная, если 

	

	

– матрица обратная, если 

	

	

– матрица невырожденная, если 

	

	

– совокупность всех квадратных матриц порядка  над полем .

	

	

– полная линейная группа над полем  или совокупность всех невырожденных матриц порядка .

	

	


– специальная линейная группа степени  над полем  представляет собой набор матриц размера  c определителем равны 1, с групповыми операциями умножения матриц и обращения матриц.

	

	


– специальная линейная алгебра степени  над полем  представляет собой набор матриц размера  c определителем равны 1.

	

	

– специальная унитарная группа степени  над полем , группа унитарных матриц с определителем 1.

	

	– специальная унитарная алгебра, состоящая из косоэрмитовых матриц с нулевым следом




, , , .

	

	
– группа собственных вращений, группа вещественных или комплексных ортогональных матриц -го порядка с определителем 1



, , .

	

	– специальная ортогональная алгебра, состоящая из кососимметричных матриц с нулевым следом



, , .

	
 алгебра Ли
	

– линейное пространство , в котором задана кососимметричкая билинейная операция , называется алгеброй Ли, если выполняется тождество Якоби

.

	
 пространство Шварца
	


– пространство быстро убывающих функций. Формально говоря, состоит из таких бесконечно дифференцируемых вещественных функций, что, (любая их производная убывает быстрее любой степенной функции).
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность изучаемой научной проблемы.
Современная теория нелинейных эволюционных уравнений стала значительной областью фундаментальной науки со своими задачами, принципами и методами решения [1-6]. Одной из таких проблем безусловно является обобщение методов получения точных решений нелинейных эволюционных уравнений (НЭУ), а также, математическое моделирование новых спиновых систем, которые являются эквивалентными аналогами некоторых классических нелинейных интегрируемых систем.
Последние десятилетия широкое внимание исследователей привлекли к себя нелинейные явления в магнитных средах [7-10]. Этот интерес, обусловлен тем, что магнитные кристаллы имеют широкое применение во многих областях. К примеру, использование свойств электромагнитных колебаний и волн в электротехнике, сверхвысоких частотных технологии и нанотехнологи. Исследования таких физических процессов требуют математическое моделирование. Уравнения, описывающие явления в магнетиках связаны со спиновыми системами (СС), которые также являются нелинейными уравнениями. Одним из первых представителей спиновых систем является уравнение ферромагнетика Гейзенберга (УФГ). По этой причине во многих современных работах по нелинейной теории спиновые системы также называют обобщенными уравнениями ферромагнетика Гейзенберга (ОУФГ) [11-14].
Исследования нелинейных спиновых систем тесно связаны с понятием эквивалентности. В нелинейной теории существуют калибровочная и геометрическая эквивалентность. 
Впервые понятие калибровочной эквивалентности возникло в работе В.Е. Захарова и Л.А. Тахтаджяна. Они отметили, что нелинейное уравнение Шредингера в случае притяжения методом обратной задачи рассеяния эквивалентно непрерывной изотропной цепочке спинов Гейзенберга [15].
Возникновение калибровочной эквивалентности зародил еще один самостоятельно развивающийся раздел интегрируемых нелинейных уравнений [16-18]. Калибровочное преобразование применимо к уравнениям, которых можно решить с помощью МОЗР. Смысл калибровочной эквивалентности заключается в том, что любую пару Лакса нелинейного интегрируемого уравнения можно привести к паре Лакса спиновой системы и в обратном порядке. Таким образом, устанавливается, что каждому решению первого соответствует решение второго. К примеру, в работе [19] показано, что уравнение Ландау-Лифшица (УЛЛ) калибровочно эквивалентно нелинейному уравнению Шредингера. В [20] применили калибровочную эквивалентность между уравнением Хироты и расширенным непрерывным уравнением Гейзенберга, чтобы исследовать, как свойства нелокальности одной системы наследуются другой. Если в [21] рассмотрен 1+1-мерный случай калибровочной эквивалентности между уравнением Калоджеро-Мозера и уравнением Ландау-Лифшица, то в [22] установлена эквивалентность для 2+1-мерных систем. В работе [23, 24] доказана калибровочная эквивалентность для нелокальных систем, таких как нелокальное комплексное модифицированное уравнение Кортевега-де Фриза (мКдВ) и нелокальное нелинейное уравнение Шредингера.
Параллельно развивался геометрический подход исследования нелинейных интегрируемых уравнений. С появлением работы Х. Хасимоты произошло существенное развитие геометрического подход [25]. Хасимото обнаружил, что внутреннее уравнение, описывающее кривизну и кручение тонкой вихревой нити сводится к нелинейному уравнению Шредингера в трехмерном евклидовом пространстве. С помощью преобразования Хасимоты М. Лакшманнан и другие получили уравнение спиновой цепочки Гейзенберга. В результате, впервые было установлена геометрическая эквивалентность между нелинейным уравнением Шредингера и уравнением ферромагнетика Гейзенберга [26]. Применение дифференциальной геометрии стало отдельным разделом теории нелинейных уравнений.
Таким образом, объединение дифференциально - геометрического и калибровочного методов позволяет решить ряд важных задач и достигнуть понимания во многих вопросах, некоторые из которых составляют содержание диссертации. Оказалось, что установление эквивалентной взаимосвязи помогает систематизировать и классифицировать известные нелинейные системы. Также прийти к заключению о свойствах новой системы зная свойства ее эквивалентного аналога, более того, показать связь их решений. Всё вышесказанное определяют актуальность предлагаемых исследований.
Цель работы. Целью работы является исследование связи спиновых систем с интегрируемыми нелинейными уравнениями путем установления калибровочной и геометрической эквивалентностей. Кроме того, представление трех формулировок нелинейного уравнения типа Шредингера относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского и нахождение их соответствующих решений.
Объекты исследования – нелинейные интегрируемые спиновые системы и связанные с ними нелинейные интегрируемые уравнения.
Предмет исследования – установление эквивалентной связи между нелинейными интегрируемыми спиновыми системами и нелинейными интегрируемыми уравнениями.

Методологическая база исследования. В диссертационной работе применяются признанные методы теории интегрируемых нелинейных уравнений. В частности, для определения связи спиновых систем и интегрируемых нелинейных уравнений используются калибровочная и геометрическая эквивалентности. Это помогает понять характер спиновых систем и связанных с ними нелинейных эволюционных уравнений. С помощью методов дифференциальной геометрии построены пространственные кривые интегрируемых нелинейных уравнений. Более того, представлены три формулировки, связанные с нелинейным уравнением типа Шредингера в направлениях ℎ-линий и r-линий относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского .
Связь данной работы с другими научно-исследовательскими работами.
Диссертационная работа выполнялась в соответствии с планами научно-исследовательских работ следующих проектов грантового финансирования МОН РК:
1. AP08856912 «Исследование геометрии интегрируемых дисперсионных и бездисперсионных уравнении» на 2020-2022 гг.
2. AP14971227 «Исследование некоторых интегрируемых обобщений уравнения ферромагнетика Гейзенберга» на 2022-2024 гг.
Научная новизна и практическая ценность диссертации. В данной работе получены следующие новые результаты:
· представлены три формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского;
· получены решения, соответствующие трем формулировкам нелинейного уравнения типа Шредингера;
· получены новые обобщенные уравнения ферромагнетика Гейзенберга;
· доказана теорема о калибровочной связи между обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга и уравнением Хантера-Саксона;
· определена связь между решениями обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга и уравнением Хантера-Саксона;
· установлена геометрическая эквивалентность между обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга и уравнением Хантера-Саксона;
· найдены калибровочно эквивалентные аналоги уравнениям типа Яджимы-Ойкавы.
Результаты работы носят теоретический характер и могут найти применение в теории интегрируемых нелинейных уравнений, математической физики и дифференциальной геометрии. 
Также результаты диссертационной работы могут быть использованы при разработке элективных курсов для образовательных программ «Математика».
Основные положения диссертации, выносимые на защиту:
На защиту выносятся следующие результаты исследования, полученные впервые в рамках диссертационной работы:
1) Представлены три формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского. Получены решения нелинейного уравнения типа Шредингера для трех формулировок.
2) Выведена спиновая система, которая является обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга, связанная с интегрируемым нелинейным уравнением Хантера-Саксона;
3) Установлена связь в виде калибровочной и геометрической эквивалентности между обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга и уравнением Хантера-Саксона. Определена связь между решениями обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга и уравнения Хантера-Саксона;
4) 


Найдены калибровочные эквивалентные аналоги интегрируемых уравнений описывающие взаимодействия длинных и коротких волн, которые являются обобщенными уравнениями ферромагнетика Гейзенберга с самосогласованными потенциалами. Приведены соответствующие представления Лакса этих систем. Установлена связь между уравнениями, описывающая взаимодействие длинных и коротких волн и спиновыми системами, которые возникают из условия совместности матриц ,  размерности . А именно, установлена калибровочная эквивалентность уравнения Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла со спиновой системой, уравнения Яджимы-Ойкавы с уравнением ММ-II, уравнения Ма с уравнением ММ-I, уравнения Генга-Ли с уравнением M-XXXIV.
Внутреннее единство диссертационной работы. Внутреннее единство диссертационной работы достигается продуманной целью и задачами исследования. Основные научные положения, сформулированные в диссертации, позволили определить научную новизну в математической физике, конкретно в теории нелинейных уравнений. Первым условием внутреннего единства данной работы является исследование связи различных спиновых систем, которые являются обобщениями уравнения ферромагнетика Гейзенберга с интегрируемыми нелинейными уравнениями. Вторым условием является применение методов дифференциальной геометрии к интегрируемым нелинейным уравнениям.
Личный вклад автора. В процессе выполнения исследований автор под руководством научных руководителей принимал непосредственное участие во всех этапах работы: провел все расчеты, лично подготовил публикации.
Апробация полученных результатов. Результаты, полученные в диссертационной работе, докладывались и обсуждались на:
1. VI Congress of the Turkic world mathematical society (TWMS 2017) (Astana, 2017);
2. Geometric Methods in Physics XXXVII (Bialowieza, 2018);
3. Ломоносов–2019:15-я международная научная конференция студентов, магистрантов и молодых ученых «Ломоносов – 2019» (Нур-Султан, 2019);
4. Международная конференция «Актуальные проблемы анализа, дифференциальных уравнений и алгебры» (EMJ-2019) (Нур-Султан, 2019);
5. Ломоносов–2020:16-я международная научная конференция студентов, магистрантов и молодых ученых «Ломоносов – 2020» (Нур-Султан, 2020);
6. Международная научная конференция «Уфимская математическая школа-2021») (Уфа, 2021).
Кроме того, полученные результаты докладывались и обсуждались на научных семинарах кафедры «Фундаментальной математики» ЕНУ им. Л.Н. Гумилева.
Опубликованность результатов. По результатам диссертационной работы опубликовано 11 научных работ в казахстанских и зарубежных журналах, из них: 2 статьи в зарубежных журналах, входящих в базу данных Web of Science (Quartile Q2, Impact Factor 2,84) и Scopus (Percentile 34); 3статьи в периодических изданиях, рекомендованных Комитетом по обеспечению в сфере науке и высшего образования МНВО РК, а также 2 работы в зарубежных международных конференциях, входящая в базу данных Web of Science и Scopus, и 4 работ в материалах международных и республиканских конференций РК.
Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из введения, 4 разделов, заключения и списка использованных источников из 119 наименований, содержит 102 страницы основного компьютерного текста.
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1 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ

Данный раздел посвящён краткому обзору основных понятий, лежащих в основе нелинейной теории и дифференциальной геометрии необходимых для дальнейших исследований. А именно, рассматриваются интегрируемые нелинейные уравнения, спиновые системы, калибровочная и геометрическая связь и движение пространственных кривых относительно разных реперов.

[bookmark: _Toc135765014]1.1 Интегрируемые нелинейные уравнения
В современной математической физике использование солитонных решений нелинейных дифференциальных уравнений помогло достигнуть огромной эволюции исследования нелинейных волновых процессов.
Создание нелинейной теории первоначально было связано с введением понятия уединенной волны шотландским ученым Дж.С. Расселом в 1834 году. Его внимание привлекла волна, которая возникла впоследствии движения баржи вдоль канала. Он установил ряд физических свойств этой волны, таких как, скорость движения волны постоянная, волна не меняет форму, и возможен распад одной большой волны на несколько волн. Впоследствии Дж. С. Рассел назвал ее уединенной волной. Более того, он установил зависимость скорости волны от глубины канала [27]. Тем не менее его работа была подвержена сомнению в среде ученых того времени. Лишь открытие в 1895 году датскими учеными Д.Д. Кортевега и Г. де Фриза уравнения, описывающего длинные волны на воде, дала новый толчок развитию теории интегрируемых нелинейных уравнений (ИНУ) [28]. Это уравнение названо в их честь и имеет вид:


	.	


Здесь – действительная функция. Уравнение Кортевега-де Фриза (УКдФ) имеет волновое решение в виде:


	,	


где – произвольная постоянная.
В ходе своего исторического развития уКдФ расширило и углубила предмет исследований нелинейной теории. В 1965 году Н. Забуский и М. Крускал ввели термин солитон в виде решения уКдФ [29].
Следующим этапом в развитии теории нелинейных эволюционных уравнений (НЭУ), была разработка нового метода решения нелинейных уравнений в частных производных. До открытия в 1967 году американскими физиками нового метода, считалось, что нелинейные уравнения могут иметь только некоторые частные решения. Р. Миура, К.С. Гарнер, М. Крускал и Дж.М. Грин связали уКдФ с линейной системой уравнений (парой Лакса) с помощью прямого и обратного преобразования и нашли точное решение уКдФ для всех начальных условий [30]. В 1973 году М. Абловец, Д. Кауп, А. Ньюэлл и Х. Сигур, обобщив вышеуказанный метод, показали существование более широкого класса нелинейных эволюционных уравнений [31]. Так появился класс интегрируемых нелинейных уравнений. Этот метод получил название метод обратной задачи рассеяния (МОЗР). Благодаря МОЗР, теория интегрируемых нелинейных уравнений совершила огромный скачок и стала самостоятельным разделом фундаментальных наук [32-43].


Определение 1.1. Нелинейное эволюционное уравнение называется интегрируемым, если существует пара матриц , , для которых заданное нелинейное уравнение является условием нулевой кривизны следующей системы линейных дифференциальных уравнений:


		(1.1)








где , ,  – поле вещественных  или комплексных пространств . Здесь  ‒ совокупность всех невырожденных матриц порядка .
Условие нулевой кривизны для системы (1.1)


	.	(1.2)




Матрицы ,  называются парой Лакса. Здесь  ‒ пространство всех матриц размерности nxn. Каждому интегрируемому нелинейному уравнению свойственна своя пара Лакса.
Пример 1 (уравнение синус-Гордона). Рассмотрим следующею пару Лакса


		





Здесь ,  -  матрицы Паули из алгебры Ли , которые определяются в виде:


	.	(1.3)


Тогда функция  удовлетворяет уравнению синус- Гордона


	.	



Уравнение синус-Гордона возникает как условие совместности пары , . 
Следующий этап развития нелинейной теории связан с нелинейным уравнением Шредингера. В 1968 году советский математик В.Е. Захаров получил уравнение, описывающее распространение групп волн на воде. На тот момент это уравнение было известно в физике и называлось нелинейным уравнением Шредингера (НУШ):


	.	(1.4)





где – комплекснозначная функция, . Обозначим черезнелинейное уравнение Шредингера, при .
В 1971 году В.Е. Захаров и А.Б. Шабат с помощью метода обратной задачи рассеяния получили солитонное решение нелинейного уравнения Шредингера (НУШ) [44, 45]. Представления Лакса нелинейного уравнения Шредингера определяются в виде:


		(1.5)





Здесь  принадлежит группе Ли , матрицы , . Пара Лакса выражается следующим образом


	.	(1.6)

где


	.	(1.7)

Еще одним классическим представителем нелинейных систем является уравнение ферромагнетика Гейзенберга (УФГ) [46-49]. УФГ имеет вид:


	,	(1.8)


где – бесследовая эрмитовая матрица задается в виде:



	, .	(1.9)

Векторная форма уравнения ферромагнетика Гейзенберга


		(1.10)




где  - спиновый вектор , область значения находится на поверхности единичной сферы .

Уравнение ферромагнетика Гейзенберга интегрируемо в смысле теории солитонов [50], вследствие этого оно представляется как условие нулевой кривизны для связности вида


		(1.11)

Исследование уравнение ферромагнетика Гейзенберга имеет основополагающее значение в теории ИНУ. В частности, В.Е. Захаров и Л.А. Тахтаджян отметили, что нелинейное уравнение Шредингера эквивалентно уравнению ферромагнетика Гейзенберга. Так впервые было введено понятие калибровочной эквивалентности [51].

[bookmark: _Toc135765015]1.2 Калибровочная эквивалентность
Как было обозначено в предыдущем разделе, последние годы возрост интерес ко многим нелинейным интегрируемым системам, которые связаны между собою калибровочными преобразованиями. Есть ряд классических уравнений, таких как, нелинейное уравнение Шредингера, уравнение синус-Гордана, уравнение Кортевега де Фриза, модель Гейзенберга, уравнение Ландау-Лифщица и т.д. Исследования этих уравнений детально раскрыли многие их свойства. Интерес к калибровочной эквивалентности обусловлен тем, что, зная свойства хорошо известного уравнения, можно узнать свойства его эквивалентного аналога, также построить новые спиновые системы. К тому же, путем установления, эквивалентности, получить решения мало изученных систем.


	Определение 1.2. Две системы нелинейных уравнений, интегрируемые методом обратной задачи рассеяния, называются калибровочно-эквивалентными, если соответствующие пары Лакса , определяются друг из друга калибровочным преобразованием, независящим от , т.е., если


		


		



где . Ясно, что в этом случае в соответствующих системах линейных дифференциальных уравнений  [51, с.27].

[bookmark: _Toc135765016]1.3 Уравнения типа Яджимы-Ойкавы
В этом подразделе рассмотрены некоторые нелинейные модели, описывающие взаимодействие длинных и коротких волн (ДКВ). Нелинейные модели, описывающие взаимодействия длинных и коротких волн, задаются уравнениями типа Яджимы-Ойкавы. Такие модели естественным образом были получены и предложены по различным причинам, которые в основном исходят из физики жидкости и плазмы. Нелинейные модели резонансных длинных и коротких волн играют важную роль как в современной математике, так и в современной физике [52-54]. Некоторые из этих моделей представляют собой интегрируемые нелинейные уравнения в частных производных в измерениях 1+1 и 2+1 [55-58]. В измерениях 1+1 такие уравнения длинных и коротких волн формально в общем случае могут быть записаны как


	,	(1.12)


	,	(1.13)


где  – комплексная функция, представляет огибающую короткой волны;



 – вещественная функция, представляет амплитуду длинной волны (потенциала);–некоторая функция;– постоянная [59]. Систему уравнений (1.12)-(1.13) можно рассматривать как нелинейные уравнения типа Шредингера с самосогласованными потенциалами. Она объединяет все известные интегрируемые длинных и коротких волн моделей, а именно, уравнение Яджимы-Ойкавы (УЯО), уравнение Ньюэлла (УН), уравнение Генга-Ли (УГЛ) и т.д. Этот результат аналогичен тому, который доказывает, что уравнения Кортевега-де Фриза и модифицированного КдФ уравнения – это всего лишь два частных случая уравнения Гарднера [60-63].

[bookmark: _Toc135765017]1.4 Спиновые системы
Существует еще один интересный класс интегрируемых систем, а именно интегрируемые обобщенные спиновые системы или уравнения ферромагнетика Гейзенберга с самосогласованными потенциалами (УФГСП) [64-66]. Они описывают нелинейные процессы в магнетизме. Такие спиновые системы в общем случае можно записать как [59, p.122]


	,	(1.14)


	,	(1.15)




где спиновая матрица  определяется как (1.9) и удовлетворяет условию  [67, 68].
Формальную форму интегрируемых обобщенных спиновых систем можно записать в следующем вид [59, p.123]:


	,	(1.16)



где, в отличие от (1.12) и (1.13), –спиновая матрица размера , удовлетворяющая условию


	.	(1.7)




В приведенных выше уравнениях  – некоторая матричная функция, – действительная функция,  – действительные постоянные.
Нелинейные модели, описывающие взаимодействие длинных и коротких волн (1.12)-(1.13), и спиновые системы (1.14.)-(1.15), (1.16) эквивалентны друг другу [69, 70].

[bookmark: _Toc135765018]1.5 Пространственные кривые нелинейных интегрируемых уравнений
Еще одним существенным направлением нелинейной теорий является применение дифференциальной геометрии к интегрируемым нелинейным уравнениям. Предмет пространственных кривых имеет множество физических приложений, таких как оптическое волокно, спиновые конфигурации, вихревая нить в жидкости. В последние годы многие ученые изучали связь между движущимися кривыми и интегрируемыми системами. Первые работы о связи между нелинейными системами и кривыми принадлежат Да Риосу [71]. Далее, Хасимото обнаружил, что внутреннее уравнение, описывающее кривизну и кручение изолированной очень тонкой вихревой нити без растяжения в несжимаемой невязкой жидкости, сводится к НУШ в евклидовом трехмерном пространстве. Преобразование Хасимоты определяется в виде:


	,	



где функция  – решение НУШ, ;

– кривизна и кручение кривой [25, p. 477].
М. Лакшманан и др. ввели представление о геометрической эквивалентности [26, p.354]. C помощью уравнения движения пространственных кривых они ввели уравнение спиновой цепочки Гейзенберга. Они представили, что континуальный предел одномерной классической спиновой системы с гейзенберговским взаимодействием демонстрируется как полностью разрешимая система с динамикой, которая может быть описана нелинейным уравнением Шредингера [72]. Р. Мырзакулов и др. обозначили связь между спиновыми системами и солитонными уравнениями [73-76]. Лэмб отметил, что движение некоторых типов винтовых пространственных кривых может быть связано с нелинейным уравнением Шредингера в евклидовом трехмерном пространстве [77]. Муругаш и Балакришан ввели два новых формализма, отличных от формализма Лэмба, связанных с НУШ относительно репера Френе в евклидовом трехмерном пространстве [78].
Многие ученые изучали временную эволюцию пространственной кривой, связанной с геометрической фазой относительно системы Френе в евклидовом трехмерном пространстве для различных систем отсчета. Так Берри показал, когда квантовая система в собственном состоянии развивается путем адиабатического изменения параметров ее гамильтониана вдоль контура, она получает геометрический фазовый множитель [79]. Томита и Чиао продемонстрировали на классическом уровне, что измеренный угол поворота линейно поляризованного света в волокне является мерой фазы Берри с использованием одномодового скрученного оптического волокна [80]. Росс исследовал, что распространение линейной поляризации по некомпланарному волокну также происходит за счет параллельного переноса в евклидовом трехмерном пространстве [81]. Балакришан и др. изучали временную эволюцию пространственной кривой, связанной с геометрической фазой относительно системы Френе в евклидовом трехмерном пространстве [82]. Э. Гюрбюз исследовал геометрические фазы для трех классов эволюции кривых для различных систем отсчета [83-87]. 
Далее исследователи использовали анголономные координаты для определения трехмерного векторного поля в трехмерном евклидовом и Минковском пространствах. Анголономные координаты могут быть использованы для определения трехмерного векторного поля [88]. Маррис и Пассман использовали анголономные координаты для определения трехмерного векторного поля в трехмерном евклидовом пространстве [89]. Роджерс и Шиф изучали внутреннюю геометрию нелинейного уравнения Шредингера НУШ, используя анголономные координаты относительно репера Френе в евклидовом трехмерном пространстве [90]. Э. Гюрбюз изучал внутренние производные по направлениям относительно анголономных координат для многочисленных реперных единиц в трехмерном пространстве Минковского [91-93].

В настоящее время интенсивно развивается использование гибридного репера для описания геометрии дифференциальных уравнений частных производных. Впервые понятие гибридного репера в евклидовом трехмерном пространстве ввели Арбинд и др. [94]. Далее Э. Гюрбюз получил формулы производных гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского  [95]. Кёрпинар и др. представили гибридные электрические, магнитные 𝐵2-фазные и оптические тангенциальные гибридные электродвижки по отношению к гибридному реперу [96-98]. 

Дадим краткий обзор основных понятии этого подраздела, а именно рассмотрим трехмерное пространство Минковского, репер Бишопа и гибридный репер в . 

Трехмерное пространство Минковского  задается метрикой [99]:


	,	(1.18)


в соответствии с обычной системой координат . Здесь и далее жирным шрифтом обозначим вектор.





Определение 1.3. Вектор  называется пространственноподобным, времениподобным и нулевым, если соответственно, , ,.

Определение 1.4. Пространственноподобные и времениподобные векторы называются ненулевыми векторам в трехмерном пространстве Минковского .


Норма ненулевого вектора  в трехмерном пространстве Минковского определяется как .


Производные репера Бишопа  вдоль времениподобной кривой в касательном направлении 𝑡 в трехмерном пространстве Минковского задаются формулой [100]:


	,	


где – касательное векторное поле;



 – поле нормали репера Бишопа в ;

 – кривизны Бишопа.




Производное репера Бишопа  вдоль пространственноподобной кривой  с времениподобной нормалью  в касательном направлении  задается формулой [101]


	,	



Производное гибридного репера  по касательному направлению в определяется формулой [93, p.2]


	,	









где выполняются соотношения , ,  и,,. Здесь  ‒ скалярное произведение Лоренца,  ‒ векторное произведение Лоренца.




Связь между гибридным репером и репером Бишопа для  в  определяется выражением [93, p.2]


	,	

и

	,	


где – единичная касательная системы отчета;










 и – единичный базис в плоскости, перпендикулярный осям криволинейной структуре в трехмерном пространстве Минковского . Здесь  – гибридные кривизны в касательном направлении, - непрерывный спин, данный как базис нормали репера Бишопа для создания гибридного репера в 3-мерном пространстве Минковского . Связь между гибридным репером и репером Бишопа для случая  и  в  определяется выражением:


	,	


	


Далее определим внутренние производные гибридного репера по направлению в .

Оператор градиента по отношению к гибридному реперу в  задается выражением:


	,	(1.19)







где – координаты длины дуги на – линиях, относительно гибридного репера в .,  и – производные по направлениям 𝑡 − линиях, ℎ − линиях и 𝑟 − линиях гибридного репера ненулевой кривой 𝛽.

Векторы дивергенция гибридного репера  определяете в виде:


		(1.20)


		(1.21)


		(1.22)

где слагаемые величины обозначим через


	.	


Ротор гибридного реперав определяется в виде


	.	(1.23)


	.	(1.24)


	.	(1.25)





Здесь – суммарные моменты полей  ненулевой кривой гибридного репера в  равны


	,	


	,	


	.	


Из выражения (1.19)-(1.25) окончательно выводим ненулевые производные по направлениям в ℎ-линий и 𝑟-линий ненулевой кривой гибридного репера 


	,	(1.26)


	.	(1.27)


Последние выражения позволяют вывести разные формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера в направлениях ℎ-линий и 𝑟-линий относительно гибридного репера в .

[bookmark: _Toc135765019]Выводы по разделу
В литературном обзоре кратко рассмотрена история открытия и развития интегрируемых нелинейных уравнений. Приведены примеры классических интегрируемых нелинейных уравнений, которые имеют фундаментальный характер. Даны определения основных понятии нелинейной теории необходимых для дальнейшего исследования. Упомянуты методы установления эквивалентной связи между нелинейными эволюционными уравнениями и спиновыми системами. В частности, изложены определения калибровочной эквивалентности, также начальные данные для установление геометрической связи. Приведены выводы формул движения пространственных кривых в разных системах отчета для получение нелинейных эволюционных уравнений и их решений.
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2 ТРИ ФОРМУЛИРОВКИ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ТИПА ШРЕДИНГЕРА ОТНОСИТЕЛЬНО ГИБРИДНОГО РЕПЕРА В 
[bookmark: _Hlk133856513]


В этом раздели с помощью методов дифференциальной геометрии представлены три формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера в направлениях ℎ-линий и r-линий относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского . Более того, получены три плотности анголономий в направлениях h-линий и r-линий для гибридного репера в .

[bookmark: _Toc135464728][bookmark: _Toc135765021]2.1 Первая формулировка нелинейного уравнение типа Шредингера

В этом подразделе представим первую формулировку нелинейного уравнения типа Шредингера в направлениях ℎ-линий и 𝑟-линий относительно гибридного репера в . Кроме того, покажем соответствующие геометрические фазы НУШ в трехмерном пространстве Минковского.


[bookmark: _Toc135464729][bookmark: _Toc135765022]2.1.1 Первая формулировка нелинейного уравнения типа Шредингера в направлении ℎ-линий относительно гибридного репера в 





Пусть 𝛽1 − времениподобная кривая гибридного репера в . Введем новый репер  и новое преобразование , связанное с нелинейным уравнением типа Шредингера в направлении ℎ ‒ линий гибридного репера  в  в виде


	,	(2.1)


	.	(2.2)


Эволюция репера , связанного с нелинейным уравнением типа Шредингерав направлении ℎ ‒ линий, для первой формулировки относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского определяется как 


	,	


где преобразование  имеет вид


	.	



Производные по времени нового репера , связанного с НУТШ по отношению к гибридному реперу для первой формулировки в 


	,	(2.3)


	,	(2.4)
	



где  – действительная функция, 𝑢 – время и  - обозначает сопряжение. Из условия совместности  уравнение НУТШ − в направлении ℎ ‒ линий для первой формулировки получается следующим образом


	,	(2.5)

Таким образом, доказана следующая теорема
Теорема 2.1. Дифференциальное уравнение


	,

относительно репера


		

имеет решение вида


	.	


[bookmark: _Toc135464730][bookmark: _Toc135765023]	2.1.2 Геометрическая фаза первой формулировки в направлении ℎ-линий относительно гибридного репера в .
Производные по времени от 𝐈1 и 𝐈2 можно записать как:


		(2.6)


	.	(2.7)



Из условия  и получаем


	.	(2.8)




Следствие 2.1. Если естественный неголономный гибридный репер  в направлении ℎ-линий вращается вокруг  с углом , тогда геометрическая фаза для первой формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера в трехмерном пространстве Минковского определяется как 


	.	





Следствие 2.2. Если система перемещается из в  по времениподобной кривой относительно гибридного репера в , то геометрическая фаза 


	.	





Геометрические фазы ,  развиваются между естественным анголономным гибридным репером и не вращающимся репером . Угол поворота  для двух случаев равен


	,	


	.	


Анголономная гибридная разность фаз  определяется выражением

	.	


Здесь –мера плотности гибридной голономии в направлении ℎ-линий гибридного репера 


	.	


Тогда удовлетворяющая уравнения (2.6)-(2.8), равна


	.	(2.9)

Общая временная эволюция гибридного репера по отношению к анголономным координатам определяется выражением


	,	


	,	(2.10)


	,	

где 𝑓1, 𝑓2, 𝜌1– произвольные гладкие функции. Из условий (2.1) и (2.7), получим


	,	(2.11)


		(2.12)



Временная эволюция гибридного репера определяется формулами (2.10)-(2.12). Гибридная плотность голономии  в направлении ℎ ‒ линий для первой формулировки относительно гибридного репера в определяется выражением



	.	

Уравнение Да-Риоса в направлении h-линий задается формулой [93, p.5]


	.	



Из условий и следует


	,	


	.	


Подставив значение  (2.2.9) в (2.2.8), получим


	.	


Тем самым окончательно получаем плотность гибридных анголономий  связанная с НУТШ в направлении ℎ ‒ линий для первой формулировки в виде


	.	



Полная анголономная гибридная фаза , связанная с НУТШ в направлении ℎ ‒ линий, для первой формулировки относительно гибридного репера в 

		





Из условий  и  следует, что производные по времени  и  имеют вид


		


		


	.	


[bookmark: _Toc135464731][bookmark: _Toc135765024][bookmark: _Toc132104507][bookmark: _Toc132214429]2.1.3 Первая формулировка нелинейного уравнения типа Шредингера в направлении 𝑟 -линий относительно гибридного репера в 
В данном подразделе, проводя аналогичные рассуждения, выведем первую формулировку нелинейного уравнения типа Шредингера в направлении 𝑟-линий относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского.




Пусть 𝛽1 будет времениподобной кривой для гибридного репера в . Новый репер  и новое преобразование , связанное с нелинейным уравнением типа Шредингера в направлении -линий относительно гибридного репера {𝐭, 𝐡, 𝐫} в , задаются формулой (2.13), (2.14):


		(2.13)


	.	(2.14)

Теорема 2.2. Нелинейное уравнение типа Шредингера


	,	

относительно репера


		

имеет решение в виде


	.	


Доказательство. Производные в направлении 𝑟-линий нового репера  имеют форму


	,	


где сопряженное преобразование 


	.	


Временная эволюция репера  представляется в виде 


		(2.15)




где – действительная функция. Из условия совместности выводим первой формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера в направлении -линий относительно гибридного репера в 


	.	
[bookmark: _Toc132104508][bookmark: _Toc135765025][bookmark: _Toc135464732][bookmark: _Toc132214430]

2.1.4 Геометрическая фаза первой формулировки в направлении 𝑟-линий относительно гибридного репера в 


Производные по времени от и  можно записать как

	,	(2.16)


	,	(2.17)

Из условия 



	,	

следует


	.	(2.18)




Следствие 2.3. Если естественный неголономный гибридный репер  в направлении -линий вращается вокруг  с углом , тогда геометрическая фаза для первой формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера в трехмерном пространстве Минковского определяется как


	.	





Следствие 2.4. Если система перемещается из  в  времениподобной кривой относительно гибридного репера в , то геометрическая фаза 


	.	





Геометрические фазы , развиваются между естественным анголономным гибридным репером и невращающимся репером . Угол поворота  для двух случаев равен


	,	


	.	


Анголономная гибридная разность фаз  определяется выражением


	.	



Здесь–гибридная мера плотности анголономии в направлении 𝑟-линий с гибридным репером в  равна


	.	


Тогда удовлетворяющая уравнению (2.16)-(2.18), равна


	.	(2.19)

Общая временная эволюция гибридного репера для первой формулировки определяется выражением


		(2.20)


		(2.21)


		(2.22)


где – произвольные гладкие функции. Из условий (2.13) и (2.17), получим


		(2.23)


		(2.24)



Пространственноподобная временная эволюция гибридного репера определяется выражениями (2.20), (2.23), (2.24). Гибридная плотность голономии  в направлении -линий для первой формулировки по отношению к гибридному реперу в определяется выражением:


	.	
Уравнение Да-Риоса в направлении -линий задается выражением


	.	



Из формул  и  следует, что


	,	


	.	

Используя выражения (2.14), (2.18) и (2.19), получим


	.	


Тем самым окончательно получаем плотность анголономных гибридных анголономий  связанная с НУТШ в направлении 𝑟-линий для первой формулировки в виде


	.	



Полная анголономная гибридная фаза , связанная с НУТШ уравнением в направлении 𝑟-линий для первой формулировки относительно гибридного репера в 









Производные по времени ,,  и с использованием и получаются следующим образом


[bookmark: MTBlankEqn]	,	


	,	


	.	


	Стоит отметить, что первая формулировка НУТШ (2.5) соответствует нелинейному уравнению Шредингера (1.4), при .

[bookmark: _Toc135464733][bookmark: _Toc135765026][bookmark: _Toc132214431][bookmark: _Toc132104509][bookmark: _Hlk131854134]2.2 Вторая формулировка нелинейного уравнение типа Шредингера

Аналогично предыдущему подразделу, в этом случае исследована вторая формулировка нелинейного уравнения типа Шредингера отталкивающего типа и геометрической фазой в направлении ℎ – линий и 𝑟 – линий относительно гибридного репера в .


[bookmark: _Toc135765027][bookmark: _Toc135464734][bookmark: _Toc132214432][bookmark: _Toc132104510]2.2.1 Вторая формулировка нелинейного уравнения типа Шредингера в направлении ℎ-линий относительно гибридного репера в 






Пусть  – пространственноподобная кривая с временоподобной 𝐡 в направлении ℎ-линийгибридного репера в . Введем новый репер и новое преобразование , связанное с НУТШ- в направлении ℎ ‒ линий через анголономные координаты гибридного репера в в виде


	.	(2.25)


	.	(2.26)


Производные нового репера  в направлении h ‒ линий определяются в виде:


	,	


	,	


	.	

Здесь сопряженное преобразование 


	.	


Временная эволюция системы отсчета , связанной с нелинейным уравнением типа Шредингера через анголономные координаты относительно гибридного репера в 


	,	


	,	




где  – действительная функция. Из условия совместности  следует, что нелинейное уравнение типа Шредингера в направлении ℎ-линий для второй формулировки относительно гибридного репера в  имеет вид:


	.	
Тогда имеет место следующее утверждение
Теорема 2.3. Дифференциальное уравнение


	,	

относительно репера


	,	

допускает решение в виде


	.	
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Производные по времени  и  заданы системой:


	,	(2.27)


	.	(2.28)



Условия совместности и  дают


	.	(2.29)




Следствие 2.5. Если естественный неголономный гибридный репер  в направлении ℎ-линий вращается вокруг  с уголом, тогда геометрическая фаза для второй формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера в трехмерном пространстве Минковского определяется как


	.	





Следствие 2.6. Если система перемещается из  в  времениподобной кривой относительно гибридного репера в , то геометрическая фаза 


	.	





Геометрические фазы ,  развиваются между естественным анголономным гибридным репером и невращающимся репером . Угол поворота  для двух случаев равен


		


	.	


Анголономная гибридная разность фаз определяется выражением:


	.	


Здесь  – мера плотности гибридной голономии в направлении ℎ-линий гибридного репера 


	.	

Также


		(2.30)

удовлетворяет (2.27)-(2.29). Общая гибридная система отсчета временной эволюции для второй формулировки задается формулой (2.31):


		

		(2.31)

	


где  – произвольные гладкие функции. Вычисляя производную по времени 𝑢выражения (2.25) и сопоставляя ее с формулой (2.28), получаем следующие выражения:

		(2.32)


	.	(2.33)



Времениподобная временная эволюция в направлении ℎ-линии относительно гибридного репера через анголономные координаты в задается формулами (2.31)-(2.33). Гибридная плотность анголономии  определяется выражением


	.	

Уравнение Да-Риоса в направлении ℎ-линии для второй формулировки имеет вид


	.	



Из формул и  получаем следующие соотношения


	.	

Используя выражения (2.26), (2.29), (2.30), получим


	.	



Плотность гибридных анголономий , связанная с НУТШ в направлении ℎ-линий, для второй формулировки в , определяется выражением


	.	


Полная гибридная фаза  выражается как 


		






Производные по времени ,  и  вычислим через условия  и


	,	


	,	
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Пусть  – пространственноподобная кривая с временоподобной 𝐡 в направлении 𝑟-линий касательно гибридного репера в . Вводится новый репер  и новое преобразование , связанное с НУТШ в направлении r-линий через анголономные координаты гибридного репера в 

	,	(2.34)


	.	(2.35)

Теорема 2.4. Дифференциальное уравнение


	,	

касательно репера


	,	

имеет решение в виде


	.	


Доказательство. Доказательство теоремы строится аналогично предыдущему доказательству. Вычислим производные репера  в направлении 𝑟-линий


	,	


	,	


	,	
где


	.	



Временная эволюция нового репера , связанная с НУТШ в направлении 𝑟-линий гибридного репера в , имеет вид



	,		.	




где  – действительная функция. Условия совместности дает НУТШ в направлении 𝑟-линий для второй формулировки гибридного репера в 


	.	

Итак, доказана важная формулировка для нелинейного уравнения типа Шредингера.
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Производное по времени  и  может быть задана выражением


	,	(2.36)


	,	(2.37)



Из условие нулевой кривизны и, получим


	.	(2.38)




Следствие 2.7. Если естественный неголономный гибридный репер  в направлении r-линий вращается вокруг с углом, тогда геометрическая фаза для второй формулировки нелинейного уравнения типа Шредингера в трехмерном пространстве Минковского определяется как


	.	




Следствие 2.8. Если система перемещается из  в  времениподобной кривой относительно гибридного репера в , то геометрическая фаза 


	.	


Угол поворота  для двух случаев в направлении r-линий задается в виде


	,	


	.	

Анголономная гибридная разность фаз определяется выражением


		

Здесь


		


мера плотности гибридных анголономий в направлении r-линий для второй формулировки НУТШ гибридного репера в . Также


	,	(2.39)

удовлетворяет (2.36)-(2.38). Общая временная эволюция анголономной гибридной системы отсчета определяется выражением


	,	


	,	(2.40)


	,	

где 𝑛1, 𝑛2, 𝜎2– произвольные гладкие функции. Из формул (2.34) и (2.35) следует, что


		(2.41)


	.	(2.42)




Времениподобная временная эволюция для второй формулировки гибридного репера в  определяется формулами (2.40)-(2.42). Гибридная плотность голономи  в направлении -линии для второй формулировки относительно гибридного репера взадается выражением


	.	


Уравнение Да-Риоса в направлении 𝑟-линий для второй формулировки в соответствии с гибридным репером в  задается как


	.	



Из условияи следует, что


	,	


	.	

С помощью формул (2.35), (2.38) и (2.39) получим


	.	(2.43)



Плотность гибридных анголономий , связанная с НУТШ в направлении -линий для второй формулировки гибридного репера в , определяется выражением


	.	




Полная гибридная фаза , связанная с НУТШ в направлении -линий для второй формулировки в , имеет вид


		(2.44)






Производные по времени функций , и  выводятся из условия ив виде


	,	


		(2.45)


	.	


Таким образом, получены нелинейные уравнения типа Шредингера типа отталкивания в направлении ℎ-линий и 𝑟-линий относительно гибридного репера в . Более того, найдены решения этих уравнений и геометрические фазы.
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По аналогии предыдущих подразделов рассмотрим третью формулировку нелинейного уравнения типа Шредингера и геометрическую фазу в направлении ℎ-линий и 𝑟-линий для третьей формулировки относительно гибридного репера в.
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2.3.1 Третья формулировка нелинейного уравнения типа Шредингера в направлении h-линий относительно гибридного репера в 





Пусть – пространственноподобная кривая с времениподобной  в направлении ℎ-линий гибридного репера в . Вводится новый репер  и новое преобразование в 


		(2.46)


	.	(2.47)



Репер  в направлении ℎ-линии гибридного реперав  обладает производными в виде


	,	


	,	


	,	

где

	.	


Временная эволюция репера {}, связанная с нелинейным уравнением типа Шредингера–определяется в виде


	,	


	,	



где  – действительная функция. Нелинейное уравнение типа Шредингера типа отталкивания выводится из условия совместности


	.	

В общем, доказана следующая теорема
Теорема 2.5. Дифференциально уравнение


	,	

относительно гибридного репера


		

имеет решение вида


	.	


Геометрическая фаза в направлении r-линий по отношению к гибридной раме для второй формулировки в 
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Временная эволюция репера  определяется выражением


		(2.48)

	.	(2.49)



Из  и получаем


	.	(2.50)





Следствие 2.9. Если естественный гибридный репер ( и ) вращается вокруг  с углом , тогда  геометрическая фаза равна


	.	




Следствие 2.10. Если система отчета движется от  к  по временной пространственноподобной кривой в соответствии с гибридным репером в , то геометрическая фаза определяется как


	.	


Угол поворота  для двух случаев в направлении ℎ-линий имеет вид


	,	


	.	

Анголономная гибридная разность фаз для третьей формулировки в направлении ℎ-линий определяется выражением


	.	

Здесь

	,	


где мерой плотности гибридной голономии в направлении ℎ-линий по отношению к гибридному реперу в . При этом 


		(2.51)

удовлетворяет (2.48)-(2.50). Общая временная эволюция гибридного репера определяется выражением


	,


	,	(2.52)


	,	


где  – произвольные гладкие функции. С помощью формул (2.46) и (2.49), получим


		(2.53)


		(2.54)




Здесь  – временная эволюция гибридного репера с пространственноподобной кривой с времениподобной бинормалью. Плотность гибридной голономии  в направлении ℎ-линий по отношению к гибридному реперу в  определяется выражением:


	.	

Тогда уравнение Да-Риоса имеет вид


	.	


Из условия совместности  выводим


	,	


	,	


	.	


Плотность гибридной голономии для третьей формулировки в направлении ℎ-линии с гибридной системой отсчета в 


	.	


Полная гибридная фаза имеет вид


		



Из условии совместности и получим


	,	


	.	
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Пусть 𝛽3–пространственноподобная кривая с времениподобной  в направлении -линий согласно гибридному реперу  в . Новый репер  и новое преобразование 𝜑 задаются соответственно


		(2.55)


	.	(2.56)


Производные нового репера  в направлении 𝑟-линий для третьей формулировки задаются в виде


	,	


	,	


	.	

Здесь сопряженное преобразование равно


		



Производные по времени репер , связанного с НУТШ гибридным репера в , имеют вид


	,	


	,	




где  – действительная функция. НУТШ в направлении 𝑟-линий по отношению к гибридному репера в выводится из условия совместности в виде


	.	

Тем самым, было доказана следующая теорема
Теорема 2.6. Дифференциальное уравнение


		

относительно гибридного репера


		

имеет решение вида


	.	
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Производное по времени системы отчета  определяется выражением


		(2.57)


		(2.58)



Из  и , получим


		(2.59)





Следствие 2.11. Если естественный гибридный репер ( и ) вращается вокруг  с углом , тогда  геометрическая фаза равна


	.	




Следствие 2.12. Если система отчета движется от  к  по временной пространственноподобной кривой в соответствии с гибридным репером в , то геометрическая фаза определяется как


	.	


Угол поворота  для двух случаев в направлении 𝑟-линий имеет вид


		


	.	

Анголономная гибридная разность фаз для третьей формулировки в направлении 𝑟-линий определяется выражением


	.	

Здесь мера плотности гибридной голономии


	.	

Также


	,	(2.60)

удовлетворяет выражениям (2.57)-(2.59). Общая временная эволюция гибридного репера определяется системой 


	,	(2.61)


	,	(2.62)


	,	(2.63)

где 𝑣1, 𝑣2, 𝜍2 – произвольные гладкие функции. Проводя вычисления (2.55) относительно 𝑢 и используя (2.57), получим


	,	(2.64)


	.	(2.65)



Временная эволюция гибридного репера с пространственноподобной кривой с времениподобной бинормалью обозначается (2.63)-(2.65). Плотность гибридной голономии  в направлении -линий по отношению к гибридному кадру в  определяется выражением


	.	

Уравнение Да-Риоса имеет вид


	.	



Из условия совместности  и  выводим


	,	


	,	


	.	


Плотность гибридной голономии для третьей формулировки в направлении 𝑟-линий в имеет вид:


		


Полная гибридная фаза  задается как 


		



Из  и  получаем


	,	


	,	


		


Стоит отметить, что третья формулировка нелинейного уравнения типа Шредингера соответствует НУШ (1.4) при .

[bookmark: _Toc135464743][bookmark: _Toc135765036][bookmark: _Toc132214441]Выводы по разделу


В данном разделе были представлены три новых репера и три новых преобразования, связанных с нелинейным уравнением типа Шредингера в соответствии с анголономными координатами относительно гибридного реперов трехмерном пространстве Минковского . Предложенные преобразования являются решениями соответствующего нелинейного уравнения типа Шредингера. Также были получены три геометрические фазы для трех формулировок через анголономные координаты гибридного репера в .
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3 ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ ФЕРРОМАГНЕТИКА ГЕЙЗЕНБЕРГА И СВЯЗАННОЕ С НИМ УРАВНЕНИЕ ХАНТЕРА-САКСОНА

[bookmark: _Hlk138245796]Этот раздел основан на изучении связи между обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга и интегрируемым нелинейным уравнением Хантера-Саксона. Сначала устанавливаем калибровочную эквивалентность этих уравнений. Более того, выводим связь решений этих двух систем. Далее, определяем геометрическую связь между уравнением Хантера-Саксона и обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга. Установление геометрической эквивалентности включает в себя два этапа. Первоначально, подобно первому разделу, строим пространственные кривые, индуцированные уравнением Хантера-Саксона. Затем с помощью построенных кривых покажем эквивалентность уравнения Хантера-Саксона и обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга.
Прежде чем перейти непосредственно к установлению связи между обобщенными уравнениями ферромагнетика Гейзенберга и интегрируемыми нелинейным уравнениям Хантера-Саксона, дадим определение обобщенного уравнение ферромагнетика Гейзенберга и некоторых его свойство.

[bookmark: _Toc135765038][bookmark: _Toc132104493][bookmark: _Toc134555841][bookmark: _Hlk131498186]3.1 Обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга
Рассмотрим новую спиновую систему, которая являются обобщением уравнение ферромагнетика Гейзенберга. Она моделирует некоторые процессы ферромагнетизма [102].
Обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга имеет вид


[bookmark: _Hlk133833382]		(3.1)


Здесь действительная функция  определяется как


		(3.2)


где – некоторая постоянная;

 – спиновая матрица, которая удовлетворяет следующие свойства


	.	(3.3)

Векторная форма обобщенного уравнение ферромагнетика Гейзенберга задается в виде


	.	(3.4)



Здесь – трехкомпонентный спиновый вектор,  и

	.	(3.5)

Обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга интегрируема с помощью МОЗР, тогда для него существует представление Лакса. Представление Лакса обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга имеет вид


		(3.6)


		(3.7)






Здесь  – собственная функция, соответственно, -собственное значение (спектральный параметр). Матричные функций размера  -,  определим как	


	,	(3.8)


	.	(3.9)

[bookmark: _Toc127369248][bookmark: _Toc127369349][bookmark: _Toc132104495][bookmark: _Toc134555844][bookmark: _Toc135765039]3.2 Уравнение Хантера-Саксонa
Данный подраздел посвящается уравнению Хантера-Саксона, которое так же относится к интегрируемым нелинейным уравнениям. В 1991 году уравнение Хантера-Саксона было введено Дж. К. Хантером и Р. Сакстоном [103]. Уравнение Хантера-Сакстона описывает распространение волны в массивном векторном поле жидкого кристалл [104-106].





Геометрическая интерпретация уравнения Хантера-Саксона является тот, что для пространственно периодических функций, он описывает геодезический поток на однородном пространстве бесконечномерной группы Ли относительно право инвариантной однородной метрики . Геометрическая интерпретация уравнения Хантера-Саксона устанавливает естественную связь с уравнением Камассы-Холма, описывающим геодезический поток на  относительно право инвариантной метрики  [107-110].
В настоящее время уравнение Хантера-Саксона вызывает повышенный интерес исследователей в разных областях фундаментальной науки. Этому свидетельствует возникновение его различных обобщении, редукции в виде: дисперсионное уравнение Хантера-Саксона, r-уравнение Хантера-Саксона, обобщенное уравнение Хантера-Саксона, модифицированное уравнение Хантера-Саксона, двухкомпонентная система Хантера-Саксона и [111-114].
Уравнение Хантера-Саксона имеет вид


	.	(3.10)

Один раз дифференцируя уравнение (3.10), получим еще одну форму уравнение Хантера-Саксона


	,	(3.11)




где подиндексы обозначают частное дифференцирование по пространственной и временной независимой переменной. Рассматриваемая область  является либо действительной прямой, либо периодическим интервалом, либо интервалом  с нулевыми граничными условиями .
Уравнение (3.11) является двухвариантной, полностью интегрируемой системой с бигамильтоновой структурой [103, c.1499]. В работе [104, p.372] Дж.K. Хантером и Ю. Чжэном так же были приведены бесконечное семейство гамильтоновых потоков с соответствующими законами сохранения. Первая гамильтонова форма для уравнения Хантера-Саксона определяется как 


	,	


где . Соответственно, вторая гамильтонова структура имеет в вид


	,	


где .
Представление Лакса уравнение Хантера-Саксона (3.10) было определено в той же работе [104, p. 370] в виде


	,	


где . Более того, ими было установлено существование двух различных типов слабых решений уравнения (3.1) [104, p. 377, p. 383]. Решения обратной задачи рассеяния для уравнения Хантера-Саксона были построены в [115].

Рассмотрим уравнение Хантера-Саксона в терминах функции  в виде


	,	(3.12)


	,	(3.13)


где  – действительная функция. Система уравнений (3.12), (3.13) представляется как высокочастотный предел хорошо известного уравнения Камасса-Холма [116]. Уравнение Камасса-Холма является интегрируемым модельным уравнением для волн на мелководье и имеет вид [116, p. 1661; 117]


	,	


	,	


здесь  так же действительная функция.

В размерности уравнение Хантера-Саксона соответствует линейной системе, предложенной в работе [118]


		(3.14)


	,	(3.15)


где  – собственная функция и, соответственно;
[image: ][image: ] – собственное значение.
Утверждение 3.1. Уравнения (3.12)-(3.13)эквивалентны матричной форме представления Лакса


		(3.16)


		(3.17)

где пара Лакса определяется в виде


	, .	(3.18)





Здесь  и  функций, зависящие от пространственной переменной  и временной переменной .



Для обоснования утверждения, рассмотрим условие совместности , что является условию нулевой кривизны для матриц  и 


		(3.19)






Используя определение коммутатора матриц, найдем все компоненты выражения. Найденные значение подставим в условие нулевой кривизны (3.19). Левая часть равенство (3.19) представляет собой полином по степени. Коэффициенты второй строки первого столбца при  и  соответственно, равны (3.12) и (3.13). Все остальные выражения исчезают тождественно в силу специального выбора матриц  и . Данное упреждение нам понадобится для доказательства теоремы в последующих разделах.
[bookmark: _Toc134555847][bookmark: _Toc132104498]
[bookmark: _Toc135765040]3.3 Калибровочная эквивалентность уравнение Хантера-Саксона и обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга
В этом разделе с помощью калибровочного преобразования установлена эквивалентность между уравнением Хантера-Саксона и обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга. Наряду с этим показана связь их решении.
[bookmark: GEQ124]Теорема3.1. Обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга


		

и уравнение Хантера-Саксона


	,	


	,	

калибровочно эквивалентны друг другу [102,p. 35].
Доказательство. Опираясь на классическую теорию калибровочной эквивалентности, начнем доказательство теоремы с преобразования

	,	(3.20)





где  – решение системы (3.6)-(3.7), соответствующих обобщенному уравнению ферромагнетика Гейзенберга (3.1),– решение системы (3.16)-(3.17), соответствующей уравнению Хантера-Саксона (3.12)-(3.13), – произвольная матричная функция, являющаяся решением системы (3.7)-(3.8) при .


Производная вектор-функции по  равна


	,	(3.21)


Проведя аналогичный расчет для производных по , получим 


	,	(3.22)

где



	, .	(3.23)


Введем спиновую матрицу  вида


	,	(3.24)


где  – матрица Паули определяется как (1.3)
После некоторых вычислений получаем


	,	(3.25)


	,	(3.26)


	,	(3.27)

Подставляя (3.25)-(3.27) в (3.21), (3.22), получаем представление Лакса для обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга (3.8)-(3.9). Теперь легко проверить, что условие совместности


	,	(3.30)

с учетом (3.6)-(3.7) эквивалентна обобщенному уравнению ферромагнетика Гейзенберга. Теорема доказана.


	Следствие 3.1. Пусть - решение обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга (3.1), а - соответствующее решение уравнения Хантера-Саксона (3.12)-(3.13). Тогда связь этих решений выражается через (3.2).



Доказательство следствие легко вытекает из определения спинного вектора . Вычислим . Отсюда получим  или 


		

Таким образом, доказанная теорема и ее следствие могут помочь определить природу, свойства решений спин системы и наоборот.

[bookmark: _Toc132104501][bookmark: _Toc134555850][bookmark: _Toc135765041]3.4 Геометрическая связь между уравнением Хантера-Саксона и обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга



Даны подраздел посвящён установлению геометрической связи уравнения Хантера-Саксона с обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга. Предложены метод отличается от метода М. Лакшманана тем, что не требует начальной идентификаций спинового вектора с базисным вектором . Спиновая система выводится непосредственно из уравнения движения вектора . Установление геометрической эквивалентности включает в себя два этапа. Сначала построим с помощью дифференциальной геометрии пространственные кривые уравнения Хантера-Саксона. Затем с помощью построенных кривых покажем эквивалентность уравнения Хантера-Саксона и обобщенного уравнение ферромагнетика Гейзенберга.

[bookmark: _Toc132104502][bookmark: _Toc135765042][bookmark: _Toc134555851]3.4.1 Движение пространственных кривых. Солитонные связи


C использованием матриц Паули (1.3), перепишем пару Лакса, соответствующий уравнению Хантера-Саксона (3.18), в терминах матриц  и 


	,	(3.31)


	.	(3.32)




Далее, пару Лакса уравнения Хантера-Саксона необходима выразить через базисные элементы алгебры Ли. Базисными ортами или генератором алгебры Ли являются, , . Базисные орты определяются как . Они подчиняются, как и матрицы Паули, следующим коммутационным соотношениям


		(3.33)

Тогда разложение пара Лакса (3.31), (3.32) на базисные орты алгебры Ли имеет форму


	,	(3.34)


	,	(3.35)

где


	,	(3.36)


		(3.37)




Теперь рассмотрим базис алгебры Ли . Базисные элементы  в алгебре  определяются в виде


		(3.38)

Они удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям


		(3.39)


Коммутационные соотношения для двух алгебр одинаковый, это означает следующее соответствие между их базисными элементами . Тогда можно построим следующие две матрицы


	,	(3.40)


		(3.41)


Далее построем интегрируемые движение пространственных кривых, индуцированное уравнением Хантера-Саксона (3.12)-(3.13). Рассмотрим гладкую пространственную кривую в  заданной выражением


		(3.42)




где – длина дуги кривой в каждый момент времени . Тогда эту кривую можно описать через ортонормированную триаду . Здесь 


		(3.43)

Здесь


		(3.44)


где – кручение;





 – геодезическая кривизна и нормальная кривизна кривой, соответственно.  –искомые функции, которые будут выражаться через . С другой стороны, матрицы  и  равны (3.40), (3.41). Приравнивая эти выражения, получим


		(3.45)
а также

	,	

	,	(3.46)

	.	

Система (3.44) имеет условия совместности в виде


		(3.47)

Из разложения по элементам матрицы уравнения (3.46) получаем


	,	

	,	(3.48)

	.	

Более того, элементы первой строки третьего столбца уравнения (3.47) дают


		(3.49)


Тогда нетрудно убедиться, что разложение уравнения (3.49) по степени  дает уравнение Хантера-Саксона


		


	.	

В заключение стоит отметить, что из (3.45) следует, что пространственная кривая, соответствующая уравнению Хантера-Саксона, имеет нулевую геодезическую кривизну.

[bookmark: _Toc132104503][bookmark: _Toc135765043][bookmark: _Toc134555852]3.4.2 Геометрическая эквивалентность между уравнением Хантера-Саксона и обобщенным уравнением ферромагнетика Гейзенберга


Целю данного подраздела является с помощью, построенных пространственных кривых доказать геометрическую эквивалентность уравнения Хантера-Саксона и обобщенного уравнение ферромагнетика Гейзенберга. Здесь вернемся к системе (3.43), состоящей из соотношений Серре-Френе с присоединенной временной эволюцией ортонормированной триады . Напомним, что эта система имеет условие совместимости, задана (3.47). Перепишем условие (3.46) в терминах компонентов матриц C, D и подставив значение , получим


	,	


	,	(3.50)


	,	

так же


	,	


	,	(3.51)


	.	




Вычислим вторые производные по  и  от функции . Сделав некоторые несложные вычисления, получим


	,	


	,	(3.52)


	.	


Теперь установим их векторное произведение с вектором 


	,	(3.53)


	,	(3.54)


		(3.55)


		(3.56)


	.	(3.57)


Введем обозначение , . Тогда перепишем выражение (3.56) в следующем виде


		(3.58)



Выразим и  с помощью системы (3.55), (3.58)


		(3.59)


		(3.60)




Здесь . Подставим найденные значенияи  в (3.28)


		(3.61)




Обозначим через , и , тогда (3.61) примет вид:


		(3.62)



Вычислим значение 


	,	

	,	(3.63)

		

Выполнив несложные вычисление, получим


	.	(3.64)


После отождествления , окончательно получаем


	.	(3.65)

Это не что иное, как векторная форма обобщенного уравнение ферромагнетика Гейзенберга (3.4). И так, мы доказали, следующую теорему.
Теорема 3.2. Уравнение Хантера-Саксона (3.12)-(3.13) 


		

	.	

и обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга (3.1)


		

геометрически эквивалентны.

[bookmark: _Toc132104504][bookmark: _Toc134555853][bookmark: _Toc135765044]Выводы по разделу

[bookmark: _Hlk138246476]В этой разделе задана новое обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга. Получено представление Лакса обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга. Также была получена матричная форма представления Лакса для уравнения Хантера-Саксона. Далее с помощью уравнения Серре-Френе были построены пространственные кривые уравнения Хантера-Саксона. В то же время уравнение, соответствующее  дает обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга. Посредством полученных кривых была доказана геометрическая эквивалентность уравнения Хантера-Саксона и обобщенного уравнения ферромагнетика Гейзенберга. Вместе тем, установлено калибровочная эквивалентность уравнение Хантера-Саксона и обобщенного уравнение ферромагнетика Гейзенберга, а также связь между их решениями.
[bookmark: _Toc135765045][bookmark: _Toc134555854]
4 ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СПИНОВЫЕ СИСТЕМЫ И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ УРАВНЕНИЯ ТИПА ЯДЖИМЫ-ОЙКАВЫ


Данный раздел диссертации посвящен рассмотрению нелинейных моделей, описывающий взаимодействие длинных и коротких волн, которые задаются уравнениями типа Яджимы-Ойкавы. Они интегрируемые и имеют пары Лакса. Вследствие этого они калибровочно эквивалентны некоторым интегрируемым обобщенным уравнениям ферромагнетика Гейзенберга. Установление калибровочной эквивалентности между моделями взаимодействие длинных и коротких волн и уравнениями ферромагнетика Гейзенберга с самосогласованным потенциалом является целью данного раздела. Более того, определение бездисперсионого предела уравнения Ма, который является одним из представителей моделей взаимодействие длинных и коротких волн, является одной из задач этого раздела. Также, установление калибровочной эквивалентности между (2+1)–мерным двухкомпонентным нелинейным уравнением Шредингера и - спиновой системой. 

[bookmark: _Toc131249067][bookmark: _Toc134555855][bookmark: _Toc135765046]4.1 Cпиновая система
В данной разделе рассмотрим следующую спиновую систему (СС)


		(4.1)


Здесь спиновая матрица  имеет вид


		(4.2)

и удовлетворяет следующие условия


		(4.3)

Спиновая система представляет собой интегрируемое обобщенное уравнение типа ферромагнетика Гейзенберга. Представление Лакса спиновой системы определяется выражением


		(4.4)


		(4.5)

где пара Лакса определяется как 


		(4.6)


		(4.7)

[bookmark: _Toc131249068][bookmark: _Toc135765047][bookmark: _Toc134555856]4.2 Уравнение Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла
Одним из обобщенных интегрируемых уравнений описывающих взаимодействие длинных и коротких волн является уравнение Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла (УЯОН) [59, p. 124]


		(4.8)


		(4.9)




где параметры  – произвольные вещественные постоянные. Эти параметры можно рассматривать как независимые константы, ответственные за перекрестное взаимодействие длинных и коротких волн. Эта система сводится к уравнению Яджимы-Ойкавы при  и к уравнению Ньюэлла при . Уравнение Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла интегрируемо. Его представление Лакса имеет вид 


		(4.10)


		(4.11)

где


		(4.12)


	.	(4.13)



Здесь  ‒ матрица размера  представляются в виде


		


		


		

[bookmark: _Toc131249069][bookmark: _Toc134555857][bookmark: _Toc135765048]4.3 Калибровочная эквивалентность между спиновой системой и уравнением Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла
Теорема 4.1. Уравнение Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла


		

		
и спиновая система

		
калибровочно эквивалентны.

Доказательство теоремы будем строить аналогично предыдущему разделу. Рассмотрим калибровочное преобразование, задаваемое матрицей 


	.	(4.14)

Из формул (4.12)-(4.13), получаем


		


		
где

	.	

Из (4.14) имеем


	.	


где  После некоторых вычислений как результат, получаем


	,	
или




С другой стороны,


		

Следовательно,


	,	

итак, имеем 


	.	

С учетом формулы


	,	

получаем


	,	

Таким образом, показано, что

		


	.	

Окончательно, вывели пара Лакса спиновой системы (4.1) в следующим виде

		

	,	

Здесь матрица  удовлетворяет следующим условиям 


	.	

Так как уравнение Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла является интегрируемым, допускает бесконечное число интегралов движения. К примеру, приведем следующий интеграл движения для уравнение Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла (4.1)-(4.2)


	,	
где

		



где  некоторые постоянные. Величина  удовлетворяет следующему закону сохранения


	,	

так что для граничных условий


	.	


Более того, выполняется .

[bookmark: _Toc131249070][bookmark: _Toc135765049][bookmark: _Toc134555858]4.4 Калибровочная эквивалентность между уравнением Яджимы-Ойкавы и MM-II
Одним из первых примеров интегрируемых моделей взаимодействия длинных и коротких волн является уравнение Яджимы-Ойкавы [52, p. 1719]


	,	(4.15)


	.	(4.16)

Уравнение Яджимы-Ойкавы допускает некоторые редукции:
1. 
если , то она переходит в нелинейное уравнение Шредингера с притяжением


.

2. 
если , то она переходит в уравнение резонансного взаимодействия длинных и коротких волн


,



Пара Лакса уравнение Яджимы-Ойкавы определяется в виде


	,	(4.17)


	.	(4.18)

где


	


		


		




Рассмотрим калибровочное преобразование ,  в виде , где


	.	

Тогда


	.	

Получаем


	,	


	.	



Введем две новые матрицы  и  в виде


	.	

Тогда


	,	


	.	

Эта пара Лакса дает следующее уравнение Маханькова-Мырзакулова-II (УММ- II) [119]


		(4.19)


		(4.20)

где


	,	


	.	

[bookmark: _Toc131249071][bookmark: _Toc134555859][bookmark: _Toc135765050]4.5 Уравнение MM-I и его связь с уравнением Ма
Рассмотрим уравнение Маханькова-Мырзакулова-I (УММ- I) [119, c.5]


		(4.21)



где спиновая матрица  удовлетворяет условию . Уравнение ММ-I интегрируемое. Соответствующее представление Лакса имеет вид 


	,	


	,	
где


	,	


	.	

Еще одним представителем моделей длинных и коротких волн является уравнение Ma (УM) [57, c.13]. Нелинейная система Ма известна как, описывающая резонансное взаимодействие короткой и длиной волн в плазме. Уравнение Ма является вполне интегрируемым с помощью метода обратной задачи рассеяния. Уравнение Ма задается в виде


	,	(4.22)


	.	(4.23)

После некоторых простых преобразований уравнение Ma принимает форму уравнение Яджимы-Ойкавы (4.1)-(4.2). В отличие от уравнения Яджимы-Ойкавы, для уравнения Ma представление Лакса имеет более простую форму [59, p. 127]


	,	


	,	

где

		
Здесь

		


		

Теорема 4.2. Уравнение Маханькова-Мырзакулова-I

	,	
и уравнению Ma

	.	

	.	
калибровочно эквивалентны друг другу. 


	Доказательство. Рассмотрим калибровочное преобразование , где . Тогда имеем 


		

где


	.	

В результате получаем


	,	


	.	

или 

	.	

После некоторых вычислений получаем


		



где . Матричная функция удовлетворяет следующим условиям


		


Нетрудно проверить, что матричная функция  удовлетворяет УMM-I (4.21). Это доказывает, что УMM-I (4.21) и УМ (4.22)-(4.23) калибровочно эквивалентны друг другу.

4.6 Бездисперсионный предел уравнение Ма
Одним из больших разделов интегрируемых уравнений является бездисперсионные уравнения. В последние десятилетия бездисперсионные интегрируемые уравнения вызывают значительный интерес с точки зрения их обширного применения в различных областях математической физики, прикладной математики и физики. 
В данной подразделе предложена новое интегрируемое бездисперсионное уравнение Ма, которое является некоторым обобщением распространенного уравнение Ландау-Лифшица. А также, получена представление Лакса для этого уравнение, которое доказывает его интегрируемость.
Перепишем (1+1)-мерное нелинейное уравнение Ма в виде


	,	(4.24)


	,	(4.25)



с другой стороны, уравнения Ма можно переписать в терминах функций  и 


	,	(4.26)


	,	(4.27)





Где ,  и -комплекснозначные функций, . В дальнейшем мы будем работать с системой уравнения (4.26), (4.27). Представление Лакса для уравнение (4.26), (4.27) выглядит следующим образом

	,	(4.28)


	,	(4.29)





где -собственное значение и  ‒ собственная функция, соответствующая собственному значению. Здесь матричные функции  и  имеют формы


	,	(4.30)


	,	(4.31)





где ,  и -матрицы размерности 


	,	(4.32)


	,	(4.33)



и матрица  будет равна .
Теорема 4.3. (1+1) -мерное нелинейное уравнение Ма


	,	

	,	
имеет бездисперсионный предел в виде


	,	

	,	

	.	



Доказательство. Передем к непосредственному нахождению бездисперсионного предела нашего уравнение. Произведем масштабное преобразование по переменным ,  для система уравнении (4.26), (4.27) следующим образом


	,	(4.34)



-бесконечна малая. Если перейдем к непрерывному пределу , то система уравнении (4.26), (4.27) примет вид


	,	(4.35)


	.	(4.36)

Произведем замену переменных в таком виде


	,	(4.37)





где  и -вещественно значные функции, а также . Далее, нужно вычислить все члены нелинейной системы (4.35)-(4.36). Продифференцируем выражение (4.37) по переменной , получим


	,	(4.38)


	.	(4.39)


Затем по переменной 


	,	(4.40)

	Путем подстановки формул (4.38)-(4.40) в равенств (4.35)-(4.36), получаем


	.	(4.41)




	Предел при  полученного уравнения называется бездисперсионным пределом, поскольку дисперсионный член  обращается в нуль. Затем, разложим последние выражение по различным степеням . Произведя некоторые элементарные вычисление, получим окончательный вид системы


	,	(4.42)


	,	(4.43)


	,	(4.44)

	Таким образом, система уравнения (4.42)- (4.44) является искомым бесдисперсионным пределом (1+1)-мерного уравнения Ма.
	Бесдисперсионное уравнение Ма интегрируемо, вследствие этого оно имеет представление Лакса.
	Следствие 4.1. Бесдисперсионное (1+1)-мерное уравнение Ма имеет представление Лакса в виде 


	,	

	,	
или

	,	

	.	


Доказательство. Для того чтобы построить представления Лакса для бездисперсионного уравнение Ма (4.42)- (4.44) рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнения по 


	,	(4.45)


	,	(4.46)


	,	(4.47)


и соответственно по 


	,	(4.48)


	,	(4.49)


	.	(4.50)


	Введем функцию  в следующем виде


	,	(4.51)


	,	(4.52)


	.	(4.53)






где , , и -вещественные функции, а так же функция  имеет вид (4.37). Далее, применив масштабное преобразование (4.34), получим эквивалентное соотношение дифференциальным системам (4.45)-(4.47) и (4.48)-(4.50), соответственно


	,	(4.54)


	,	(4.55)


	,	(4.56)


	,	(4.57)

	,	(4.58)

	.	(4.59)



Затем, получим производные по  и  из соотношения (4.51)-(4.53)


	,	(4.60)

	,	(4.61)

	,	(4.62)

	,	(4.63)

	,	(4.64)

	.	(4.65)

Приравниваем выражение (4.54)-(4.56) с (4.60)-(4.62), выводим


	,	(4.66)


	,	(4.67)


	.	(4.68)



Перейдя к пределу при , а так же разложив по различным степеням  систему (4.66)-(4.68) получим


	,	(4.69)


	,	(4.70)


	,	(4.71)

	Выражения (4.69)-(4.71) могут быть записаны более упрощенно в виде


	,	(4.72)


	,	(4.73)


	.	(4.74)


Отсюда находим 


	,	(4.75)


и для функций  имеем


	.	(4.76)

Подставляя найденное соотношения в (4.73), получим


	.	(4.77)


Если , то это уравнение сводится к форме


	.	(4.78)




Предполагая, что , следовательно , окончательно получим уравнение в терминах функций  в виде


	.	(4.79)
или

	.	(4.80)



где  и . Тем самым, получаем часть представления Лакса. 

Теперь перейдем ко второй временной части представление Лакса. Аналогично , приравнивая уравнения (4.57)-(4.59) к уравнениям (4.63)-(4.65) имеем


	.	(4.81)

Подставляя выражения (4.74) в найденное уравнение (4.81), находим

	.	(4.82)

	После элементарных преобразований и учитывая (4.76) последнее выражение примет следующий вид


	.	(4.83)



	Для получения уравнение в терминах функций  продифференцируем уравнение по переменной 


	.	(4.84)


Замена переменных в виде  дает


	.	(4.85)


	Затем, используем обозначение  окончательно получим вторую часть представление Лакса


	.	(4.86)

Итак, представлением Лакса для бездисперсионного уравнение Ма является (4.78), (4.85) или (4.80), (4.86).

[bookmark: _Toc131249072][bookmark: _Toc134555860][bookmark: _Toc135765051]4.7 Спиновая система и ее связь с уравнением Ньюэлла
Спиновая система имеет вид


	,	(4.87)


где спиновая матрица  определяется как


	.	

и удовлетворяет следующим условиям


		




Здесь ,  - комплексная функция и  – вещественные функции. Вычислим некоторые полезные выражения:


		


		

Отсюда получаем следующее условие


	.	

Спиновая система представляет собой интегрируемое обобщенное уравнение типа ферромагнетика Гейзенберга. Представление Лакса спиной системы определяется выражением [59, p. 128]


	,	

где

	,	

Нетрудно убедиться, что калибровочным эквивалентом СС (4.87) является уравнение Ньюэлла (УН), которое читается как [59, p. 128]


	,	


	,	


где . Заметим, что помимо длинноволновой связи с коротковолновой, короткая волна имеет то же самовоздействие, что и уравнение НУШ (1.4). УН интегрируемо. Его представление Лакса выглядит согласно [59, p. 129]


		
где




Нетрудно проверить, что эти матрицы удовлетворяют следующим условиям


		


		

где


		
[bookmark: _Toc131249073]
[bookmark: _Toc134555861][bookmark: _Toc135765052]4.8 Уравнение Генга-Ли
Рассмотрим снова спиновую систему


	.	(4.88)


В отличие от предыдущих случаев, спиновая матрица  удовлетворяет условиям


		(4.89)

Тогда преставление Лакса спиновой системы (4.86) принимает вид


		(4.90)

где


	



Предположим теперь, что матрица  определяется как , где


	.	



Рассмотрим калибровочное преобразование . Отсюда и из уравнений (4.87) следует, что новая матричная функция  удовлетворяет уравнениям 


	,	


		

Условие совместимости


	,	

дает уравнение Генга-Ли (УГЛ) [59, p. 129]


		(4.91)


[bookmark: _Toc131249074]	,	(4.92)

Это доказывает следующую теорему
Теорема 4.4. Спиновая система

	.	

с условиями  и преставлением Лакса 

	
калибровочно-эквивалентно уравнение Генга-Ли 

		

	.	


[bookmark: _Toc134555862][bookmark: _Toc135765053]4.9 -спиновая система
В последние десятилетия интенсивно изучаются многомерные, в частности (2+1) и (3+1)-мерные нелинейные эволюционные уравнения. Среди (2+1)-мерных интегрируемых уравнений наиболее известны нелинейное уравнение Шредингера 
(2+1) - размерное двухкомпонентное нелинейное уравнение Шредингера имеет вид


	,	(4.93)


	,	(4.94)


	,	(4.95)


	,	(4.96)


	,	(4.97)


	,	(4.98)


	,	(4.99)


	,	(4.100)






где , - комплексные функции и , ,  - действительные функции. Оно интегрируется методом обратной задачи рассеяния, таким образом, для него существует представление Лакса в виде


		(4.101)


		(4.102)



Здесь матричные операторы  и  соответственно имеют вид


		(4.103)


	,	(4.104)
и

		(4.105)

-спиновая система, которая соответствует двухслойному уравнению M-I, имеет вид


		(4.106)


		(4.107)


где матрица  определяется в виде



	, .	(4.108)



Введем обозначения . Элементы матрицы  удовлетворяют некоторые ограничения



	, .	(4.109)


Утверждение 4.1. Представление Лакса для  -спиновой системы (4.106)- (4.107) определяется в виде


		(4.110)


	,	(4.111)
где



	,.	(4.112)



Доказательство. Из условия совместности система (4.110), (4.111) и (4.112),  и матрицы и удовлетворяют условию нулевой кривизны


		(4.113)

Тогда подставив выражения (4.110), (4.111) и (4.112) в условие нулевой кривизны (4.113), получим


		(4.114)


		


		(4.115)

Окончательно выводим


		(4.116)


		(4.117)


		(4.118)


	Итак, получили искомую -спиновую систему, соответствующую двухслойному уравнению M-I


	

	.


Теорема 4.5. (2 + 1) -мерная двухкомпонентное нелинейное уравнение Шредингера НУШ (4.93) - (4.100) и -спиновая система (4.106) - (4.107) калибровочно эквивалентны друг другу.
Доказательство. Рассмотрим следующее калибровочное преобразование



	, ,	(4.119)







где  – решение системы соответствующей нелинейному уравнению Шредингера, а  – решение системы, соответствующей -спиновой системе, а также  – произвольная матричная функция, которая является также решение системы (4.93)-(4.100) при . Производная функции по равна


	.	(4.120)
Подставим выражения (4.101), (4.102) и (4.103) в (4.120), получаем





Далее берем производную по 




Окончательно


		(4.121)



Последняя формула зависит от , которую нужно выразить через . Из выражения (4.111) следует


	,	(4.122)
	С другой стороны


	,	(4.123)

Далее введем условное обозначение


	,	(4.124)

тогда из уравнения (4.124) следует


	.	(4.125)

С учетом (4.125) получаем


	.	(4.126)


Теперь нужно выразить  через матрицу . Для этого представим матрицу в следующем виде

	,	(4.127)





Где , , -неизвестная функция. Следовательно,  и 

		


	,	(4.128)

	.	(4.129)

Подставив полученное выражение в  (4.110), получим


		(4.130)


Окончательно, представление Лакса для -спиновой системы имеет вид


		


	,	
где

		


		




Итак, мы получили представление Лакса для спиновой системы (4.110)-(4.111). Условие совместности систем матриц  и  дает -спиновую систему.

[bookmark: _Toc135765054][bookmark: _Toc134555863]Выводы по разделу
[bookmark: _Hlk138246836]Нелинейные модели, описывающие взаимодействие длинных и коротких волн, задаются уравнениями типа Яджимы-Ойкавы. В этом разделе были исследованы некоторые интегрируемые модели длинных и коротких волн, а именно уравнение Яджимы-Ойкавы, уравнение Ньюэлла, уравнение Ма, уравнение Генга-Ли и т.д. Любые интегрируемые уравнения, допускающие представления Лакса, вообще говоря, калибровочно эквивалентны некоторому интегрируемому обобщенному УФГ. В этом контексте интересно найти калибровочные эквивалентные аналоги вышеупомянутых интегрируемых моделей длинных и коротких волн. В этом разделе найдены калибровочные эквивалентные аналоги интегрируемых уравнений описывающих взаимодействие длинных и коротких волн. Эти калибровочные эквиваленты являются интегрируемыми обобщенными уравнениями ферромагнетика Гейзенберга с самосогласованным потенциалом. Приведены соответствующие представления Лакса этих обобщенных уравнений ферромагнетика Гейзенберга с самосогласованным потенциалом. 



Более того, рассмотрена -спиновая система, соответствующую двухслойному уравнению M-I. Предложена матричная форма представления Лакса для рассматриваемого уравнения.  Такое представление Лакса расширяет возможности изучения -спиновой системы. В частности, используя матричную форму представления Лакса для -спиновой системы, установлена калибровочная эквивалентность этого уравнения с (2+1)-мерным двухкомпонентным нелинейным уравнением Шредингера.
[bookmark: _Toc135765055][bookmark: _Toc134555882]
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации содержатся новые, научно обоснованные теоретические результаты, являющиеся итогом достижения основной цели и решения поставленных задач. Совокупность полученных результатов имеют значение для развития представлений о связи спиновых систем с интегрируемыми нелинейными уравнениями, основанных на эквивалентной связи и дифференциальной геометрии. По результатам диссертационной работы можно сделать следующие выводы:
1. 

Представлены три новых репера и три новых преобразования, связанных с нелинейным уравнением типа Шредингера в соответствии с анголономными координатами относительно гибридного репера в трехмерном пространстве Минковского . Более того, получены три геометрические фазы для трех формулировок через анголономные координаты гибридного репера в . 
2. Выведена новое обобщение уравнение ферромагнетика Гейзенберга, связанных с уравнением Хантера-Саксона. Связь этих уравнений базируется на теории калибровочной и геометрической эквивалентности. Геометрическая эквивалентность строится с помощью пространственных кривых, индуцированных уравнением Хантера-Саксона. Более того, установлена связь между их решениями.
3. 



Найдены калибровочные эквивалентные аналоги интегрируемых уравнений взаимодействия длинных и коротких волн, которые являются обобщенными уравнениями ферромагнетика Гейзенберга с самосогласованными потенциалами. Приведены соответствующие представление Лакса этих систем. Установлена связь между уравнениями описывающие взаимодействие длинных и коротких волн и спиновыми системами, которые возникают из условия совместности матриц ,  размерности . А именно, установлена калибровочная эквивалентность уравнения Яджимы-Ойкавы-Ньюэлла со спиновой системой, уравнения Яджимы-Ойкавы с уравнением ММ-II, уравнения Ма с уравнением ММ-I, уравнения Генга-Ли с уравнением M-XXXIV. Более того, получен бездисперсионный предел уравнения Ма. Также установлена калибровочная эквивалентность -спиновой системы с (2+1)-мерным двухкомпонентным нелинейным уравнением Шредингера.
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