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Диссертациялық жұмыстың өзектілігі. 
Пластиналар конструкциялардың жазық элементтері есебінде құрылыс және техника салаларында көптеп қолданылады. Бұның себебін жұқа қабатты конструкциялардың жеңілдігімен, формалардың тиімділігімен және арзандығымен түсіндіруге болады.
Су өткізбейтін материалдардан конструкциялар құру мәселесі және сонымен қатар, геофизика, сейсмология салаларында пайда болатын өндірістік есептер жаңадан нақтыланған есептеу теориясын құруды қажет етеді.
Бұл талаптар конструкцияларды пайдалану кезіндегі олардың математикалық моделін, механикалық қасиеттерін, деформацияланған кездегі күштердің әсерін барынша шынайы түрде ескеру үшін қажет. Бұл мәселе соңғы кезде жобаланып жатқан көптеген инженерлік конструкциялар мен ғимараттарды жобалауда, әртүрлі ғимараттардың іргелерін, аэродромдардың ұшу алаңдарын және автокөлік жолдарын жолбалаумен байланыстыруға болады.
Бұл саладағы негізгі теориялық проблема болып жазық элементтер тербелісінің шеттік есептерін және материалдардың динамикасын зерттеу, сонымен қатар екі өлшемді және үш өлшемді есептерді шешудің қатаң түрдегі математикалық әдістерін жетілдіру болып табылады, алайда бұл проблема қазіргі күнге дейін толық шешілген жоқ, себебі қазіргі кездегі пайдаланылатын есептеу әдістері тербелісінің шеттік есептерінде пайда болатын сұрақтарға толық жауап бермейді. Сонымен қатар, бұл зерттеу барысында қандай математикалық моделді негізге алу керектігі жөнінде біркелкі көзқарас жоқ.
Қазіргі ғылымда тұтқыр-серпімді қасиеттері бар материалдар, атап айтқанда, тұтқыр-серпімді денелерді деформациялаудың стационарлық емес процестері саласындағы полимерлі, іргелі зерттеулер және тұтқыр-серпімді материалдардан жасалған инженерлік құрылымдар элементтерінің нақты есептеулері инженерлік тәжірибенің әртүрлі салаларында кеңінен қолданылады.
Нақты иженерлік есептерді және қазіргі заманғы тербеліс есептерініндегі зерттеулерді жүргізу барысында, жазық элементтерінің физика-механикалық қасиеттерін толығырақ ескеру қажеттілігі туады.
Негізгі сұрақтардың бірі болып, жазық элементтер тербелісінің шеттік есептерін математикалық моделдеу және зерттеу болып табылады. Бұл тақырыптың өзектілігі көптеген конгрестер мен симпозиумдарда атап өтілді. 
Зерттеу нәтижелерінің дұрыстығы мен негізділігі.
Диссертациялық жұмыстың ережелері мен тұжырымдарының негізділігі математиканың жақсы сыналған аналитикалық және сандық әдістерін қолдана отырып, үш өлшемді қойылымдағы жазық элементті қарастыруға негізделген.
Қарастырылған мәселені шешуде зерттеулермен қол жеткізген барлық маңызды және құнды нәрселерге әдебиеттердің қысқаша кіріспесі мен оларға шолуда жауап беру мүмкін емес. Бұл, ең алдымен, математика және механика саласындағы жұмыстардың мазмұны негіз моделімен ғана емес, сонымен қатар конструкция түрімен де, қандай есеп қарастырылатындығымен де, яғни статистикалық немесе динамикалық, сызықтық немесе сызықты емес және т. б. есептердің қарастырылуымен де анықталады.
Зерттеу саласында отандық және шетелдік ғалымдардың негізгі нәтижелері алынды. Сондықтан, мұнда біз қолданбалы математиканың мен математикалық модельдерді дамытудағы ең көп таралған модельдеріне негізделген кейбір негізгі жұмыстарды ғана атап өтеміз.
Сол себепті, ұсынылған қысқаша шолу осы жұмысқа тікелей қатысты барлық қолда бар нәтижелерді толық қамтуға келмейді. Біз осы диссертациялық жұмыста қозғалған мәселелер мен сұрақтарға жақын және математика мен механикада іргелі маңызы бар жұмыстарға жүгінеміз.
Математикалық модельдерді дамытудағы іргелі идеялар мен тәсілдер, пластинканың динамикалық өзара әсері саласындағы теориялық және эксперименттік зерттеулер Ж.Д.Ахенбах[1], Э.И.Григолюк [2], Г.И.Петрашень [3], Х.А.Рахматуллин [4], С.П.Тимошенко[5], И.Г.Филиппов[6.7,8,9,10], М.И.Рамазанов [11], Б.Д.Джанмулдаев [12], А.Ж.Сейтмуратов [13,14,15] және тағы басқалар сияқты ғалымдардың есімдерімен байланысты. 
Серпімді және тұтқыр серпімді орталардағы толқындардың таралуы туралы сұрақтар Г.Кольский [16], Э.И.Григолюк [17], Ю.Н.Работнов [18], Х.А.Рахматуллин [19],С.П.Тимошенко [20], И.Г.Филиппов [21,22,23], А.Ж.Сейтмуратов[24]   және басқа да көптеген ғалымдардың еңбектерінде зерттелді. 
Көптеген өзекті ғылыми және техникалық мәселелер тербелмелі процестерді зерттеумен және толқындардың тұтас ортада таралуымен байланысты. Осы зерттеулердің нәтижелерін пайдалану стационарлық емес тербелмелі және толқындық процестерді қарастыруда үлкен пайда әкеледі. Алайда, қоршаған ортаның сыртқы әсерлерге реакциясымен, қозғалыстарды қоздыру тәсілдерімен, толқындардың кинематикалық сипаттамасымен, денелердің геометриясымен байланысты бірқатар сұрақтар туындайды, олардың шешімі қолданбалы мәнге ие және осы салаға тән өзіндік әдістердің көмегімен қол жеткізіледі.
Жұмыстың әрине, толық емес, қысқаша шолуын қорытындылай келе, жазық элементтердің динамикалық есептерін шешу мен пластиналар түрінде жазық элементтің тербелістерінің шеттік есептерін зерттеудің әлі аяқталмағанын атап өтуге болады. Олардың көпшілігін зерттеу кезінде пластиналық материалдардың тұтқырлық қасиеттері туралы жеңілдетілген болжамдар қабылданды және тербеліс жиіліктерінің шектеулі, диапазоны ғана қарастырылды.
Диссертациялық жұмыстың мақсаты.
Деформацияланатын негізде орналасқан жазық элементтер тербелісінің шеттік есептерін ескере отырып стационар емес тербелістерін есептеу әдістерін құру және математикалық модельдеу және зерттеу.
Бұл зерттеудің ғылыми маңыздылығы жазық элементтердің иілуін жалпы түрде қарастыру және оның әсерлерін толығырақ ескеру болып табылады. Бұл зерттеу жұмысы барысында алынған нәтежелер іргелердің тербелісін есептеуге және жер асты ғимараттардың қозғалыстарын есептеуге пайдалануға болады.
Зерттеу обьектісі мен пәні болып тербелістер теориясы, жазық элементтер тербелісінің математикалық моделі болып табылады.
Зерттеу әдістері. 
Толқындық өрістерді және сызықтық деформацияланатын орталарды зерттеу кезінде немесе пластиналар мен өзектердің тербеліс есептерін шешу кезінде есептің қойылымына байланысты белгілі бір математикалық әдістер қолданылады, мысалы
- Фурье және Лаплас интегралдық түрлендірулері
- Лаплас түрлендірулерінің жуық айналдыру формулалары
- Айнымалыларды бөлу әдісі
- Жазық толқындар әдісі
- Қатарлар әдісі
Зерттеу жұмысының ғылыми жаңалығы.
      Диссертациялық жұмыстың ғылыми маңыздылығы келесі:
1.Деформацияланатын негізде орналасқан жазық элементтердің динамикалық есебін жалпы түрде қою.
2.Бұл есептердің әртүрлі шекаралық шарттарға байланысты табылатын жалпы шешімін алу.
3.Жазық элементтердің еркін және еріксіз тербелістерін әр түрлі сыртқы әсерлерге байланысты және шекараларында бекітілуіне байланысты  алынатын есепті шешу.
4.Алынған нәтижелерді және практикалық тұжырымдарды салыстырмалы әдістермен талдау.
Зерттеу жұмысының практикалық маңызы.
Деформацияланатын негізде және деформацияланатын жазық элементтердің жоғарыда аталған факторлардың әсерлерін ескере отырып есептеудің жаңа әдістері көрсетілген. Сонымен қатар жазық элементтердің шекаралары әр түрлі бекітілгенде еркін тербелістерінің жилігін есептеудің әдістемесі көрсетілген.
Диссертациялық жұмыста көрсетілген тұжырымдар мен нәтижелердің ақиқаттылығы жазық элементті үш өлшемді қойылымда қарастырып белгілі бір аналитикалық әдістерді қолдануға негізделген.
Алынған нәтижелерді апробациялау
Жұмыс нәтижелері «Современная математика: проблемы и приложения» (Қызылорда,2017); «Дифференциальные уравнения и смежные проблемы» (Стерлитамак, Россия,2018); «Математика, механика және информатиканың  теориялық қолданбалы мәселелері» (Қарағанды, 12-13 маусым, 2019 ж.) және «Актуальные проблемы анализа, дифференциальных уравнений и алгебры (EMJ-2019)» (Нур-Султан,2019) халықаралық ғылыми конференцияларында  және профессор М.И.Рамазановтың жетекшілігімен өтетін ғылыми семинар мен (Академик  Е.А.Бөкетов атындағы ҚарМУ) «Математикалықталдау және дифференциалдық теңдеулер» кафедрасында баяндалып, талқыланды.
Жарияланымдар
Диссертация нәтижелері 13 жұмыста жарияланды.  Соның ішінде 3 мақала ҚР БҒМ білім және ғылым саласындағы бақылау комитеті ұсынған басылымдарда [25-27], 1 мақала Scopus деректер қорына енетін нөлдік емес импакт-факторы бар ғылыми журналда [28], 1 мақала шетелдік басылымда [29], 4 мақала халықаралық ғылыми конференциялардың еңбектері және тезистер жинақтарында [30-33], 1 мақала шет елде өткен конференция еңбектері жинағында[34] ,басқа да басылымдарда– 3 мақала [35-37]  жарияланды. 
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Диссертация кіріспеден, екі бөлімнен (әр бөлім ішкі бөлімдерге бөлінген), қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер тізімінен тұрады. Бөлімдердегі формулалардың нөмірленуі үш таңбалы,бірінші сан бөлім нөмірін, екіншісі –кіші бөлімнің  нөмірін, үшіншісі - кіші бөлім ішіндегі формула нөмірін білдіреді.
Диссертацияның негізгі мазмұны.
Бірінші бөлімде серпімділік және тұтқыр серпімділік теориясы туралы қажетті мәліметтер келтіріліп, серпімді тұтқыр серпімділік орталар динамикасының негізгі шектік есептері құрылып, аз деформацияларда екі компонентті, тұтқыр серпімді орталар қарастырылды. Және сұйық немесе газбен толтырылған орта үшін серпімді деформацияланатын ортадағы кішігірім ауытқуларды модельдеу есебі қарастырылады. Мұндай орталар серпімді кеуекті орталар деп аталады және нақты шеттік есептерді шығару жолдары жеңілдейді.
Кернеу компоненттеріндегі серпімді дене  үшін 







					 		
	
заңдары қолданылды.


Аз деформацияларда изотропты тұтқыр-серпімді дене үшін соңғы өрнектер  және  арасындағы сызықты емес тәуелділікті анықтайды.
Серпімді және тұтқыр-серпімді орта сияқты қарапайым модельдермен сипатталған деформацияланатын орталар үшін де көптеген стационарлық емес есептер зерттелмеген және осы есептерді нақты қойылымда шешуге мүмкіндік беретін әдістер жоқ. Сондықтан жұмыстағы қолданбалы есептер динамиканың кеңістіктік есептерін екі өлшемді немесе бір өлшемді есептеріне келтірілетін, жеңілдетілген модельдерде шешіледі. Осындай жеңілдетілген модельдер ретінде пластинкалар қарастырылды.
Пластиналардың стационарлық емес тербелістерін зерттеу үшін оларды сипаттау мақсатында математикалық моделіне жүгіне отырып, жүйелердің қозғалысы  пластинка нүктелерінің қозғалысына зертеу жүргізілді.
Оливер Хевисайданың салған алғашқы нұсқасы операциялық немесе символикалық есептеу немесе интегралды түрлендіру деп аталады, содан кейін Лаплас-Карсонның екі еселі интегралды түрлендірулері бағытында одан әрі ғылымда жалғасын тапты, ол Диткин мен Прудниковтың монографиясында кестелік интеграл түрінде жақсы сипатталған.
Осы бағыттағы кейінгі зерттеулерді  ағылшын ғалымы Бленд жүргізді және неміс ғалымы Густав Роберт Кирхгоф та өз үлесін қосты.
Біздің зерттеулер сол теорияларды өте мұқият қолданған және оларды әрі қарай толықтырған профессор И.Г. Филипповтің есептерінің төңірегінде жасалды. 
Пластиналардың тербелістерінің классикалық теориялары жазық қима гипотезаларына және Кирхгоф гипотезасына негізделген.
Кирхгорф гипотезалардың негізінде профессор И.Г. Филипповтың классикалық деп аталатын тербеліс теңдеуінің жуықтап алу әдісі қолданылды.
Сызықты деформацияланатын орталарды зерттеуде және одан шығатын есептердің берілуіне байланысты кейбір математикалық әдістермен шешілді.
Толқындық есептерді серпімді ортада қарастырғанда немесе серпімді пластиналардың тербелісі есебін шығарғанда олардың тербеліс теңдеуінің жалпы шешімін құру, күрделі математикалық есептерге әкеп соғатыны белгілі. Бұл қиындық әр түрлі шекаралық шарттарға байланысты күрделене береді.
Бұл есепті қарапайым түрге келтіру үшін тәуелсіз координаттың санын азайту керек. 
Бұндай әдістердің бірі болып қатарлар тәсілі, бұл әдістің мәні, егер сыртқы әсерлер деформацияланатын дененің шектеулі шекарасына түсірілсе және шектеулі уақыт интервалында әсер етсе онда бұл шекаралық шарттарды периодты түрде шекара бойымен немесе уақыт бойынша созуға болады. Бұл созу толқындық өрістің әсері зерттелетін шекаралық шарттардың аумағында мейлінше аз болуы үшін керек. Осылай болған жағдайда функцияны координат бойынша Фурье қатарлары түрінде іздеуге болады

	


	



мұндағы  - созылудың периоды. Шекаралық есептердің берілуі, зерттеудің мақсаты бойынша  - сандары  тәуелсіз айнымалыларға байланысты болады. Жазық пластиналардың тербелісін зерттеуде есептер гиперболалық түрдегі төртінші және одан жоғары ретті координаталар мен уақыт бойынша туындылары бар дифференциалдық немесе интегродифференцалдық теңдеулерді шешуге болатыны анықталды.
Осыған орай жұмыста төртбұрышты  жазық пластинаның тербеліс есебінің аналитикалық тәсілдері келтірілді. Пластинаның шеттері кез келген түрде бекітілуі мүмкін немесе шеттерінде әсерлер болмауы мүмкін.
Деформацияланатын денелердегі гармоникалық толқындарды зерттеу кезінде фазалық жылдамдық ұғымы орта күйінің өзгеру жылдамдығы ретінде енгізіледі, ал фазалық жылдамдық меншікті тербелістер жиіліктері арқылы өрнектеледі, сондықтан гармоникалық толқындардың таралуын зерттеу меншікті формалар мен жазық элементтер мысалында шектелген тербелістер жиіліктерін анықтау мәселелеріне тікелей қатысты.
Сондықтан екінші бөлімде жазық элемент материалының қатпарлығын, тұтқырлық қасиеттерін, деформацияланатын негізді, анизотропияны және т.б.ескере отырып, жазық элементтердің меншікті және мәжбүрлі тербелістерін зерттеу бойынша нәтижелер қарастырылды.
Деформацияланатын жазық элементтің тербелісі теңдеуіндегі бастапқы шартты қанағаттандыратын теңдеуінің жалпы шешімін табу үшін,  профессор И.Г.Филипповтың құрған қозғалыс теңдеуін жазық элементтің тербеліс теңдеуі түріне келтіріп қарастырдық 


		



Қойылған шектеулерге байланысты бастапқы шарттарын ескеріп,, үшін кәдімгі дифференциалдық теңдеулер алынды.
 





Жоғарыда көрсетілген деформацияланатын негізде орналасқан пластинаның жалпы теңдеуі құрлымы бойынша өте күрделі және х, у координаталарымен t уақыты бойынша кез-келген ретті туындылар бар. Сондықтан бұл жалпы теңдеу инженерлі есептеулер шығаруға жарамсыз. Бірақ қолданбалы есептерді шығару үшін тиімді. 
Пластинаның еркін тербелістері сыртқы әсер ететін күштер нөлге тең болғанда, ал бастапқы шарттар жалпы жағдайда нөлдік емес жағдайда пайда болады. Сыртқы күштер нөлге тең болғанда, пластинаның көлбеу тербелісі және оның еркін тербелісі үшін бір ғана теңдеумен жазылады. 
Практикада деформацияланатын негізде орналасқан серпімді пластинаның тербелісі туралы есептердің қолданбалы маңызы зор. Бұл есептерді шығарғанда әдетте, негізді Винклер моделі бойынша сипаттаймыз. Яғни, негіздің реакциясы пластинаның орта жазықтығындағы нүктелердің орын ауыстыруына пропорционал деп есептейміз. Филиппов И.Г. еңбегінде көрсетілгендей, пропорционалдық коэффициенттер тәжірибеден анықталады және негіз үшін ол коэффициенттер әлі күнге дейін анықталмаған. 
Сонымен қатар, бұл жұмыста негіз үшін Винклер моделі көптеген жағдайларда қате нәтижелер беретіні атап өтілген. 
Біз осы соңғы тұжырымға сүйене отырып, Максвелл моделін қанағаттандыратындай серпімді  пластинаның контурлары топсамен бекітілген түрін қарастырып, жалпы теңдеудің бастапқы екі қосылғышымен шектеліп, жуық теңдеуін алдық:


	



Бұл теңдеу  И.Г.Филиповтың жұмысында алынған серпінді пластинаның тік тербелісінің нақтыланған теңдеумен бірдей және Тимошенканың модел негізінде алынған теңдеуге жанасады, алайда  және  туындылар алдындағы коэффициенті өзгеше. 
Егер бұл қосылғыштарды алып тастасақ онда теңдеу Кирхгофтың көлбеу тербелістердің класстикалық теңдеуіне айналады. Бұл теңдеу параболалық типте болғандықтан тербеліс үдерісін нашар сипаттайды. Бұдан И.Г.Филиповтың пропорционалдық коэффициенттер жайлы теориясының дұрыс екендігі тағы да расталды.
Жасалған теориялық нәтижелерге сүйене отырып, тікбұрышты жазық элементтердің өзіндік тербелістері бойынша шектік есептер класы құрастырылады және шешілді. Атап айтқанда, барлық төрт  жақтары топсалы немесе бос бекітілген тікбұрышты жазық элементтің еркін тербелісі; меншікті тербелістердің жиілігін анықтау үшін төртінші ретті алгебралық теңдеулер алынды; Гиперболалық типтегі туындылар бойынша төртінші ретті жуықталған теңдеулерді қолданғандағы сандық нәтижелерден, серпімді пластина немесе тікбұрышты жазық элементтер үшін меншікті тербелістер жиілігі Пуассон коэффициентінен тәуелсіз екенін көреміз, бірақ тікбұрышты жазық элементтің гармоникалық толқындары мен геометриялық параметрлерінің функциялары болып табылады; тұтқырлықты ескеру негізінен өшу коэффициентіне әсер етеді; пластинаның материалының біртекті кернеулік күйінің меншікті тербелісінің жиілігіне әсері бағаланды. Тікбұрышты жазық элементтердің меншікті тербелістері, егер элементтің кез келген қарама-қарсы екі шеті топсалы тірелген болса, ал қалған екеуі басқа шекаралық шарттарды немесе олардың әртүрлі бекітілген түрін қанағаттандыра алады;тербеліс есептерін шешудің аналитикалық әдісі дамыды,тікбұрышты жазық элементтердің меншікті тербелістерінің жиілігін анықтау үшін трансценденттік теңдеулер алынды; кең көлемді екінші классты меншікті тербелістер жиілігінің есебі үшін топсалы тірелген жазық элементтің жиілігі жоғары және төменгі жиіліктермен шектелгендігін көрсетеді, яғни топсалы бейнелеу кезінде жиіліктердің шекараларының өзгеруі күрделі шекаралық шарттармен сипатталады.
Бұл тікбұрышты жазық элементтердің өзіндік тербелістері бойынша шектік есептер шешімі диссертацияның негізгі нәтижесі болып саналады.
Г.И.Пшеничныйдың еңбектерінде дамыған декомпозиция әдісіне негізделген жиілік теңдеулерін алудың жуық әдісі сәтті қолданылды.


1 Cерпімді кеуекті ортадағы тербеліс теңдеуін сипаттайтын негізгі теңдеулер мен қатынастар

Деформацияланатын орталардың әртүрлі кластары арасында теориялық және эксперименттік тұрғыдан ең негізделгендері серпімді және тұтқыр серпімді, кеуекті орталар болып табылады. Кеуекті сұйықпен қатты фаза бір-біріне қатысты орын ауыстыруы мүмкін, бірақ олардың орын ауыстыруы өзара байланысты. Фазалар арасындағы байланыстың жетілу дәрежесіне тұтқырлық шамалары, кеуек өлшемі және қаңқаның басқа сипаттамалары әсер етеді.
Тұтқыр серпімді орталар дегеніміз кернеулердің әсер ету кедергісі жылдамдыққа байланысты болатын тұтас орталар, яғни серпімді негіздің ортаның сұйық немесе квази-сұйық компоненттерінің тұтқыр немесе квази-тұтқыр ағымымен әсерлесуі нәтижесінде механикалық энергияның шашырауымен байланысты.
Бұл тарауда серпімділік және тұтқыр серпімділік теориясы бойынша қажетті мәліметтер келтіріледі, серпімді тұтқыр серпімді орталар динамикасының негізгі шеттік есептері қалыптастырылады. Аз деформацияларда екі компонентті тұтқыр серпімді орталар қарастырылады. Және сұйық немесе газбен толтырылған жүйелі кеуекпен префорацияланған серпімді деформацияланатын ортадағы кішігірім ауытқуларды модельдеу туралы есеп қарастырылады. Мұндай орталар серпімді кеуекті орталар деп аталады және нақты шеттік есептерді өте жақсы жақындатады.
Жазық элементтің тербелістерінің шеттік есептерін зерттеу ең күрделі математикалық есептерге келтіріледі, оларды жалпы жағдайда қазіргі кезеңде аналитикалық немесе сандық әдістермен шешу мүмкін емес.
Серпімді және тұтқыр-серпімді орта сияқты қарапайым модельдермен сипатталған деформацияланатын орталар үшін де көптеген стационарлық емес есептер зерттелмеген және осы есептерді нақты қойылымда шешуге мүмкіндік беретін әдістер жоқ. Сондықтан техниканың әртүрлі салаларындағы көптеген қолданбалы есептер динамиканың кеңістіктік есептерін екі өлшемді немесе бір өлшемді есептеріне келтірілетін жеңілдетілген модельдерде шешіледі. Осындай жеңілдетілген модельдер ретінде пластинкалар, өзектер және қабықтар болады.
Пластиналардың, өзектер мен қабықтардың стационарлық емес тербелістерін зерттеу үшін оларды сипаттаудың жеңілдетілген математикалық моделіне жүгінеміз, мұндай жүйелердің қозғалысы орталандырған жазықтықтың (пластинкалардың), орталандырған беттің (қабықтың), орталандырған сызықтың (өзектердің) нүктелерінің қозғалысын зерттеуді алмастырады.
Пластиналар мен өзектердің тербелістерінің классикалық теориялары жазық қима гипотезаларына және Кирхгоф гипотезасына негізделген. Осы гипотезалардың негізінде классикалық деп аталатын тербеліс теңдеуінің жуықтауы алынады.
Әр түрлі стационарлық емес сыртқы әсерлерге ұшыраған кезде өзектердің, пластиналардың және қабықтардың динамикалық әрекетін зерттеуге әкелетін қолданбалы есептер санының күрт өсуі байқалған құбылыстарды сипаттау үшін классикалық теңдеулердің жетіспеушілігін көрсетті, бұл өз кезегінде әр түрлі нақтыланған теориялар мен нақтыланған тербеліс теңдеулеріне әкелді. Бұл нақтыланған теңдеулер белгілі бір авторлар енгізген жаңа гипотезалар негізінде де алынды. Өзектердің, пластиналардың және қабықтардың әртүрлі нақтыланған модельдері бойынша ең толық шолу [38,39,40] жұмыстарында және басқа да кейінгі [41,42]басылымдарда берілген .
Өзек немесе пластинка материалының неғұрлым күрделі механикалық және реологиялық қасиеттерін, кернеулердің деформацияға тәуелділігінің сызықтық еместігін, бастапқы ығысу мен кернеулерді, температураны, қоршаған ортаның әсерін, анизотропияны және т. б. ескере отырып, өзектер мен пластиналардың тербелістерінің жуық теңдеулерін алуға арналған жұмыстардың өте шектеулі санын атап өткен жөн.
Өзектердің, пластиналардың және қабықтардың тербелістерінің теңдеулерін алуға деген екіұштылық бұл теңдеулер әртүрлі авторлар енгізген гипотезалар негізінде осы денелердің қимасы бойынша қажетті ығысулар мен кернеулердің таралуын шамамен сипаттау үшін алынғандығымен байланысты.осы гипотезалар негізінде тербелістің әртүрлі жуық теңдеулері алынды.
Алайда, өзектердің, пластиналар мен қабықтардың тербелісін зерттеуге үш өлшемді денелер үшін де тербелістің сол немесе басқа түріне әкелетін сыртқы әсерлерге ұшыраған кезде өзектердің, пластиналар мен қабықтардың дәл үш өлшемді есептерінің үшөлшемді қойылымы негізінде жүгінуге болады.
Осы үш өлшемді есептерді шеше отырып, материалдың кейбір механикалық, реологиялық және басқа қасиеттерін ескере отырып, сыртқы әсерлерге, шекаралық беттерді бекіту шарттарына байланысты осы денелердің осы немесе басқа дәрежесімен тербеліс теңдеулерінің дәлдігін алуға болады.
Мұндай математикалық тәсілді В.З.Власов стационарлық сыртқы әсерлердегі сызықтық қойылымдағы серпімді изотропты біртекті пластиналардың кернеулі-деформацияланған күйін анықтау үшін жүзеге асырды. Бұл тәсіл бастапқы функциялар әдісі деп аталады.
Барлық есептер үшін пластинаның қалыңдығындағы барлық ығысулар мен кернеулер үшін өрнектер алынды және пластинаның бойлық немесе көлденең тербелістеріне әкелетін негізгі шеттік есептер тұжырымдалды.
Нақты теңдеулер негізінде олардан туындайтын кейбір жуық теңдеулер белгілі бір дәлдік дәрежесімен талданды және олар үшін жуық шеттік есептер тұжырымдалады.

[bookmark: _Toc79263649]1.1 Аз деформациялар кезіндегі денелердің кернеулі және деформацияланған күйі



Серпімді кеуекті ортаның нақты математикалық моделі Эйлер айнымалыларында жазылған масса мен импульс балансының классикалық теңдеулерінен, ортаның әр компонентіндегі кернеулерді анықтайтын теңдеулерден және «кеуек кеңістігі — қатты қаңқа» шекарасының әрекетін сипаттайтын жабық теңдеуден тұрады. Соңғысы көрсетілген шекара материалдық бет екенін білдіреді, яғни уақыттың барлық моментінде ол бірдей бөлшектерден тұрады. Егер ρ - ортаның тығыздығы, v-жылдамдық , -сұйықтағы кернеу тензоры, -қатты қаңқадағы кернеу тензоры және х-кеуек кеңістігінің характеристикалық функциясы болса, онда сызықтық емес модельдің негізгі дифференциалдық теңдеулері мына түрге ие болады:











мұнда уақыт бойынша толық туындыны білдіреді. Осылайша, бастапқы модель еркін шекарасы бар есеп болып табылады. Біз сызықты емес есепті дәлірек тұжырымдаумен тоқтамаймыз, өйткені біздің мақсатымыз-тыныштық күйіне жақын сызықты емес модельді сызықтықтандыру арқылы алу. Сызықтықтандыру әдістері өте жақсы зерттелген және алынған сызықтық модель жалпы қабылданған (мысалы, [43-46] қараңыз). Бұл сейсмикалық және акустикалық толқындардың таралуын және серпімді кеуекті орталардағы жер асты сұйықтарының сүзілуін сипаттауда негізгі болып табылады. Бұл модель үшін Х кеуек кеңістігінің характеристикалық функциясы болғанда белгілі болып саналады және уақыттың бастапқы моментінде Х кеуек кеңістігінің характеристикалық функциясымен сәйкес келеді.
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облысында   t > 0 болғанда W өлшемсіз орын ауыстырулардың аз ауытқулары үшін бұл өлшемсіз айнымалыларда модельдің дифференциалдық теңдеулері  келесі түрге ие болады








мұнда тұтас ортаның кернеулер тензоры  серпімді кернеулер тензорымен және  тұтқыр кернеулер тензорымен кеуек кеңістігінде сәйкес келеді және







 өлшемсіз тұрақтылары келесі формулалармен анықталады









Жоғарыдағы теңдеулермен сипатталған математикалық модельде ε табиғи аз параметр бар, бұл кеуектердің  l орташа өлшемінің қарастырылатын облыстың L-ге тән өлшеміне қатынасы болып табылады: ε = 1/L. Сондықтан кіші параметр нөлге ұмтылған кезде нақты модельде шекті режимдердің табылуы толығымен негізделген. Мұндай жуықтаулар бастапқы есепті айтарлықтай жеңілдетеді, сонымен бірге оның барлық негізгі қасиеттерін сақтайды. Бірақ аз параметрлі болса да, есеп әлі де қиын, сондықтан қосымша жеңілдетілген болжамдар қажет. Геометриялық тұрғыдан алғанда, мұндай жеңілдету кеуек кеңістігінің периодтылығы туралы болжам болып табылады. Атап айтқанда, келесі болжам орындалсын.




Болжам 1.  облысы элементар ұяшықтың периодтық қайталануы болып табылады, мұнда ,  шамасы - бүтін сан, Ω әрқашан Yε элементар ұяшықтардың бүтін санын құрайды. 



- Y — тің «қатты» бөлігі , оның  «сұйық» бөлігі — ашық толықтыру және «сұйық» пен «қатты» компоненттері арасындағы  шекарасы-липшец беті болсын.





 кеуек кеңістігі элементар ұяшығының периодтық қайталануын, қатты қаңқасы элементар ұяшығының периодтық қайталануын, ал  шекарасы — Ω-дағы εγ шекарасының периодтық қайталануын білдіреді.

 қатты қаңқасына байланысты жиын болып табылады.
Бұл болжамдарда







Егер  болса, кеуек кеңістігін байланыспайтын кеңістік (оқшауланған кеуек) деп айтамыз.
Өлшемсіз параметрлер есептің ε аз параметрінен тәуелді және ақырғы немесе шексіз шектер бар болсын делік.













Қаңқа абсолютті қатты дене деп саналатын модельде орташаланған теңдеулерді шығарудың алғашқы әрекеті сүзу теориясында белгілі Дарси заңының негіздемесі болды. Асимптотикалық жіктелудің екі масштабты әдісін қолдана отырып, Э. Санчес-Паленсия Дарси заңын ресми түрде негіздеді. Осы заңның математикалық қатаң тұжырымы Л. Тартарға тиесілі. Асимптотикалық жіктелудің сол екі масштабты әдісін қолдана отырып, Дж. Келлер мен Р. Барридж жағдайы үшін  Био теңдеулер жүйесін ресми түрде шығарды [47]. Био моделінің қатаң негіздемесін Г.Нгуетсенг [48] және кейінірек Т. Клопье Р.П. Джилбертпен, А. Микеличпен және Ж. Л. Ферренмен бірге жазған [49]. Р. П. Джилберт А. Микеличпен бірге сонымен қатар барлық αi параметрлері бекітілген және ε аз параметрінен тәуелсіз болған кезде тұтқыр-серпімді теңдеулер жүйесін қатаң шығарды. Ең толық нәтижелер [50] жұмыстарында алынған.
Үлестіру теориясы мағынасында жалпы теңдеулерді және шеттік шарттарын жазудың әртүрлі баламалары бар. Біз үшін интегралдық сәйкестік түріндегі жазу ыңғайлы болады.
Деформацияланған тұтас денеге түсірілген күштердің әсерінен оның бөлшектерінің өзара орналасуында өзгерістер болады, яғни деформацияланған дене пішіні мен көлемін өзгертеді. Мұндай дененің қарапайым мысалы ретінде сығылған немесе созылған өзекті айтуға болады.



Қатты дененің деформация процессін математикалық сипаттау белгілі бір координаттар жүйесінде жазылады. Мысалы, x1=x; x2=y; x3=z декарттық координаталар жүйесінде дененің әрбір нүктесінің орны  компоненттері бар  радиус-векторымен анықталады. Деформациядан кейін нүктенің орны  координаталарымен басқа мәнге ие болады.




 векторы дене нүктесінің орын ауыстыру векторын анықтайды. Бұл жерде  координаттары нүктенің  ең алғашқы координаттарының функциясы болып табылады. Демек, орын ауыстыру векторы сондай-ақ  координаттарының функциясы болып табылады.





Қандай да бір жақын екі нүктені қарастырайық, олардың арасындағы радиус-вектор  және олардың арасындағы қашықтық  болсын. Дене деформацияланғаннан кейін нүктелер арасындағы қашықтық  болады, мұнда , – орын ауыстыру векторының координаталары.


Қысқаша жазып, және қойып, келесіні аламыз

.

Элементар түрлендірулерден кейін




мұнда
	
(1.1.1)


Әрі қарай тек аз деформацияларды қарастыратын болғандықтан, (1.1.1)-дегі координаталар бойынша орын ауыстырулардың туындыларының көбейтінділерін елемейміз және шамамен былай аламыз




	.	(1.1.2)

(1.1.2) формулаларымен анықталатын аз деформациялар келесі деформациялар тензорын құрайды


					(1.1.3)

(1.1.3) деформация тензоры үш тәуелсіз инвариантқа ие, олар


		

		(1.1.4)




мұнда  инварианты көлемдік кеңейтілу деп аталады.


 үш бас ұзаруын енгізейік, онда  инварианттары мынаған тең болады





Бұл жердеұзарулары кубтық теңдеудің түбірлері болып табылады




Бас ұзарулар арқылы орташа ұзару енгізіледі




және сәйкес шар тензоры келесі өрнекке ие болады


		(1.1.5)



жәнетензорларының айырмасы деформация тензорының девиаторы деп аталады және ол келесіге тең


		(1.1.6)

Бұл жерде сол сияқты бас ұзаруларды енгізуге болады


,


яғнидевиаторы көлемдік кеңейтусіз деформацияны немесе көлемді өзгертпестен түр өзгеруінің деформациясын анықтайды.
Деформациялар теориясында келесі формуламен анықталатын ығысу деформациясының қарқындылығы ұғымы маңызды болып табылады


 (1.1.7)


Дербес жағдайда, цилиндрлік координаталардағы (1.1.2) деформациялары


		
(1.1.8)




Болашақта (1.1.7) және (1.1.8) өрнектері есептерді шешкен кезде қолданылатын болады.

Тұтас дененің кернеулік күйін сипаттау үшін дене ішіндегі кез келген М нүктесін және осы нүктедегі  барлық мүмкін ауданшасын қарастырайық.

Осы ауданшаға орта жағынан күш әсер етеді, оны  деп белгілейік.


		(1.1.9)




делік, мұнда - ақырғы вектор, -  ауданшасына түсірілген нормаль.




 ауданшасына  күшін  нормаль және  жанама бойынша құраушыларға жіктейік


							(1.1.10) 



Мұнда - нормаль кернеулер, - жанама немесе тангенциалды кернеулер.



 нүктесі арқылы  ауданшасының шексіз санын өткізуге болатындықтан , осы ауданшаларға сәйкес келетін шексіз көп  күштері бар. Алайда, осы күштердің ішінде тек үш сызықты тәуелсіз күштер бар, ал қалғандары солар арқылы өрнектелуі мүмкін. Тәуелсіз күштер ретінде таңдалған ортогональды координаттар жүйесіне перпендикуляр ауданшаларда әсер ететін күштерді қарастырамыз. Бұл күштер үш тәуелсіз вектор ретінде кернеу тензорын құрайды


						, 	(1.1.11)


Бұл жерде тензор симметриялы деп саналады, себебі  жанама деформациялардың жұптық заңын орындаймыз деп жорамалдаймыз.

(1.1.11) деформация тензоры үшін  бас кернеулер және инварианттар түсінігін енгізуге болады 






Бұл жерде бас кернеулер –кубтық теңдеудің түбірлері





 орташа кернеуін енгізе отырып, (1.1.11) тензорын екі құраушыға жіктеуге болады







мұнда – шар тензоры немесе гидростатикалық кернеу тензоры, ал- девиатор тензоры, ол мынаған тең


		(1.1.12)

Денедегі кернеулік күйді зерттегенде жанама кернеулердің қарқындылығы ұғымын маңызды орын алады




Осы параграфта енгізілген ұғымдар мен шамалар аз деформациялар жағдайында кез-келген нүктеде тұтас дененің кернеулі-деформацияланған күйін толық сипаттайды.
Дененің кернеулі-деформацияланған күйін анықтайтын енгізілген шамалардың қасиеттерін біле отырып, аз деформацияларда тұтқыр-серпімді дененің осы шамаларын байланыстыратын заңдарды келтірейік.

[bookmark: _Toc79263650]1.2 Аз деформациялар үшін тұтқыр-серпімділіктің сызықты емес заңы



Монографияда баяндалған формадағы серпімді изотропты дене үшін 
~сызықтық емес тәуелділік заңын келтірейік [51]. Төменде осы заңның қысқаша тұжырымы келтірілген.


Алдымен келесі түрде жазуға болатын ~ сызықтық тәуелділік заңын келтірейік



	,	(1.2.1)





мұнда – көлемдік сығылу модулі,  – ығысу модулі, ол , Ляме тұрақтыларымен келесі тәуелділікпен байланысқан




	; .	(1.2.2)



Аз деформациялар үшін ~сызықтық емес тәуелділік заңын былай жазайық:ол шексіз аз деформациялар үшін (1.2.1) Гук заңына ауысады.
Деформацияның үлес жұмысын қарастырайық


(1.2.3)



Мұнда интегралдау деформацияның барлық компоненттері нөлге тең болған кездегі күйден  тензор ұсынатын күйге дейін жүзеге асырылады .


Егер=, және келесіні ескерсек


;



онда




мұнда


		(1.2.4)

көлемнің өзгеру жұмысын, ал


 (1.2.5)

түрдің өзгеру жұмысын білдіреді.


~ сызықтық емес тәуелділігін шығару үшін [51]-дегі шарттардың орындалуы қажет.

1. А деформацияның үлес жұмысы деформация тензоры компонентінің бір уақыттағы функциясы болуы керек .
2. Дене материалы біртекті және изотропты болуы керек.




3. Кернеудің шар тензоры, Гук заңындағындай, деформацияның тек шар тензорына, ал кернеу тензорының девиаторы деформацияның тензорының девиаторына байланысты болуы керек .
4. Шексіз аз деформация үшін белгіленген заң (1.2.1) Гук заңына сәйкес келуі керек.
Тұжырымдалған шарттар орындалуы керек болғандықтан, біз үлес жұмысы үшін келесі өрнекті аламыз:

(1.2.6)


мұнда' – деформация тензоры девиаторының үшінші инварианты.




[51]-ші монографияда көрсетілгендей,  шамасы  инвариантынан тәуелді болмау керек, сонда ~ сызықтық емес тәуелділік заңы келесі түрге ие болады



	;	(1.2.7)



мұнда - теңдеу функциясы, ал- ығысу функциясы, және олар деформацияның үлес жұмысының құраушылары арқылы келесі формуламен өрнектеледі



		(1.2.8)

Кернеу тензорының жеке компоненттері үшін (1.2.7) заңынан келесі тәуелділіктерді аламыз





					.		(1.2.9)

Болашақта ұзару және ығысу функцияларын келесідей пайдалану ыңғайлы




							(1.2.10)

Онда (1.2.9) келесі түрге ие болады






							(1.2.11)




(1.2.11) заңы жүктеу кезінде де, түсіру кезінде де бірдей болуы керек болғандықтан,  функциясы  бойынша жұп, ал  функциясы тек  -тан тәуелді болулары керек. Атап айтқанда, осы функцияларды дәрежелік қатарға жіктегенде, бізде


							(1.2.12) 

Сызықтық тұтқыр-серпімділік теориясы жадтың әсеріне, яғни кернеулердің деформацияға сызықтық интегралдық тәуелділігіне негізделген. Сонда сызықты серпімді денеге арналған (1.2.1) заңын сызықты тұтқыр-серпімді дене үшін де жазуға болады



							(1.2.13) 
	


мұнда және- вольтер типіндегі сызықты интегралдық операторлар:


		(1.2.14)


 осы операторлардың ядролары.

(1.2.1) заңын шығарған кездегіндей, деформацияныңүлес жұмысы үшін келесіні аламыз


	. 	(1.2.15)

Тұтқыр-серпімді дене жағдайында (1.2.9) заңын жалпылау үшін келесіні қабылдаймыз

1. Деформацияның А үлес жұмысы бүкіл деформация тарихынан қазіргі уақытқа дейінгі бір мәнді функция болып табылады.
2. Тұтқыр-серпімді дененің материалы біртекті және изотропты;




3. кернеу тензорының девиаторы тек девиаторының өзгеру тарихына байланысты, ал орташа кернеуі тек орташа деформацияның өзгеру тарихына байланысты.


Шексіз аз деформациялар үшін ~ сызықтық емес тәуелділік заңы шекте тұтқыр-серпімді дене теориясының сызықтық заңына ауысуы қажет.
Көрсетілген шарттардан деформацияның А үлес жұмысы үшін келесі өрнекті аламыз


	, 	(1.2.16)



мұндажәне - сызықты емес функционалдар.


Ендеше, тұтқыр-серпімді дене үшін ~ жалпыланған сызықтық емес тәуелділік заңы мына түрге ие болады


(1.2.17)

Мұнда


;






Дененің изотроптылығынан  және  операторларын қатарларға жіктеуге болады


		(1.2.18)

мұнда


(1.2.19)




және интегралдық операторларының п-өлшемді ядролары.
Кернеу компоненттері үшін тұтқыр-серпімді денеге арналған заңды былай жазуға болады







								(1.2.20)



Аз деформацияларда изотропты тұтқыр-серпімді дене үшін соңғы өрнектер  және  арасындағы сызықты емес тәуелділіктер болып табылады.

[bookmark: _Toc79263651]1.3 Құрылымы мен геометриясына тәуелді  ортаның қозғалысы үшін негізгі теңдеулер

Тұтқыр-серпімді орта деп қысымның әсеріне қарсы әсері жылдамдығына байланысты болатын тұтас ортаны айтады. Бұл байланыс серпімді негіз бен тұтқыр және жорамал-тұтқыр сұйықтардың ағысымен өзара әсері негізінде пайда болатын механикалық энергияның таралуына байланысты болады.

Fy  күшімен  ұзаруы арасында келесі қатынас орындалады.


		(1.3.1)

Мұндағы: Е – пружинаның модулі;
Ал амортизатор үшін бұл қатыныс келесі түрде жазылады


		(1.3.2)

Мұндағы: η – амортизатордың тұтқырлық коэффициенті;



Пружина және амортизатор тізбектей жалғасқанда  ұзаруы  және  ұзаруының қосындысына тең. Ал, F күші екі элемент үшін бірдей болды.
Олай болса

		(1.3.3)



(1.3.1) және (1.3.2)  және  мәндерін (1.3.3) қатынасына қойсақ төмендегі байланыста аламыз:


		(1.3.4)


		(1.3.5)



(1.3.5) қатынасына (1.3.1) және (1.3.2) өрнектерін қойып және   =  =  екенін ескеріп


		(1.3.6)

қатынасын аламыз.
Әрине, нақты тұтқыр-серпімді орталар саны шектусіз, шектеулі үзіліссіз және дискретті серпімді тұтқыр элементтің жиынтығы болып табылады. Тұтқыр денелердің басқа да  көптеген қарапайым моделдері бар. 
Біз таңдап отырған модель үшін F және   қатынасы келесі түрде жазылады.


		(1.3.7)

(1.3.4) және (1.3.7) қатынастарын келесі түрде жазуға болады: алдымен (1.3.4) қатынастарын қарастырып және оған t айнымалысы бойынша бір жақты Лаплас түрлендіруін қолданып (1.3.8) қатынасын аламыз. 


							(1.3.8)

	мұндағы: 	(1.3.9)


Сонымен қатар  шарты орындалады деп есептейміз. (1.3.8) өрнегін  р  айнымалы бойынша кері түрлендіріп келесі қатынасты аламыз.


						(1.3.10)
Дәл осы сияқты (1.1.7)  қатынасының орнына келесі өрнекті аламыз.


	(1.3.11)

мұндағы








(1.3.10) және (1.3.11) өрнектерінен көрініп тұрғандай, F(t)-нің Ԑ(0)-ге тәуелділігі сызықты интегралды және бастапқы уақытта лездік серпімділік қасиетін көрсетіп, әрі қарай тұтқыр ағысқа ұласады. Нақты қатты денелер осы қасиеттерді қанағаттандырады. 
(1.3.11) қатынасынан көрініп тұрғандай, егер екінші амортизатор болмаса (ɳ2 → ∞) келесі түрдегі


	 	(1.3.12)

қатынасын аламыз.Осы сияқты төрт элементті модель үшін келесі қатынас орындалады


(1.3.13)



Осыдан  1 → ∞  және  2 → ∞  орындалғанда серпімділік заңдылығын аламыз.



Тұтқыр-серпімді орта үшін қысымдар мен деформациялар арасындағы тәуелділіктер қарастырайық.
(1.3.10), (1.3.11) және (1.3.13) қатынастарын жалпы түрде келесі түрде жазуға болады.


(1.3.14)


Мұндағы  функциясы серпімді және тұтқыр элементтердің әсерін әрбір элементар бөліктер үшін сипаттайды. Бұл функция (1.3.14) теңдігінің оң жағындағы интегралдық оператордың ядросы деп аталады. 
(1.3.14) қатынасы тұтқыр-серпімді орта үшін Гук заңының жалпы түрі болып табылады.
Үш өлшемді тұтқыр-серпімді анизотропты орта үшін Гук заңы декартты координата жүйесінде келесі алгебралық қатынастар жүйесімен сипатталады.






		(1.3.15)





Мұндағы , – тұтқыр серпімді операторлардың түрлері келесі


		(1.3.16)

Мұндағы  aij , kj – орта материалы үшін тұрақтылар; 
Ортотропты материал үшін (1.3.15) қатынастары келесі түрде жазылады






(1.3.17) 
                       

Бұл жағдайда   K4 =  K5 = K6 = 0 болады
Дәл сол сияқты трансверсалды-изотропты денелер үшін (z –изотропты осі) келесі қатынастар жазылады







		(1.9.18)


Изотропты денелер үшін (1.3.15) қатынастары келесі түрде болады




	 	(1.3.19)



		

мұндағы L және M тұтқыр-серпімді оператордың түрлері келесі


		(1.3.20)



мұндағы  және  серпімділік тұрақтылары немесе Ламе коэффициенттері, ал  және  ядролары жалпы жағдайда келесі түрде болады

		(1.3.21)




мұндағы  және  – тұрақтылар, - релаксация уақыттары.

Дербес жағдайда, Максвелл моделі үшін бір ғана релаксация уақыты бар ол -ге тең
Кез келген қисық сызықты ортогоналды (α, β, γ) координаттар жүйесіндегі тұтас ортаның деформация мейлінше аз болғандағы қозғалысының теңдеуі келесі түрде болады




		(1.3.22)



	  	(1.3.23)




– орын ауыстыру векторының құраушылары;

– Ламе коэффициенттері;

– тығыздық.
t – уақыт;

– көлемдік күш векторының құраушылары;

- байланыстық коэффициенті;

Тік бұрышты (x, y, z) декарттық кординаттар жүйесінде  болып және (1.3.22) теңдеулерінің алғашқы үш теңдеулері келесі түрде жазылады




		(1.3.24)




Мұндағы:
Дәл осы сияқты (1.3.22) теңдеулер жүйесінің алғашқы үш теңдеуі (r,  θ,  z) цилиндрлік координаталар жүйесінде келесі түрде жазылады: 






(1.3.25)


		




Егер тұтқыр-серпімді орта изотропты болса, онда (1.3.22) теңдеулері немесе (1.3.24) – (1.3.25) теңдеулері Ф және  потенциалдық функцияларды енгізгенде барынша қарапайым түрде болады


		(1.3.26)


Мұндағы: – орын ауыстыру векторы
	

(1.3.27)


Интегралдық тәуелділіктер (1.3.16) түрінде яғни сызықты болса, (1.3.22) теңдеулер жүйесі келесі теңдеулерге эквивалентті болады:

	 	(1.3.28)

(1.3.29)



мұндағы 	(1.3.30)


а және в көлденең және тік толқындардың таралуларының серпімді ортадағыжылдамдықтары.
(1.3.28) және (1.3.29) теңдеулерінде көрініп тұрғандай тұтқыр-серпімді изотропты ортадағы кез келген бұлқынысты екі толқынға, атап айтқанда тік және көлбеу деп бөлуге болады. Бұл толқындардың алдыңғы қатарының таралуының жылдамдықтары а және в–ға  тең болады.

Сызықты тұтқыр-серпімділік теориясының негізгі шекаралық есептері.
Серпімді және тұтқыр-серпімді динамикалық есептерді шығарғанда бастапқы және шекаралық шарттар берілуі тиіс. 
Егер орта шексіз болса онда тек бастапқы шарттар беріледі, олар  орын ауыстыру векторлары келесі түрде болады.


                        (1.3.31)

(1.3.28) – (1.3.30) теңдеулерінің бастапқы (1.3.31) шарттары берілгендегі шешуін табу Коши есебі деп аталады.
Алайда, серпімді және тұтқыр-серпімді орталар шектеулі болатыны белгілі, сондықтан бастапқы шарттармен қатар шекаралық шарттарды беруге тура келеді.
Серпімділік және тұтқыр-серпімділік теориясының шекаралық динамикалық есептерін шығарғанда, орын ауыстырулар үшін үш шекаралық есептер кездеседі.
Бірінші шекаралық есептер ортаның шекарасында кинематикалық шарттар берілгенде пайда болады, яғни ортаның шекарасында орын ауыстыру векторы белгілі болады.

(1.3.32)



Мұндағы Г - ортаның шекарасы,- берілген вектор,- шекарасындағы нүкте.
Екінші шекаралық есеп ортаның Г шекарасында қысым тензорының нормальды және жанама құраушылары берілгенде пайда болады. 


Яғни   	(1.3.33)







мұндағы  –  шекарасына түсетін сыртқы нормаль,- шекарасындағы ортогональ координаттық тор,- берілген функциялар, - қысымдары тензор құраушылары арқылы декарттық координат жүйесінде мен келесі өрнектермен анықталады.




		(1.3.34)





Үшінші шекаралық есеп шекараның  бөлігінде (1.3.32) кинематикалық шарттар, ал басқа  бөлігінде (1.3.33) шарттары берілгенде пайда болады. 
Серпімділік және тұтқыр-серпімділік теориясында пайда болатын есептер жоғарыда көрсетілген негізгі есептермен шектелмейді.
Орталардың бөліну шекарасында пайда болатын кейбір шекаралық шарттарды атап өтейік.
Егер екі ортаның бөлу бетін S деп белгілесек, ол бетке келесі екі түрдегі  шекаралық шарттарды беруге болады.
I-түр. S - беті бойынша орталар қатты түрде жанасатын болсын.
Онда 


                       (1.3.35)




S - шекаралық бетінде бір және екі индекстерімен орталардың күйін анықтайтын шамалар белгіленген; және - S беті бойынша орын ауыстыру;  – S - бетіне нормал бойынша қозғалу. 
II -түр. Егер S шекарасында үйкеліс болмаса, (1.2.5) шарттары келесі түрде жазылады.


		(1.3.36)

Бұл жағдайда S бетінде




Дәл сол сияқты температура үшін де шекаралық шарттарды беруге болады. 




 немесенемесе    (1.3.37)

бұл соңғы шарттар үш шекаралық есептер үшін де ортақ болады. 
h0 - жылу өткізгіштік коэффициенті.

[bookmark: _Toc79263652]1.4 Тұтас ортаның динамикасын зерттеуде пайдаланатын математикалық әдістер

Сызықты деформацияланатын орталарды зерттеуде және одан шығатын есептердің берілуіне байланысты кейбір математикалық әдістер қолданылады. Төменде атап өтілген есептерді шығару кезінде жиі қолданылатын математикалық әдістерге шолу жасалады.

Фурье және Лапластың интегралдық түрлендірулері

Фурье  түрлендірулері келесі түрде болады:


		(1.4.1)

Фурьенің косинус түрлендірулері,


(1.4.2)


Фурьенің синус түрлендірулері,


	 	(1.4.3)

Фурьенің экспоненциалды немесе комплексті түрлендірулері.

(1.4.1) - (1.4.3) формулалары орындалуы үшін  функциясының меншіксіз интегралы болуы керек.
Яғни 



немесе  

Көрсетілген Фурьенің түрлендірулері координаттары -∞-тен ∞-ке өзгеретін және жұп, тақ немесе координаттары бойынша кез келген мән қабылдайтын функциялар үшін қолданылады.


 модулі - функциясының амплитудалық сипаттамасы немесе амплитудалық спектрі деп аталады. Ал аргумент arg F (ω) фазалық спектр деп аталады. 

Егер f(t) арқылы нақты t айнымалысына байланыстыболғандағы оригинал деп белгілесек және оның кез келген (0, А) интервалында интегралданатындығын ескере отырып, келесі қатынасты аламыз


							(1.4.4)

Осы Лаплас интегралы деп, ал  функциясын Лаплас түрлендіруі деп атаймыз.


Мұндағы  - комплекс саны және 


Көрсетілген түрлендіру t айнымалысы уақытты білдіргенде және  функциясы үшін  болғандағы бастапқы шарттар берілгенде жиі қолданылады.
Лаплас (1.4.4) түрлендіруі үшін келесі қасиеті орындалады.


1)	(1.4.5)


2) 	(1.4.6)


Мұндағы 


3) 	(1.4.7)


4)	(1.4.8)


5)  	(1.4.9)


6)	(1.4.10)

Жазық толқын әдісі. Қатарлар әдісі

Изотропты серпімді біркелкі орталар үшін жазық есептерді шығарғанда φ және ψ потенциалындағы қозғалыстың теңдеуі толқындық теңдеуге әкеледі


                                       (1.4.11)

Мұндағы  және  тік және көлденең толқындардың таралу жылдамдықтары. (1.4.11) теңдеуінің жалпы шешімдері кез келген төрт фукциялар арқылы өрнектеледі


              (1.4.12)


Мұндағы  – кез келген параметр,  - шекаралық шарттардан анықталатын кез келген функциялар. (1.3.2) түріндегі шешулер шекаралары жазық және параллель болатын шектеулі орталар үшін қолданылады. 
(1.4.11) теңдеулерімен келтірілген толқындық есептерді серпімді орта үшін шығаруда немесе серпімді плластиналардың тербелісі есебін шығаруда олардың тербеліс теңдеуінің жалпы шешімін құру, күрделі математикалық есептерге әкеп соғады. Бұл қиындық әр түрлі шекаралық шарттарға байланысты күрделене береді.
Бұл есепті қарапайым түрге келтірудің жолы болып тәуелсіз координаттың санын азайту немесе t  уақытынан құтылу болып табылады. 
Бұндай әдістердің бірі болып қатарлар тәсілі табылады, бұл әдістің мәні келесіде.
Егер сыртқы әсерлер деформацияланатын дененің шектеулі шекарасына түсірілсе және шектеулі уақыт интервалында әсер етсе онда бұл шекаралық шарттарды периодты түрде шекара бойымен немесе уақыт бойынша созуға болады. Бұл созу толқындық өрістің әсері зерттелетін шекаралық шарттардың аумағында мейлінше аз болуы үшін керек. Осылай болған жағдайда функцияны координат бойынша мысалы у бойынша Фурье қатарлары түрінде іздеуге болады

	

	(1.4.13)

	
	


немесе уақыт бойынша

	

	(1.4.14)

	
	


мұндағы  - созылудың периоды және ол шекаралық есептердің берілуі және зерттеудің мақсаты бойынша таңдалады. Онда - саны аздау тәуелсіз айнымалыларға байланысты болады. Жазық пластиналардың тербелісін зерттеуде есептер гиперболалық түрдегі төртінші және одан жоғары ретті координаталар мен уақыт бойынша туындылары бар дифференцалдық немесе интергодифференцалдық теңдеулерді шешуге әкеледі.
Төменде төртбұрышты  жазық пластинаның тербелісі есебінің аналитикалық тәсілдері келтіріледі. Пластинаның шеттері кез келген түрде бекітілуі мүмкін немесе шеттерінде әсерлер болмауы мүмкін.
Осындай пластиналардың тік тербелістерін қарастырайық. Ең қарапайым есеп болып пластинаның төрт шетіндегі де топсамен бекітілгенде пайда болады.
Бұл жағдайлар И.Г.Филипповтың, және А.Ж.Сейтмұратовтың жұмыстарында кеңінен қарастырылған. [52,53] 

Екі шеті топсамен бекітілген тік төртбұрышы пластинаның өзіндік тербелісі

Пластинаның екі шеті топсамен бекітіліп, ал екі шеті әртүрлі бекітілген болсын немесе екі шеті бос болсын.
Есепті қарапайым түрге келтіру үшін серпімді пластина шеттері y=0; y=l болып және топсамен бекітілген серпімді пластинаны қарастырайық, ол пластинаның тербеліс теңдеуі төртінші ретті туындыларға байланысты болсын.
Пластина тербелісінің жуық теңдеуі келесі түрде жазылады.


		(1.4.15)

Мұндағы  - коэффициенті келесі түрде анықталады.




		(1.4.16)

(1.3.15) теңдеуінің шешуін келесі түрде іздейміз.


		(1.4.17)

және  - үшін келесі теңдеуді аламыз.


		(1.4.18)

Мұндағы  - коэффициенттері келесі түрде анықталады. 


	 	(1.4.19)



 (1.4.18) теңдеуінің шешімін келесі түрде іздейміз.


(1.4.20)

Мұндағы  – кез-келген тұрақтылар,  ,  - x=0; x= l, шеттеріндегі шекаралық шарттардың таңдалатын бүтін сандар,  - төмендегі сипаттамалық теңдеудің түбірлері.


	 	(1.4.21)

Кейбір дербес есептер үшін.


10. Пластинаның (x=0; l1,) шеттері қатаң бекітілсін, олай болса шекаралық шарттардан екені табылады, n=0, m=1 деп аламыз, Бұл жағдайда С1=С3=0, ал х = l2 тең болғандағы шартынан С2 , С4: үшін келесі теңдеулер жүйесін аламыз




	 	(1.4.22)

осыдан есептің шешімдері үшін жиілік теңдеу шығады.


		(1.4.23)

20. Пластинаның x=0 шеті қатаң бекітілген ал х=l1 шеті бос болсын. Бұл есептерде n=0, m=1 ал х = l1шартынан келесі жиілік теңдеуін құраймыз.




		(1.4.24)



дәл осылай басқа да шекаралық есептерді шешуге болады. 
(1.4.23) жиілік теңдеуін талдайық. Дәл осындай жиелілік теңдеулер талданады. Ол үшін келесі белгілеулер енгізейік.






		(1.4.25)



және түсінікті болуы үшін әрі қарай штрихтарды көрсетпейміз.
(1.4.23) теңдеуіндегі тригонометриялық функцияларды дәрежелік қатарларға жіктеп келесі теңдеуді аламыз.


		(1.4.26)



ал  түбірін табу келесі теңдеуге әкеледі


		(1.4.27)

Теңдеудегі қатарлар абсолютты жинақты болғандықтан (1.4.26) теңдеуін зерттегенде алғашқы қосылғыштардың шектеулі санын алуға болады. (1.4.26) қатарындағы алғашқы үш мүшесін алып келесі жиілік теңдеуін аламыз.


		(1.4.28)

Жуық жиілік теңдеуін алу үшін алынатын қосылғыштардың саны  параметрінің шамасына тәуелді. Дәл осы сияқты (1.4.24) трансценденті теңдеуін талдауға болады. Бұл жағдайда (1.4.23) трансцендентік теңдеуінің түбірлері барлық шеттері топсамен бекітілген жағдайдағы екі түбірдің арасында жататынын ескеру керек.
	Ескерту. Пластинаның материалдары тұтқыр-серпімді немесе пластина құрылымы бойынша күрделі болса яғни біртекті анизотропты болса ол есептер осындай тәсілдермен шығады.

Тік бұрышты пластиналар тербелісі теориясының жуық декомпозиция тәсілі

Егер пластинаның төрт шеті де кез келген түрде бекітілген болса онда осы пластина үшін трансцендентті жиілік теңдеуін табу мүмкін емес. Осыған ұқсас есептерді шығару үшін, яғни жиілік теңдеуді табу үшін декомпозиция әдісі қолданылады. Бұл әдіс статика есептерінде қолданылып, осыдан кейін тербелістер теориясының есептерін шығаруға жалпыланды.
Деккомпозиция әдісінің мағынасы келесі
(1.4.15) теңдеуін келесі түрде жазамыз


		(1.4.29)

Ал W тік орын ауыстыруын келесі түрде іздейміз


		(1.4.30)

айнымалысын табу үшін келесі теңдеуді аламыз. 


		(1.4.31)

Жаңадан тәуелді және тәуелсіз айнымалыларды келесі түрде енгіземіз






		(1.4.32)

(1.3.32) айнымалыларында (1.4.31) теңдеуі келесі түрде жазылады




		(1.4.33)

Осыдан кейін үш қосымша есептерді қарастырамыз. 
1-есеп. Келесі теңдеудің шешімі


		(1.4.34)

Теңдеудегі шекаралық шарттарды қанағаттандыратын шешімдерін табамыз




		(1.4.35)

2-есеп. Келесі теңдеудің


(1.4.36)

Төмендегі шекаралық шарттар қанағаттандыратын шешімдерін табыңыз




		(1.4.37)


 шекаралық шарттарды пластина шеттерін бекіту түрлеріне байланысты болады.
(1.4.33) теңдеуінің қалған бөлігін келесі түрде жазамыз (3-есеп)


		(1.4.38)


Декомпозиция әдісінің мәні бойынша теңдігі деп есептеп болады деп есептейміз және  шарты пластинаның берілген нүктелерінде жуық түрде орындалуы тиіс.

- теңдеуін келесі түрде жазамыз


		(1.4.39)


Мұндағы  - кез келген тұрақтылар. Алғашқы екі теңдеудің жалпы шешімі келесі түрде болады




		(1.4.40)





Мұндағы ,  - шекаралық шарттарға байланысты табылатын функциялар, ал (1.4.40) жалпы шешімдегі ,   функциялары келесі түрде табылады




		(1.4.41)




Осы дербес есептердің шешімдерін пайдалана отырып және қосымша ;  шарттарын пайдалана отырып  белгісіздерін табу үшін біртекті сызықты алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз.
Осы теңдеулер жүйесінің шешімі жиілік теңдеуіне әкеледі.

[bookmark: _Toc79263653]1.5 Екі компонентті тұтқыр-серпімді орталар

Табиғатта кездесетін барлық ортаны динамикалық сипаты бойынша идеалды-серпімді және дифференциалды-серпімді деп бөлуге болады.
Бірінші топқа бір-біріне жақын орналасқан орта, механикалық сипаттамалар кіреді. Динамика мен толқындық процестерді зерттеу кезінде мұндай ортаны орташаланған механикалық сипаттамалары бар біртекті орта ретінде қарастыруға болады.
Дифференциалды-серпімді орта үшін екі компонентті ортаны құрайтын механикалық сипаттамалар бір-бірінен айтарлықтай ерекшеленеді.
Біз екі серпімді компоненттен немесе серпімді кеуекті қаңқадан және сұйық толтырғыштан тұратын екі компонентті ортаны қарастырамыз.
Ортаның кеуектілігі ұғымын енгіземіз.

Ортаның кеуектілігі келесі формула бойынша анықталғаншамасымен белгіленеді:


		(1.5.1.)


мұнда - жалпы алғанда, ортаның элементар көлеміндегі біріншіге қарағандағы екінші құраушының көлемі,

 - элементар үлгінің толық көлемі.

 деп пайымдайық.
Екі серпімді құраушыдан тұратын екі компонентті ортаның бірінші түрі олардың арасындағы ілінісудің әртүрлі шарттарымен сипатталады және жалпы жағдайда кернеулердің деформацияға тәуелділігі түрінде жазылады



(1.5.2.)



мұнда ''1'' индексі бірінші құраушыға, ''2'' индексі – екіншіге қатысты.
Екі компонентті ортаның екінші түрі кейбір түсіндірулерді қажет етеді.
«Кеуек» термині өзара кеуектердің арасындағы ашық жетілдіретін ортаға жатады.
Орта компоненттерінің құраушылары арасындағы байланыс жетілмеген деп саналады, яғни сұйық компонент ортадан ағып кете алмайды.


Деформацияланған тұтас орта әртүрлі механикалық сипаттамалары бар екі серпімді континуумнан құралсын, олардың тығыздықтарын  арқылы, нүктелердің орын ауыстыруларын  арқылы белгілейік.
Кернеулердің деформациялардан тәуелділіктері мына түрге ие.


	

		(1.5.3)



бірінші компонент үшін,




		(1.5.4)



екінші компонент үшін,бұл жерде келесі тәуелділіктер орын алады


		(1.5.5)


мұндағы- серпімді тұрақтылар,




		(1.5.6)




мұндаығысу векторларының компоненттері.  серпімді механикалық сипаттамалар кеуектілікке де,қоршаған ортаны құрайтын дәндер арасындағы ілінісу шарттарына да байланысты және эксперименталды түрде анықталады.
(1.5.3) және (1.5.4) тәуелділіктерден көрініп тұрғандай, орта компонентінің және басқа факторлардың өзара әсері салдарынан жанама кернеулердің жұптық заңы орындалмайды.
Кернеулердегі қозғалыс теңдеулері:




							(1.5.7)

мұнда


		(1.5.8)




-диффузия коэффициенті, жәнедекарттық координаталар жүйесінде (х, у, z)мәндерін, немесебасқа координаталарды (цилиндрлік, сфералық және т.б.) қабылдайды[54].

шамалары тығыздықтың өлшеміне ие:




		(1.5.9)

бұл жерде





- қосылған массаның рөлін атқарады.
Егер(1.7.7)  теңдеулерінің сол және оң жақ бөліктерін қоссақ және белгіні енгізсек:


		(1.5.10)
келесіні аламыз


		(1.5.11)


яғни қосынды кернеу екі компонентті ортаны құрайтын бөлшектердің үдеулеріне байланысты.  тұтас бір компонентті орта жағдайында (1.5.11)-ден біз белгілі теңдеулерді аламыз:


		(1.5.12)

Сол сияқты, (1.5.12) шарттарында (1.5.3) және (1.5.4) қатынастарынан изотропты біртекті серпімді орта үшін Гук заңы алынады.


(1.5.7) қозғалыс теңдеулері бойлық және көлденең толқындардың  және потенциалдарын енгізу арқылы жеңілдетіледі.


		(1.5.13)


Бұл жерде соленоидалдылық шарт орындалуы тиіс [55].



		(1.5.14)



жәнепотенциалдарында (1.5.7) қозғалыс теңдеулері келесі түрге келтіріледі:



(1.5.15)




(1.5.16)



	 	(1.5.17)



(1.5.18)


мұнда - үш өлшемді Лаплас операторы,




		(1.5.19)


жәнеконстанталары теңсіздіктерді қанағаттандырулары керек:










Диффузия жоқ болған кезде, яғниv=0 болғанда, (1.5.15), (1.5.16) және (1.5.17), (1.5.18) теңдеулерінде





=;   =;




	=;   =	(1.5.20)

деп аламыз.


(1.5.20)-ны (1.5.15.)-(1.5.18.) теңдеулеріне қойып, жәнеанықтау үшін келесі алгебралық теңдеулерді аламыз


          (1.5.21)


(1.5.22)





 (1.5.21) және (1.5.22) теңдеулерінен көрініп тұрғандай, олардың екі нақты түбірлері бар, ол түбірлерді былай белгілейміз (,) және (,).
Сондықтан суперпозиция принципіне байланысты


		(1.5.23)



және,үшін біз бөлек толқындық теңдеулерді аламыз: 


		(1.5.24.)

		(1.5.25)

бұл жағдайда бойлық және көлденең толқындардың жалпыланған жылдамдығы мынаған тең:




		(1.5.26)



Диффузия бар болса, (1.5.15) – (1.5.18) теңдеулер жүйесі (1.5.24) – (1.5.25) типіндегі бөлек теңдеулерге келтірілмейді.
Сұйық толықтауышы бар серпімді қаңқа мен толықтауыш арасындағы жетілмеген байланысы бар кеуек серпімді ортанықарастырайық.
Деформациялар мен кернеулер арасындағы тәуелділіктерді былай жазу ыңғайлы:





	 	(1.5.27)


Мұнда - қаңқа деформациясы. 





сұйық толықтауыштың көлемдік деформациясы; 

екі компоненттік ортаның механикалық сипаттамалары, 

сұйық компоненттегі қысым.
Кернеулердегі қозғалыс теңдеулері:


		(1.5.28)




Бұл жердежәнедекарттық координаталар жүйесіндегі мәндерін қабылдайды және (1.5.8) тәуелділіктері орындалуы керек.


(1.5.28) қозғалыс теңдеулері (1.5.13) формулалары бойынша  потенциалдарын енгізумен жеңілдетіледі, бұл ретте (1.5.14) шартын  қанағаттандыруы тиіс.

 потенциалдарында (1.5.28) қозғалыс теңдеулері келесі түрге келтіріледі:


		(1.5.29)




		(1.5.30)


		


деп алып және (1.5.30)-ды (1.5.29)-дың алғашқы екі теңдеуіне қойып, анықтау үшін келесі теңдеуді аламыз:


		(1.5.31)



оның және екі нақты түбірі бар.Ендеше,



		(1.5.32)


жәнепотенциалдары келесі толқындық теңдеулерін қанағаттандырады:



						,	(1.5.33)


мұндажалпыланған жылдамдықтары:


		(1.5.34)

(1.5.29) теңдеуінің соңғы екеуін келесі түрге келтіру ыңғайлы:



		(1.5.35)

Бұл жерде


		(1.5.36)


Жалпыланған потенциалдарда орын ауыстыру шамалары былай жазылады:












		(1.5.37)


бұл жерде екі компонентті серпімді орта үшін  болғанда:


		(1.5.38)

Ал екі компонентті кеуекті орта үшін


		(1.5.39)

Екі компонентті орталардың кернеуі мен деформациясы орын ауыстыру арқылы белгілі (1.5.37) формулаларымен және (1.5.3), (1.5.4) және (1.5.27) жалпыланған Гук заңдарымен анықталады.

Жалпыланған жазық кернеулік күй пластина түріндегі шектелген орталардағы толқындық процесстерді зерттеу кезінде қолданылады. Ол ізделінді шамалардың көлденең координатадан тәуелсіз болған жағдайда шамамен сипатталады, яғни


		(1.5.40)

Бұл жағдайда (1.5.27)-ден шығатыны


		(1.5.41)

және (1.5.17) қатынастары мына түрге ие болады:


	

		(1.5.42)


	
Бұл кезде:



		



							(1.5.43)


	

Қозғалыс теңдеулерін мына түрде жазамыз: 




	 	(1.5.44)



		

(1.5.44) теңдеулерін толқындық теңдеулер жүйесіне келтіруге болады, ол үшін:



	


		(1.5.45)

Бір мезгілде жалпыланған кернеулік күйдің моделі тік бұрышты қиманың өзектері сияқты шектеулі ортадағы бір өлшемді толқындарды зерттеуде қолданылады.

Егер ізделінді шамалар координатасынан тәуелсіз болса және


		(1.5.46)


онда деп, алатынымыз:


		(1.5.47)

және


		(1.5.48)

мұнда


		(1.5.49)

серпімді орталар үшін Юнг коэффициентінің аналогы болады.
Бір өлшемді қозғалыс теңдеулері:


		(1.5.50)

Егер (1.5.50) жүйесінн толтырғыш болмаса, белгілі бір өлшемді толқындық теңдеу пайда болады.


Трансверсалды-изотропты , алдын-ала кернеулі кеуекті екі компонентті орта теориясы кеңістістігіндегі ақырғы қалыңдықтың шексіз қабаты үшін тұжырымдалады, бұл жерде орта координатада шектелген .


Орта қаңқасының алдын-ала кернеулік серпімді күйі жазықтығында болғанда біртекті болсын, яғни.




								(1.5.51)





мұнда- бастапқы деформациялар, тұрақты және аз шама емес, бұл кезде  деформациясы  -ден тәуелді және сыртқы жүктемелер болмаған кезде қабаттың статикалық күйінің шарттарынан анықталады.  (деформациясы) шамасы мынаған тең:


		(1.5.52)



Сол сияқты, тығыздығы  ден тәуелді:


		(1.5.53)


бұл жерже қаңқаныңтығыздығы кернеулік күйдеболады.


 қаңқасы мен  толтырғыштың деформациядан тәуелділігі мына түрге ие:








		(1.5.54)

мұнда


		(1.5.55)

Орта материалының қозғалыс теңдеулері теңдеулер жүйесімен сипатталады.
Қозғалыс теңдеулері:





  (1.5.56)











(1.5.54) қатынастарынды болғанда және (1.556) теңдеулері тұтас орта үшін жарамды, яғни тек қабат үшін ғана емес.
Дербес жағдайды қарастырайық – жазық жалпыланған кернеу.

Белгілі болғандай, бұл жағдай (1.5.54) қатынастарын және (1.5.56) теңдеулерін жорамалында жеңілдету болып табылады, содан кейін (1.5.54)-тің үшінші қатынасан мынаған ие боламыз:


		(1.5.57)

(1.5.54)-тің алғашқы екі өрнегіне (1.5.57)-ні қойып,алатынымыз:











		(1.5.58)



(1.5.58) қатынастарында жәнешамаларын ескермейміз, яғни


		(1.5.59)

Жазық жалпыланған кернеулік күй жағдайында қозғалыс теңдеулері қысқартылып, келесі түрге ие болады:









		(1.5.60)





	

(1.5.60) жүйесін былай қысқартуға болады, ол үшін:



	



	


болу керек және үшін келесі теңдеулерді аламыз:




		(1.5.61)








(1.5.61)-дің алғашқы екі теңдеуін қысқартуға болады, ол үшін


		(1.5.62)


үшін келесі теңдеуді аламыз:



	(1.5.63)


Олардың түбірлері ретінде белгілейміз. 
Сондықтан теңдеулер жүйесін келесіге келтіруге болады



	

		(1.5.64)

мұнда


		(1.5.65)



мұндажәне  – жалпыланған жылдамдықтар.
Сол сияқты, жазық жалпыланған кернеулік күйге бірөлшемді жалпыланған кернеулік күй үшін қатынастар мен теңдеулер тұжырымдауға болады үшін.


Сол үшін жуық шамамен  және  деп алып, келесі өрнекті аламыз


		(1.5.66)

(1.5.66)-ны (1.5.58)-дің бірінші қатынасына қойсақ, алатынымыз




		(1.5.67)

Егер жаңа параметрлер енгізсек:


	

		(1.5.68)

онда (1.5.67) қатынастары мына түрге ие болады:


		(1.5.69)

Ортаның бір өлшемді қозғалысы келесі теңдеулермен сипатталады:


		(1.5.70)

Екі компонентті тұтқыр-серпімді кеуекті ортада толқындардың таралуының дербес есептерін зерттеу кезінде осы орта параметрлерінің сандық сипаттамаларын білу қажет.
Мысал ретінде сұйық кеуекті ортаның сандық сипаттамаларын келтіреміз.
[56] еңбектерінде жарияланған эксперименттік зерттеулерді талдау негізінде кеуекті ортаның механикалық сипаттамалары келтірілген.


 -ның  -дан тәуелділік қисығы параболамен жақсы аппроксимацияланады


		(1.5.71)

Екі компонентті серпімді орта параметрлері бойынша тәжірибелік мәліметтер іс жүзінде жоқ.
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Тікбұрышты пішінді жазық пластинкалар құрылыс конструкциялары мен кешендердің негізгі элементтерінің бірі болып табылады.
Тікбұрышты жазық элементтердің тербелістерінің қолданбалы есептерін шешкен кезде әр түрлі шеттік есептермен байланысты тербеліс есептерінің кең класы пайда болады: тербелістің жуық теңдеулері, жазық элементтің шеттеріндегі әр түрлі шекаралық шарттар мен бастапқы шарттар. Тербеліс теориясында маңызды нәрсе - меншікті тербелістердің жиілігін анықтау, жазықтық элементтің мәжбүрлі тербелістері туралы есептерді шешу және олардағы гармоникалық толқындардың таралуын зерттеу.
Механикалық және геометриялық сипаттағы гипотезалар мен болжамдар негізінде алынған жуықталған теориялар негізінде, атап айтқанда, стационарлы емес сыртқы әсерлердегі жазық элементтің толқындық және тербелмелі түрін нашар сипаттайтын Кирхгоф теңдеуінің параболалық типіндегі жуықталған теңдеулер негізінде, көптеген есептер шеттері топсамен бекітілген жазық элементтердің меншікті тербелістерінің жиіліктерін анықтайды.
Деформацияланатын денелердегі гармоникалық толқындарды зерттеу кезінде фазалық жылдамдық ұғымы орта күйінің өзгеру жылдамдығы ретінде енгізіледі, ал фазалық жылдамдық меншікті тербелістер жиіліктері арқылы өрнектеледі, сондықтан гармоникалық толқындардың таралуын зерттеу меншікті формалар мен жазық элементтер мысалында шектелген тербелістер жиіліктерін анықтау мәселелеріне тікелей қатысты.
Осы тарауда жазық элементтердің қатпарлығын, реологиялық тұтқыр қасиеттерін, қоршаған ортаның әсерін, деформацияланатын негізді, анизотропияны және т. б. ескере отырып, жазық элементтердің меншікті және мәжбүрлі тербелістерін зерттеу бойынша нәтижелер келтіріледі.
Осы факторлардың әсері жазық элементтің меншікті және мәжбүрлі тербелістері, олардағы гармоникалық толқындардың таралуы туралы мәселелерді зерттеуді едәуір қиындатады.
Бірінші параграф тұтқырлықты, сондай-ақ, жоғарыда аталған геометриялық және механикалық факторларды ескере отырып, тікбұрышты жазық элементтің тербелістерінің әртүрлі шеттік есептерін тұжырымдауға арналған.
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Жалпы жағдайда жоғарғы қабаттың және негіздің материалдарын әр түрлі деп есептейміз. Пластинаның параметрлерін «1» индексімен және жоғары қабаттың параметрлерін «2» индексімен, ал төменгі қабаттың параметрлерін «3» индексімен белгілейміз. 

Есепті үш өлшемді сызықты қойылымда қарастырып, пластина қабатының және негіздің қозғалысының теңдеуін тұтқырлықты Ф және потенциалдарында келесі түрде жазамыз.




		(2.1.1)





мұндағы, -операторлары келесі түрде болады



; 


Ал  Лапластың үш өлшемді операторы





 - тұтқыр-серпімді операторлар




		(2.1.2)





– операторлардың ядролары (l=1,2),, , – материалдардың тұрақтылары


		(2.1.3)


Мұндағы– байланымдылық коэффициенттері


Жоғары қабаттың, пластинаның және негіздің материалдарын тұтқыр-серпімді, изотропты деп есептеп қысымдарының деформацияларға тәуелділігін ескере отырып, келесі операторлық қатынастар түрінде жазамыз


		(2.1.4)





Қабат астында орналасқан пластина тербелісі жоғары қабаттың сыртқы бетінетүсетін сыртқы күштердің әсерінен немесе негізден таралатын әсерлерден пайда болады деп есептейміз. Сонымен қатар, жанасу шекараларында () және  () үйкеліс жоқ деп есептейміз. Бұл жағдайларда () болғанда келесі шекаралық шарттарды аламыз


		(2.1.5)


Жоғарғы қабат пен пластинаның жанасу нүктелері үшін  болғанда, келесі шарттарды аламыз


		(2.1.6)


Пластина шекараларында   болғанда төмендегі шарттарды аламыз.




		(2.1.7)





Мұндағы  функциялары негіз жағынан таралатын толқындардың қысымдары мен орын ауыстыруларын сипаттайды. Бұл жағдай жер сілкінісі кезінде немесе жер асты жарылысы кезінде болады,- жылу өткізгіштік коэффициенті.

Сонымен қатар,  болғанда келесі шарттар орындалуы тиіс


		(2.1.8)

Бастапқы шарттар нөлдік болады


		(2.1.9)
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Пластина тербелістерінің шекаралық есебі келесі интегро-дифференциалдық теңдеулерді шешуге әкеледі


		(2.2.1)




Шекаралық және бастапқы шарттар (2.1.5), (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9) түрлерінде болады. Алдымен бастапқы шартты қанағаттандыратын (2.2.1) теңдеуінің жалпы шешімін табайық
Есептің жалпы шешімін бастапқы шарт нөлдік болғанда келесі түрде іздейміз [57]:


		(2.2.2)






Жоғарыда айтылған шектеулерге байланысты сыртқы әсерлердің , функциясынинтервалдарының сыртында мейлінше аз деп есептейміз. Бұл жағдайда (2.2.2) өрнектерін интеграл таңбасы астында дифференциалдауға мүмкіндік береді. (2.2.2) өрнектерін (2.2.1) қозғалыс теңдеуіне қойып, (2.1.9) бастапқы шарттарын ескеріп,, үшін кәдімгі дифференциалдық теңдеулер аламыз.


		(2.2.3)






Мұндағы  сонымен қатар  және,және - операторларының түрленулері болса (2.2.3) теңдеуінің жалпы шешімі келесі түрде жазылады


		(2.2.4)

Жоғарғы қабат және пластина  шекарасында, яғни 




Ал төменгі негіз үшін (2.1.8) шартын ескергенде бұл функциялар келесі түрде жазылады


		(2.2.5)

(2.2.4) түріндегі шешімдері үшін түрлендірілген орын ауыстырулар жоғары қабат пен пластина нүктелері үшін келесі өрнектерді аламыз




		(2.2.6)



Бұл жағдайда гиперболалық функциялар аргументтер бойынша жинақты болатын дәрежелік қатарлар түрінде жазылады. (2.2.6) түріндегі жалпы шешімді физикалық мағынасы бар басқа белгісіздер арқылы өрнектеу ыңғайлы. Сондықтан, жоғары қабат үшін, тұрақтыларының орнына жанасу нүктелеріндегі, нүктелердің орын ауыстыруын сипаттайтын шамаларды алған ыңғайлы. Белгісіз шамалар (2.2.6) қатарларындағы алғашқы қосылғыштар болып табылады және жаңа қосымша шамаларды келесі түрде енгіземіз


		(2.2.7)
















Мұндағы , ,  жанасу жазықтығындағы нүктелердің жанама және нормаль түрлендірілген орын ауыстырулар, ал , , бойынша туындылардың түрлендірілген шамасы немесе деформация түріндегі шамалар., тұрақтыларынан жаңадан енгізілген , , ,,,  белгісіздеріне көше отырып векторлық өрістің соленоидальды екенін ескере отырып келесі өрнекті аламыз
	

		(2.2.8)

(2.2.6) –ның орнына келесі қатынасты жазуға болады


		(2.2.9)


мұндағы  

	







(2.2.9) өрнегін k, q, p айнымалы бойынша кері түрлендіре отырып қабат нүктелері үшін нақты , ,  орын ауыстыруларын аламыз



                        (2.2.10)









мұндағы жәнe операторлары келесі түрде жазылады:


		(2.2.11)










мұндағыжәнеоператорлары жазық көлденең тік толқындардың zj=const жазықтарында таралуын сипаттайды. Ал жанасу жазықтарында нүктелердің кері түрлендірілген жанама және нормаль орын ауыстырулар болып табылады. z бойынша туындылардың кері түрлендіруі немесе деформация түріндегі шамалар. ,  ,  орын ауыстырулар үшін өрнектерді біле отырып, кез келген  функциялары қысымдар үшін өрнектерінде пайдаланылады.












(2.2.12)














(2.2.10) өрнектері тек (2.2.1) қозғалыс теңдеуінің шешімдерінен алынды және бұл жағдайда бастапқы жағдайда нөлдік және есептің жалпы шешімі болады.

белгісіздерін және төменгі негіздің параметрлерін табу үшін (2.1.5), (2.1.6) және (2.1.7) шекаралық шарттарды пайдаланамыз.


Жоғарыда келтірілген тәуелсіз айнымалылар ретінде орын ауыстыруларын және  деформацияларын аламыз.
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2.2.1 Деформацияланатын пластина тербелістерінің жалпы теңдеуін қорытып шығару


функциясының арасында барлығы тәуелділері бар олардың арасында тәуелділікті z=h1 болғандағы шекаралық шарттардан шығаруға болады. Қысымдармен орын ауыстырулар үшін жазылған (2.2.10) және (2.2.12) өрнектерін (2.2.16) шекаралық шарттарға қойып төмендегі байланыстарды аламыз




 	(2.2.13)











Осы теңдеулерден





	(2.2.14)








екендігін табамыз. (2.2.14). өрнектерін (2.2.13) теңдеулер жүйесінің алғашқы үш теңдеулеріне қойып және де ,,шамаларын  орын ауыстыруы арқылы өрнектеп, ал 

 тең екендігін ескеріп, келесі интегро-дифференционалдық теңдеулер жүйесін аламыз.


	(2.2.15)


	











мұндағы операторлар, , , , , ,, , , , келесі түрде жазылады:





















	(2.2.16)











Әрі қарай төменгі жарты кеңістік үшін алынған (2.2.5) шешімдерін пайдаланыпинтегралдау тұрақтыларын (2.28) шарттарын 2.1.2 шекаралық шарттарды пайдаланып жоюға болады.


		(2.2.17)









Көрсетілген теңдеулер жүйесіндегі  интегралдау тұрақтыларын өрнектеп










Бұл жағдайда (2.17) шекаралық шарттар келесі түрде жазылады.



	;  ;	(2.2.18)


Мұндағы операторы кері түрлендіру түрде жазылады.
 

		(2.2.19)






(2.2.20)

(2.2.19) өрнегі төменгі шартты кеңістіктің орта қабатының астында орналасқан пластина тербелісіне кері әсерін сипаттайтын заңдылықты көрсетеді. 
Жалпы жағдайда (2.2.19) өрнегін , , р айнымалдары бойынша кері түрлендіру өте күрделі, мысалы серпімді қабат және төменгі негіз үшін бұл кері түрлендіру келесі түрде жазылады.


		(2.2.21)


		(2.2.22)

(2.2.19) өрнегі үдеріс лездік яғни толқынды сипатта болса қарапайым түрге келеді. Бұл жағдайда (2.2.19) өрнегі жуық түрде келесі түрде жазылады.


		(2.2.23)


(2.2.21), (2.2.22), (2.2.23) формулалардан көрініп тұрғандай  негіздің (төменгі жарты кеңістік) реакциясы   орын ауыстыру жылдамдығына пропорционал екендігі көрінеді. Ал Винклер гипотезасы бойынша ол реакция  орын ауыстыруына пропорционал екені белгілі. Сонымен қатар, алынған жалпы шешіммен кері әсердің заңдылығы пластина мен негіздің тұтқыр-серпімді сипаттамаларын көрсетіп тұр және де жарты кеңістік тарапынан болатын әсерлерді сипаттайтын функцияларға да ие. 
(2.2.12) өрнектерін (2.2.18) және (2.1.6) шекаралық шарттарға қойып келесі бес интегро-дифференционалдық теңдеулерінің жүйесін аламыз.










	(2.2.24)


операторлары келесі түрде жазылады. 






















(2.2.15) және (2.2.24) теңдеулер жүйелері ізделінді функциялармен олардың комбинацияларын





;  ;  ;   ;



;  ;

табу үшін арналған келесі сегіз  интегро-дифференционалдық теңдеулердің жүйесін береді.
Бұл теңдеулер жүйесі z=0 жазықтығы нүктелердін қозғалысын сипаттайды.
















=	(2.2.25)

(2.2.25) теңдеулер жүйесі:





;  ;  ;  бес айнымалыларына байланысты бес теңдеулер жүйесіне және




;  ;    

үш теңдеулер жүйесіне жіктелді.  
(2.2.25) теңдеулер жүйесі қалыңдығы тұрақты деформацияланатын орта қабаттың астында орналасқан. Пластиналардың тік көлденең тебелістерін сипаттайтын жалпы теңдеуін аламыз.

[bookmark: _Toc79263658]2.2.2 Деформацияланатын орта қабат астында орналасқан пластина тербелісінің жуық теңдеуі

Жоғарыда көрсетілген деформацияланатын орта қабат астында орналасқан пластина тербелісінің жуық теңдеу құрылымы бойынша күрделі және х, у координаталарымен уақыты бойынша кез-келген реттегі туындылары бар, сондықтан ол теңдеулер қолданбалы есептерді шешуге және инженерлік есептеулер жүргізуге жарамсыз. 


Егер қалыңдығы пластина тербелісін сипаттайтын негізгі шама ретінде пластинаның z=0 жазықтығында жатқан нүктелердің  орын ауыстыруын алсақ, жалпы теңдеуде реті 2-ден аспайтын туындылармен шектеліп  үшін жуық интегро-дифференционалдық теңдеуін аламыз[58, 59]. 


	(2.2.26)


оператор келесі түрде болады.








	(2.2.27)




мұндағы  негіздің реакциясы немесе ортаның кері әсері, ал S - операторлары, негіз бен пластина тұтқыр-серпімді болғанда келесі түрде жазылады. 


		(2.2.28)


Ал  шамасы (2.2.19) кері әсердің заңдылығынан анықталады. 
Пластина мен негіз серпімді болғанда бұл оператор тұрақты шамаға айналады.




Ескеретін жағдай, (2.2.27) формуламен анықталатын P - негізді реакциясы z=0 жазықтығы нүктелерінің орын ауыстыру жылдамдығымен реті тақ болатын туындыларға ие.

[bookmark: _Toc79263659]2.2.3 Қабат астында орналасқан пластинаның тік тербелісінің жуық теңдеуін талдау.


Пластинаның тік тербелісінің 4-ші жуық теңдеуінде  негіздің реакциясы z=0 пластина орта жазықтығының нүктелерінің жылдамдығымен қатар уақыт бойынша тақ туындылар бар сонымен қатар (2.2.27) қосылғышы бар[60].


		(2.2.29)

Бұл қосылғыштар жоғары қабаттың параметрлері ескерілген.
 операторлары (j=1, 2, 3, 4) келесі қосылғыштарға ие






	(2.2.30)




Егер жоғары қабат болмаса яғни  болса, онда (2.2.26) жуық теңдеуі келесі түрде болады. 


  (2.2.31)

мұндағы 


	(2.2.32)


Бұл теңдеу [61] жұмысында алынған теңдеумен бірдей. Төменгі негіз болмаған жағдайда яғниболғанда (2.2.26) теңдеуі келесі түрде болады. 


  (2.2.33)



Бұл теңдеу серпінді пластинаның тік тербелісінің нақтыланған теңдеумен бірдей. (2.2.33) теңдеуі түрі бойынша Тимошенка модел негізінде  алынған теңдеумен бірдей, алайда  және  туындылар алдындағы коэффициенті өзгеше. 
Егер бұл қосылғыштарды алып тастасақ онда (2.2.33) теңдеуі Кирхгофтың тік тербелістердің класстикалық теңдеуіне айналады.  Бұл теңдеу параболалық типте болғандықтан тербеліс үдерісін нашар сипаттайды. 

[bookmark: _Toc79263660]2.3 Деформацияланатын негізде орналасқан жазық  элементтің тербелісі

Төменде жазық элементтермен деформацияланатын негіздің динамикалық өзара әсерін [62,63] жұмыстарында көрсетілген негізде теориялық зерттеулерді ұсынамыз. 
Есептің қойылымы. Пластина түріндегі изотропты тұтқыр-серпімді жазық элементті қарастырайық. Мұнда тұтқыр-серпімділікті ескере отырып, пластинамен деформацияланатын негіздің өзара әсерін қарастырамыз.

Жазық элемент үшін  ׀z׀≤h;  - ∞ <(х, у)< ∞, ал негіз үшін - ∞ <(z)< h шектеулерін аламыз. Жазық элемент пен деформацияланатын қозғалыс теңдеуі  Ф және  потенциалдары аралығы келесі түрде жазылады. 


		(2.3.1)



мұндағы j=1 индексі жазық элементке байланысты ал j=2 негізде көрсетеді.
Мұнда


; 


– тұтқыр-серпімді операторлар 


		(2.3.2)



– материалдардың тұрақты шамалары,- операторлардың ядролары.

тәуелділігі келесі өрнекпен анықталады:


                             (2.3.3)


	                                                                        (2.3.4)	
Жазық элементтің негізді ескергендегі тербелісі z=h шекаралық шарттармен сипатталады




		(2.3.5)



және сол сияқты z= - h болғанда 


                                                     (2.3.6)


		(2.3.7)


 және өткізгіштік коэффициенті.
Бастапқы шарттарды нөлдік деп есептейміз.

(2.3.1) – (2.3.2) теңдеулерінің шешімдерін табу мақсатында  үшін келесі теңдеулерді аламыз:


		(2.3.8)

Коши есебінің жалпы шешімін жазық элемент үшін (j=1) табайық.

 потенциалдарын келесі түрде іздейміз.
 








Ал  арқылы (2.3.1) теңдеулер жүйесін бірінші теңдеулер арқылы анықталады. 


,шамалар үшін кәдімгі дифференциалдық теңдеулер аламыз




		(2.3.9)

мұндағы 












 Лаплас түрлендірулерін қолданғандағы операторлары.
(2.3.9) теңдеуінің жалпы шешімі келесі түрде болады:






		(2.3.10)





шартын ескере отырып   қатынасын аламыз.

Фурье және Лаплас түрлендірулерін қолданғанда  орын ауыстырулары келесі түрде болады.


		(2.3.11)


Сол сияқты төмендегі z = h шарты кеңістік үшін болғанда толқындардың өзгеруін ескере отырып, Коши есебінің жалпы шешімін аламыз


		(2.3.12)



мұндағы                                                            (2.3.13)

                                                                                                         (2.3.14)

(2.3.10), (2.3.12) өрнектері жазық элементпен негіз үшін құрылған Коши есебінің жалпы шешімінің түрлендірілген бейнесі болып табылады.
Пластинаның түрлендірілген орын ауыстыру үшін келесі өрнекті аламыз:







қатынасын аламыз. 


 үшін жазылған өрнектердегі гиперболалық функциялар z координаты бойынша дәрежелік қатарға жіктелген. 
Сонымен




	(2.3.15)



Жоғарыда жұмыста көрсетілген бастапқы функциялар әдісін қолданып басты бөліктерді енгіземіз:








		(2.3.16)










Сонымен қатар шамалары келесі қатынаста болады:




Орын ауыстырумен температураны





негізгі бөліктер арқылы өрнектеп және k, q, p бойынша кері түрлендіріп  үшін келесі қатынастарды аламыз




(2.3.17)




мұндағы операторлары келесі теңдікпен анықталады:






;                          	(2.3.18)




    	

Сонымен қатар (2.3.19) қатынастары орындалады:





		(2.3.19)







, ,  орын ауыстыруын және , , олардың деформацияларын анықтау үшін (z=0 жазықтығы үшін) (2.3.4) және (2.3.5) шекаралық шарттар бар. 
Төмендегі формулалар үшін жазық потенциалдарды енгізіп:



;           


;           

(2.3.4) және (2.3.5) шекаралық шарттардан төрт интегро-дифференциалдық жүйелерін аламыз






		(2.3.20)




мұндағы операторлары төмендегідей:










		











		(2.3.21)





















Ары қарай негіздер үшін табылған (2.3.12) және (2.3.14) шешімдерін пайдалана отырып (2.3.16) шартын ескере отырып, сонымен қатар (2.3.6) және (2.3.7) шарттарды пайдаланып  интегрировалды тұрақтыларын   арқылы өрнектейміз:







	  

	 	(2.3.22)

Бұл теңдеулер жүйесінен  












болатындығын аламыз.
Онда (2.3.6)  - (2.3.7)  шекаралық шарттар келесі түрде жазылады:


	

	

                                                                                                     (2.3.23)
		
z=h болғанда



мұндағыоператорлары шамалары кері түрлендіру арқылы табылады:


	(2.3.24)


	(2.3.25)


	(2.3.25)ʹ


	(2.3.25)"




(2.3.24) өрнегі негіздің пластина тербелісіне әсерін білдіреді. 

Мысалы егер  болса (2.3.24) келесі түрде жазылады


		(2.3.26)

бұл қатынас [52] жұмыста көрсетілген қатынаспен  бірдей.
Жалпы жағдайда (2.3.24) өрнектерін k, q, p  айнымалы кері түрлендіру бойынша күрделі, алайда егер үдеріс лездік яғни толқындық сипатта болса бұл өрнек қарапайым түрге келеді. Бұл жағдайда (2.3.24) өрнегі жуық шамамен


						 болады		(2.3.27)

(2.3.24) және (2.3.27) өрнектерінен көрініп тұрғандай негіздің реакциясы орын ауыстырудың   жылдамдығына пропорционал, ал Винклер гипотезасы бойынша  пропорционал. 
Сонымен қатар алынған жалпы шешім және негіздің кері әсері заңдылығы пластина мен негіздің тұтқыр-серпімді сипаттамаларын көрсетіп тұр. 
(2.3.23) шекаралық шарттарынан төрт интегро-дифференциалдық теңдеулерінің жүйесін аламыз.






		(2.3.28)





Мұндағы  және   операторлары келесі түрде болады:





















	(2.3.29)


(2.3.20) және (2.3.28) теңдеулер жүйелері ізделінді функциялары олардың комбинацияларын анықтау үшін сегіз интегродифференциалдық теңдеулер жүйесін  теңдеулер жүйесін береді. Бұл теңдеулер z=0 жазықтығының нүктелерінің қозғалысын сипаттайды. 














		(2.3.30)





(2.3.30) теңдеулер жүйесі айнымалыларына байланысты теңдеулер жүйесіне жіктеледі.
(2.3.30) теңдеулер жүйесі қалыңдығы тұрақты деформациялық негізде орналасқан көлденең тербелісінің көрсететін жалпы теңдеулер болып табылады. 

[bookmark: _Toc79263661]2.4 Деформацияланатын негізде орналасқан жазық пластинаның тік тербелісінің теңдеуін қорытып шығару және талдау

Жоғарыда көрсетілген деформацияланатын негізде орналасқан тұтқыр-серпімді пластинаның жалпы теңдеуі құрлымы бойынша өте күрделі және х, у координаталарымен t уақыты бойынша кез-келген ретті туындылар бар. Сондықтан бұл жалпы теңдеу қолданбалы есептерді және инженерлі есептеулер шығаруға жарамсыз.
Қолданбалы есептерді шығару үшін тиімді ал теңдеулерді алғашқы қосылғыштармен шектеліп табуға болады.


Егер негізді ізделінді шама ретінде  қозғалысын тік қозғалысын z=0 жазықтығы үшін онда алғашқы екі қосылғыштармен шектеліп, келесі жуық теңдеулерді аламыз:



(2.4.1)


	       	        (2.4.2)
мұндағы






                                        (2.4.3)




















(2.4.1) теңдеуі деформацияланатын негізде жатқан жазық элементтің жуық теңдеуі болып табылады. Бұл теңдеуде пластина мен негіздің материалдардың деформацияланған түріндегі байламдылығы ескеріледі.

(2.4.2) негіздің әсерін ескергендегі теңдеу болып табылады. Р - операторы негіздің реакциясы, ал - операторынегіздің әсерін білдіреді. 

S және   негізбен тұтқыр-серпімді болғанда келесі түрде жазылады:



; 		;


				;				(2.4.4)

(2.4.3) өрнегінен көрініп тұрғандай Р негіздің реакциясы  z=0 жазықтығы нүктелерінің орын ауыстыру жылдамдығына байланысты болады.


(2.4.1) және (2.4.2) теңдеулерінде деп алсақ, байланымсыз теорияның жуық теңдеулерін аламыз. Алболса (2.4.1) теңдеуінен дефформацияланатын негізде орналасқан пластинаның тік тербелісінің жуық теңдеуін аламыз. Бұл теңдеу [65] жұмысындағы теңдеумен бірдей. 

[bookmark: _Toc79263662]2.5 Тік бұрышты жазық элементтердің тербелісінің қолданбалы есептері

Осыған дейін қарастырылған жазық элементтердің шекаралық есептерінің нәтижелерін жүйелейік: яғни, олардың жуық теңдеулері мен жиілік теңдеулері бойынша зерттеу жүргізіледі.
Оның мағынасы келесіде: жазық элементтің шеттеріндегі шекаралық шарттарға байланысты және бастапқы шарттар бойынша жүйеленеді, бұл шарттар еркін және еріксіз тербелістердің дербес есептерін шығаруға, олардағы гармоникалық  тербелістердің таралуын анықтауға қажет.

[bookmark: _Toc79263663]2.5.1 Жазық элементтердің тербелістерінің жуық теңдеулері

1. Деформацияланатын орта қабатының астында орналасқан пластина тербелісінің жуық теңдеуі келесі түрде жазылады.


			(2.5.1)


Мұндағы  Р –операторы негіздің қарсы әсерінің заңдылығын көрсетеді, ал  және P операторлары (2.2.27) түрінде болады.
2. Деформацияланатын негізде орналасқан пластина үшін тербелістің жуық теңдеуі төмендегідей


		(2.5.2)

3. Деформацияланатын негізде орналасқан пластинаның жуық теңдеуі келесі:



(2.5.3)




Мұндағы , және  операторлары (2.4.3) түрінде болады.
4. Деформацияланатын негізде орналасқан алдын ала қысымдалған трансверсалды-изотропты пластинаның тербелісінің жуық теңдеуі төмендегідей:


		(2.5.4)


Мұндағы және Р операторлары (2.3.3) түрінде болады.

5. Арнайы әдебиеттерден белгілі тік тербелістердің кейбір жуық теңдеулерін қарастырайық. 
Кирхгофтың жуық теңдеуі [66]



					 	                     (2.5.5)

Мұндағы  D - цилиндрлік қаттылық, бұл теңдеу параболалық типті теңдеу болады. 
С.П.Тимощенко моделі бойынша алынған жуық теңдеу[67].


		(2.5.6)

Үш қабатты  пластинаның тік тербелісінің жуық теңдеуі төмендегідей:


		(2.5.7)


Мұндағы: төмендегі формула бойынша анықталады:



	;                    	(2.5.8)
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x=const  шеті бойынша шекаралық шарттарды келтірейік. y=const шеті үшін шекаралық шарттар дәл осылай жазылады. Тік орын ауыстыру үшін мүмкін болатын шарттарды қарастырайық. Алдымен жазық элемент үшін шекаралық шарттарды құрамыз. 
Пластина нүктелеріндегі орын ауыстырулар мен қысымдар үшін жуық өрнектер төмендегідей болады:









(2.5.9)

Қалың пластина теориясында төмендегі көрсетілген үш шекаралық шарттар жиі қолданылады:

Еркін шеттер үшін 


		(2.5.10)

Қатты бекітілген шеттер үшін


		(2.5.11)

немесе


		(2.5.12)

Топсамен бекітілген шеттер үшін 


		(2.5.13)

немесе


		(2.5.14)

Жоғарыда айтылғандай бұл көрсетілген шекаралық шарттар x=const шеті үшін көрсетіліп тұр, y=const шеті үшін шекаралық шарттар дәл осылай анықталады. [68] жұмысында көрсетілгендей топсамен және қатты түрде бекітілген шеттер үшін шекаралық шарттар классикалық шарттармен бірдей болады, яғни топсамен бекітілгенде 


		(2.5.15)

Катты түрде бекітілгенде


		(2.5.16)

Еркін шарттар үшін (2.5.10)  шарттарының алғашқы екі шартын екеуін және (2.5.9) жуық теңдеуін пайдаланылады.


		(2.5.17)


Көрініп тұрғандай (2.5.17) шартының бірінші шарты серпімді пластиналар үшін қолданатын шекаралық шарттардан өзгеше екені көрініп тұр.  


		(2.5.18)

Бұл өзгешелік (2.5.17) шекаралық шартында уақыт бойынша екінші ретті туынды бар, ал (2.5.17)–нің екінші шарты белгілі шартпен бірдей. Сонымен қатар, (2.5.17) - шартының біріншісі материалдық нүкте динамикасындағы Даламбер принципінен шығады.
Тағы бір шекаралық шартты көрсетейік – бұл шарт пластинаның шеттері серпімді түрде бекітілген кезде пайда болады. «1» индексімен горизонтал пластинаның параметрін белгілесек, ал «2» индексімен вертикал пластинаның параметрлерін белгілесек, онда горизонтал пластина үшін төмендегі шекаралық шарттарды жазуға болады. 


	(2.5.19)

(2.5.19) шекаралық шартында екі пластинаның да параметрлері бар.
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Пластина нүктелерінің U, V , W орын ауыстырулары үшін бастапқы шарттарды келесі түрде жазуға болады.



;	;


				;	;	                 (2.5.20)


;	;

Жоғарыда келтірілген жуық теңдеулер үшін  байланысты бастапқы шарттар (2.5.19) жуық өрнектерінен және (2.5.20) бастапқы шарттар арқылы аламыз.



					


			;		 	(2.5.21)


Мұнда беттері үшін келтірілген шарттарға байланысты төмендегі байланысты аламыз.





	;      ;         ;       	(2.5.22)

Егер пластина серпімді болса, онда (2.5.21) бастапқы шарттары келесі түрде жазылады.


	

		(2.5.23)



Егер (2.5.20) бастапқы шарттары нөлдік болса, онда W(1) тік орын ауыстыруы үшін нөлдік бастапқы шарттарды аламыз. 
Ескерту. Жоғарыда келтірілген  жуық теңдеулердің, шекаралық және бастапқы шарттардың жиынтығы тербелістің әр түрлі шекаралық есептерін шығаруға және жазық элементтегі толқындық үдерістерді зерттеуге мүмкіндік туғызады.
Осы тарауда келтірілген пластина түріндегі жазық элементтің тербелісінің жуық теңдеулерінде  осы пластина материалының тұтқырлығын көрсететін тұтқыр-серпімді операторлар  бар. 
Қарапайымдылық үшін біртекті материалдан тұратын пластина қарастырайық. Егер пластина материалы серпімді болса, (2.5.21) теңдеуі келесі түрде жазылады.


		(2.5.24)

Мұндағы :  - коэффициенті төмендегі өрнек бойынша анықталады:




	;;	(2.5.25)


Ал - Пуассон коэффициенті, b - тік толқындардың пластина материалдарында  таралу жылдамдығы.
Егер пластина материалы Максвелл моделін қанағаттандырса  L, M операторлары төмендегі түрде жазылса 



		(2.5.26)

Мұндағы: τ –релаксация (жайылу) уақыты болса, онда (3.1.24) теңдеуі келесі түрде болады. 


		(2.5.27)

Көрініп тұрғандай (2.5.27) операторының ядросы регулярлы және (2.15.24) теңдеуінің орнына (2.5.27) теңдеуін алдық. (2.5.27) теңдеуін кез-келген регулярлы ядролар үшін жалпылауға болады. Ал, көрсетілген тербелістің жуық теңдеулері үшін регулярлы ядросы бар теңдеулерді дербес туындылы теңдеулерге келтіруге болатынын төменде көрсетеміз. 
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Пластинаның еркін тербелістері сыртқы әсер ететін күштер нөлге тең болғанда, ал бастапқы шарттар жалпы жағдайда нөлдік емес жағдайда пайда болады.. Сыртқы күштер нөлге тең болғанда, пластинаның тік тербелісі және оның еркін тербелісі (2.1.1) түріндегі үшін көрсетілген бір ғана теңдеумен жазылады. Ол теңдеудің оң жағын нөлге теңестіреміз. Яғни,  үшін бір текті дербес туындылы дифференциалдық теңдеу аламыз. 
Практикада деформацияланатын негізде орналасқан серпімді пластинаның тербелісі туралы есептердің қолданбалы маңызы зор. Бұл есептерді шығарғанда әдетте, негізді Винклер моделі бойынша сипаттаймыз. Яғни, негіздің реакциясы пластинаның орта жазықтығындағы нүктелердің орын ауыстыруына пропорционал деп есептейміз. (бір параметрлік негіз) немесе орын ауыстыруға және орын ауыстырудың лапласианына пропорционал (екі параметрлік негіз) деп есептейміз. Филиппов И.Г. еңбегінде көрсетілгендей, пропорционалдық коэффициенттер тәжірибеден анықталады. 



Сонымен қатар, бұл жұмыста негіз үшін Винклер моделі көптеген жағдайларда қате нәтижелер беретіні атап өтілген. Қалыңдығы тұрақты геометриялық өлшемдері,, болатын деформацияланатын негізде орналасқан. тік бұрышты пластинаны қарастырайық. Пластинаның контурлары топсамен бекітілген деп есептейміз. Пластина материалы тұтқыр серпімді болып, Максвелл моделін қанағаттандырсын, ал негіз серпімді болсын. Егер негізгі белгісіз шама ретінде z=0 орта жазықтықтығының нүктелерінің тік орын ауыстыруын деп алсақ, онда ол шама үшін жуық теңдеу келесі түрде жазылады.


	(2.6.1)


Мұнда - Максвелл моделі үшін төмендегідей болады. 



		(2.6.2)





Мұндағы ,  - Ламе тұрақтылары, ал негіздің реакциясы келесі түрде жазылады. 


		(2.6.3)

(2.6.1)  теңдеуін келесі түрде жазамыз.






	(2.6.4)


Мұндағы:  операторы келесі түрде болады


		(2.6.5)

Мұндағы: τ - релаксация (жайылу) уақыты.
Ядролары айырым түрінде болатын операторлардың дифференциалдық операторларға айналдыруға болатынын ескеріп, (2.6.4) интегро-дифференциалдық теңдеуін келесі дифференциалды теңдеу түрінде жазамыз


		(2.6.6)

Бұл жағдайда топсамен бекітілген пластина үшін шекаралық шарттар келесі түрде жазылады. 



;  	


	;           	(2.6.7)

Бастапқы шарттар нөлдік деп есептейміз.
Топсамен бекітілген пластина үшін жазылған (2.6.6) теңдеуінің (2.6.7) шекаралық шарттарын қанағаттандыратын шешімдерін (2.6.8) түрінде іздейміз.


		(2.6.8)



(2.6.8.) өрнегін (2.6.6.) теңдеуіне қойып үшін кәдімгі дифференциалдық теңдеу аламыз.  


		(2.6.9)



Мұндағы:, -келесі түрде болады.






		(2.6.10)






(2.6.9.)   теңдеуінің шешімін келесі түрде іздейміз.


		(2.6.11)

Өлшемсіз ζ жиілігі үшін төмендегі алгебралық теңдеуді аламыз.


		(2.6.12)

мұндағы:





		(2.6.13)



Ал γ – шамасы келесіге тең.




және төмендегі өлшемсіз параметрлер енгізілген.




;   ;     





Жұмыстың соңындағы келтірілген таблицада (2.6.12) жиілік теңдеуінің өлшемсіз параметрлер төмендегі мәндерге ие болғандығы;  ; ; жуық шешімдері келтірілген.
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Бұл бөлімде трансцендентті жиілік теңдеулерін алгебралық теңдеулерге келтіруді зерттейміз және тікбұрышты пластинаның шеттеріндегі шекаралық шарттардың да, геометриялық және механикалық сипаттағы параметрлердің де тікбұрышты жазық элементтердің меншікті тербелістерінің жиілігіне әсерін қарастырамыз және тікбұрышты пластинканың алдыңғы нәтижелерін қорытындылаймыз, олардың материалы Максвеллдің тұтқыр-серпімді моделін қанағаттандырады.
Қатты деформацияланатын денеде тербелмелі процестерді зерттеу кезінде тұтқыр серпімді операторлардың ядросын үнемі қабылдаған жөн, өйткені тек осындай операторлар деформацияланатын қатты денелерге тән лезде серпімділікті, содан кейін тұтқыр ағымды сипаттайды. регулярлы ядролары бар интегро-дифференциалдық теңдеулер дербес туындылы дифференциалдық теңдеулерге балама болатыны белгілі.
Жазық элементті тұрақты қалыңдықтағы изотропты біртекті серпімді пластинка ретінде қарастырыңыз.
Есептің шешуін төртінші ретті көлденең тербелістердің жуық теңдеуі негізінде шектелеміз. 



		(2.7.1)



Пластинканың шеттері  топсамен бекітілгендіктен, (2.7.1) теңдеуінің шешуін келесі түрде іздейміз


		(2.7.2)


(2.7.2)-ні (2.7.1) теңдеуіне қойып, үшін қарапайым дифференциалдық теңдеу аламыз


		(2.7.3)


мұндакоэффициенттері мынаған тең





		(2.7.4)

(2.7.3) теңдеуінің жалпы шешімі келесі түрде жазылады




(2.7.5) 



мұндаинтегралдау тұрақтылары, келесі характеристикалық теңдеудің түбірлері


		(2.7.6)

Олар мынаған тең:


		(2.7.7)




бүтін сандары сол жақ шеттегі шекаралық шарттарды қанағаттандыру кезінде шешімді қысқарту шарттарынан таңдалады, ал басқа шекаралық шарттар болғанда, пластинканың меншікті тербелістерінің жиіліктерін анықтау үшін трансценденттік теңдеуге келтіріледі.
Келтірілген кейбір есептерді қарастырайық.
Есеп 1. Бұл жағдайда пластинканың шеттерінде келесі шекаралық шарттаға ие боламыз


	        (x= 0; l1)	(2.7.8)



(8) шекаралық шарттарда (5)-тің жалпы шешімінде сол жақ шеттегі шарттардан интегралдаутұрақтылары нөлге тең, ал оң жақ шеттегі шарттардан алатынымыз


		(2.7.9)



бұдан шешімнің тривиалды емес шартынан трансцендентті жиілік теңдеуін аламыз.


		(2.7.10)





Есеп 2.  шеті қатаң, ал  шеті серпімді бекітіліген. Бұл есепте және тұрақтылары 1 және 3 есептеріндей, және оң жақ шеттегі шарттардан жиілік теңдеуін аламыз



         (2.7.11)

мұнда



	

		(2.7.12)




Есеп 3. шеті топсамен бекітілген, алшеті кернеусіз. Бұл есептежиілік теңдеуін аламыз


		(2.7.13)

Үш қабатты және трансверсалды-изотропты алдын-ала кернеулі пластинка түрінде серпімді жазық тікбұрышты элемент жағдайында алдыңғы тармақтың нәтижелерін қорытындылаймыз.
Серпімді материалдар жағдайында осындай жазықтық элементтердің тербеліс теңдеулерін жалпы түрде жазамыз


		(2.7.14)


мұнда үш қабатты пластинка үшін коэффициенттері мынаған тең







		(2.7.15)

ал, алдын-ала кернеулі трансверсалды-изотропты пластинка үшін мынаған тең

		(2.7.16)

сондай-ақ (2.7.14) теңдеуінің шешімін (2.7.2) түрінде іздейміз және Wk үшінкелесі теңдеуді аламыз


		(2.7.17)


мұндакоэффициенттері мынадай






Көріп отырғандай, (2.7.17) теңдеуінің формасы (2.7.3) теңдеуінен еш айырмашылығы жоқ және оның характеристикалық теңдеуінің түбірлері де (2.7.7)-ге тең және (2.7.17) теңдеуінің жалпы шешімі де (2.7.5)-тегідей.
    Осылайша, әртүрлі шеттік есептерге арналған меншікті тербелістердің жиілігін табу үшін (2.7.10) трансцендентті жиілік теңдеуін аламыз.
   Бұл жиілік теңдеулер көмегімен , ортотропты пластинка үшін де, яғни пластинаның физикалық қасиеттерінің сәйкес келмейтін жағдайындағы есептері шешіледі.

Трансцендентті теңдеулерді талдау

Бірінші пункттегі трансцендентті жиілік теңдеулерін талдайық.
Алдымен қарапайым трансцендентті теңдеуді қарастырамыз 


		(2.7.18)

Келесі белгілеулерді енгіземіз



							(2.7.19)


;



және болашақта қарапайымдылық үшін штрихтарды қолданбаймыз.
Өйткені синустар мен косинустар қандай да бір аргументтен болғандықтан



; 		

Онда (2.7.18) теңдеуі келесіге эквивалентті


		(2.7.20)



Егер  шамасы (2.7.7) өрнегінен түбір астында оң таңбамен анықталады деп қабылданса, онда бұл түбір кез-келген  мәндерінде нөлге айналмайды.


Сондықтан алдымен  деп алып немесе  үшін келесі теңдеуді алуға болады


		(2.7.21)

оның түбірлері:



                                                            (2.7.22)

тригонометриялық функциялардың өрнектеріндегі қатарлар жинақталатындықтан және (2.7.19) теңдеуіндегі қатарлар (2.7.18) теңдеуіне эквивалентті және жинақталатындықтан, (2.7.20) дербес теңдеуін зерттеу кезінде алғашқы қосылғыштардың ақырғы санымен шектелуге болады.
(2.7.3) қатарларындағы алғашқы үш қосылғышты алып, келесі түрде жазамыз


                                                                                                                   (2.7.23)



Өрнектің α1 =0 түбірлері (2.7.22)-ге тең. шамасы кез-келген -да нөлге тең емес.
Егер (2.7.23) өрнегіндегі тек алғашқы екі қосылғышты алсақ, онда




немесе


		(2.7.24)

және жиілік теңдеуі


		(2.7.25)

оң түбір мынаған тең


		(2.7.26)

Егер өрнектегі барлық үш қосылғышты алсақ, онда


		(2.7.27)

немесе




және екі оң түбірі бар оған сәйкес жиілік теңдеуі болады




		(2.7.28)


Сол сияқты, (2.7.20) өрнегіндегі алғашқы төрт немесе одан да көп қосылғыштарды және дәлірек жиілік теңдеуін және оған сәйкес жиіліктерді алуға болады .
Жиілік теңдеуін (2.7.20) теңдеу қатарларынан табу үшін қосылғыштардың ақырғы санын ұстап тұрудың заңдылық шартын анықтау қажет .
(2.7.20) теңдеуіндегі қатарларға Даламбердің қатарлардың жинақталу принципі қолданылады. 


		(2.7.29)

мұндағы 0< q < 1. 
(2.7.29) теңсіздігінен шығатыны 


		(2.7.30)

(2.7.30) теңсіздігін талдау келесі теңсіздіктің орындалуы кезінде ақиқат екенін көруге болады





мұндакоэффициенттері мынаған тең



;	

немесе теңсіздігі


		(2.7.31)


Геометриялық және механикалық сипаттағы берілген параметрлерде (2.7.31) теңсіздігінен жиілік теңдеуінің  салыстырмалы жиіліктерін табу үшін (2.7.20) қатарларындағы бірінші қосындылардың қажетті санын анықтауға болады .
(2.7.10) трансцендентті теңдеуін қарастырайық. (2.7.18) трансцендентті теңдеуі сияқты (2.7.10) теңдеуі келесіге эквивалентті




		(2.7.32)


Теңдеуден алдымен шығады және (2.7.22) жиіліктерін аламыз.
(2.7.32) теңдеуінен алғашқы қосылғыштарын шығарып аламыз




			(2.7.33)


(2.7.33)-тен сонымен қатардеп алып, шығатыны



	немесе	(2.7.34)

Оның түбірі


		(2.7.35)

Сол сияқты, жуық шамамен


		(2.7.36) 
Жиілік теңдеуін аламыз


		(2.7.37)

Оның түбірлері оң болады..
Сонымен, трансцендентті жиілік теңдеулерін алгебралық теңдеулерге келтіруге болады және тікбұрышты пластинканың немесе тікбұрышты жазық элементтің шеттеріндегі шекаралық шарттардың, сондай-ақ геометриялық және механикалық сипаттағы параметрлердің тікбұрышты жазық элементтердің меншікті тербелістерінің жиіліктеріне әсерін зерттеуге болады.
Максвеллдің тұтқыр-серпімді моделін қанағаттандыратын тікбұрышты пластинка немесе жазық элемент үшін алдында алынған нәтижелерді қорытындылаймыз.
Тікбұрышты біртекті изотропты пластина бар делік.
Бұл жағдайда төртінші ретті жуық теңдеудің шешімін келесі түрде іздейміз


		(2.7.38)


мұнда комплексті жиілік, нақты бөлігінің бір бөлігі тербелістердің сөну заңын, ал жорамал бөлігі меншікті тербелістердің жиілігін анықтайды.

 үшін қарапайым дифференциалдық теңдеу аламыз


		(2.7.39)


мұндамынаған тең


		(2.7.40)




коэффициенттері алдыңғы параграфтарда келтірілген.
(2.7.39) теңдеуінің жалпы шешімі:


	(2.7.41)

яғни тригонометриялық функциялардың орнына гиперболалық функциялар алынады.



Трансцендентті (алгебралық емес)  теңдеулерге әкелетін жоғарыда қарастырылған барлық шеттік есептер бірдей шешіледі. Трансцендентті теңдеулер алдыңғыдан алынады, онда  шамаларын  шамаларына ауыстыру керек, мұнда  - жорамал бірлік.
Мысалы, (2.7.18) трансценденттік теңдеуі келесі теңдеуге ауысады


		(2.7.42)

Ол мынаған эквивалентті




		(2.7.43)


(2.7.43) формуласының бір жиілік теңдеуі  шартынан шығады, сонда алатынымыз


	(2.7.44)

Бұл пластинканың барлық төрт жағындағы тікбұрышты топсамен тірелген пластинканың жиілік теңдеуіне сәйкес келеді және де екі комплексті түйіндес түбірлері бар.

[bookmark: _Toc79263669]2.8 Кейбір есептерді шешудің сандық талдауы

Егер барлық төрт шеті өздігінен бекітілген болса, онда жоғарыда сипатталғандар сияқты дәл жиілік теңдеулерін алу мүмкін емес.
Мұндай есептер үшін статика есептері үшін профессор Г.И.Пшеничныйдың [69,70] еңбектерінде дамыған декомпозиция әдісіне негізделген жиілік теңдеулерін алудың жуық әдісін сәтті қолдануға болады.
Декомпозиция әдісімен меншікті тербелістердің жиіліктерін анықтау үшін элементтің шеттеріндегі кез-келген шекаралық шарттарда жазық тікбұрышты элементтердің тербелісінің бірқатар есептерін қарастырамыз.
Элементтің материалы серпімді болған кезде жазық элемент жағдайында әдістің қойылымын баяндаймыз. Болашақта әдісті тұтқыр серпімді материалдың элементтері үшін қолданамыз.
Серпімді материалдан жасалған жазық элемент жағдайында төртінші ретті көлденең тербелістің жуық теңдеуі келесі түрде жазылады:


		(2.8.1)


мұндакоэффициенттері жазық элемент материалының геометриясымен  және қасиеттерімен анықталады.
(2.8.1) теңдеуінің шешімін келесі түрде іздейміз


		(2.8.2)


(2.8.2)-ні (2.8.1) теңдеулеріне қойып, үшін келесі теңдеуді аламыз


		(2.8.3)

Декомпозиция әдісін қолдану үшін жаңа тәуелсіз және тәуелді айнымалылар енгізген ыңғайлы.


		(2.8.4)

(2.8.4) айнымалыларында (2.8.3) теңдеуі мына түрге ие болады


		(2.8.5)

Тербелістер теориясында декомпозиция әдісі жалпы қойылымда келесіге келтіріледі[71].
Көмекші есептердің қойылымын тұжырымдау.
Есеп 1. Келес теңдеудің шешімін табу керек


		(2.8.6)

Ол мынадай шекаралық шарттарды қанағаттандырады


		(2.8.7)

Есеп 2. Келес теңдеудің шешімін табу керек


		(2.8.8)

Ол мынадай шекаралық шарттарды қанағаттандырады


		(2.8.9)

Пластинаның шеттеріндегі шекаралық шарттар оны бекіту шарттарына немесе бос шетіндегі кернеулерге байланысты.
(2.8.5) теңдеуінің қалған бөлігі



(2.8.10)


мұндакез-келген функциялар, олардың түрлері шешілетін шеттік есептерге байланысты.
Декомпозиция әдісіне сүйене отырып, 


		(2.8.11)

деп санаймыз және шарт жазық элементтің берілген нүктелерінде орындалуы керек.
(2.8.6) және (2.8.8) көмекші есептерінің теңдеулерінің жалпы шешімдері келесі түрге ие


		(2.8.12)


мұнда аргументтерден тәуелді кез-келген функцияларжәне(2.8.7) және (2.8.9) шекаралық шарттарынан анықталады.
Болашақта кез-келген функцияларды жалпы түрде былай көрсетеміз 


		(2.8.13)



мұнда кез-келгентұрақтылар, алфункциялары (4.6.12)-нің жалпы шешімдерінде мынаған тең


		(2.8.14)




Берілген шекаралық шарттарда есептердің дербес шешімдерін және (2.8.11) жуық көріністерді қолдана отырып,  белгісіздерін табу үшін алгебралық теңдеулердің біртекті сызықтық жүйесін аламыз, олардың тривиалды емес шешімі жиілік теңдеуіне әкеледі.
Жазық элементтің тербелісінің бірқатар дербес шеттік есептерінде декомпозиция әдісін көрсетейік.
Есеп 1. Барлық шеттері топсамен бекітілген қарапайым ессепті қарастырайық. Бұл есеп (2.8.3) тікелей әдісімен шешілді және (2.8.4) жиілік теңдеуі алынды, онда релаксация уақытын шексіздікке тең қою керек.
Шекаралық шарттар мынадай




		(2.8.15)

(2.8.12)-нің жалпы шешімдері осы шарттары қанағаттандырған кезде, алатынымыз


		(2.8.16)

немесе дербес шешімдері мынаған тең





(2.8.16) шешімдері (2.8.11) шарттарын және (2.8.10) теңдеуін қанағаттандыра отырып,  жиілігі үшін жаңадан (2.8.4) теңдеуін аламыз.
Сонымен, декомпозицияның жуық әдісі дәл тікелей әдісімен бірдей нәтиже береді. Сондықтан декомпозиция әдісін басқа шеттік есептерді шешуде жеткілікті сенімділікпен қолдануға болады.
Есеп 2. Шеттері қатаң бекітілген пластинка. Шекаралық шарттары мынадай


		(2.8.17)


(2.8.12)-нің жалпы шешімдерін және (2.8.17) шекаралық шарттарын қолданып, ізделінді шамалары үшін келесі өрнектерді аламыз

		(2.8.18)






Кез-келген (2.8.13) функциялар қатарындағы алғашқы коэффициенттермен және шарттарымен шектелеміз, сонда келесі алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз




		(2.8.19)

(2.8.19) жүйесінің тривиалды емес шешімі жиілік теңдеуіне келтіріледі



(2.8.20)



Есеп 3.Пластинканың шеттері қатаң бекітілген, алшеттері кернеусіз, яғни келесі шекаралық шарттарға ие боламыз


		(2.8.21)


 -ні анықтау үшін есептің шешімі (2.8.18) түрінде болады.



Шекаралық шарттардан белгісіз  функциясын табу үшін  болғанда 
Алатынымыз


		(2.8.22)



олар  болғанда орындалады,яғни белгісіз  -нің тақ мәндерін нөлге тең деп жорамалдаймыз.

 болғанда (4.6.21) шарттары келесі жүйеге келтіріледі




		(2.8.23)



(2.8.23)-тің екі теңдеуін үш белгісіз функциялар байланыстырады.Есептің дербес шешімдерін іздегендіктен, белгісіз  функциясын деп алуға болады

(2.8.23) жүйесінен  үшін келесі теңдеуді аламыз




		(2.8.24)

Оның дербес шешімі мынаған тең


		(2.8.25)

мұндағы


		(2.8.26)


Алғашқықосылғыштарымен шектеле отырып, алдыңғы есептегіндей жиілік теңдеуін аламыз




	(2.8.27)



Есеп 4. Пластинканың шеттері қатаң қысылған, алшеті кернеусіз.


Бұл есепте ізделінді  функциясы алдыңғы есептерде анықталған, ал  мынаған тең





						(2.8.28)

мұнда


	
(2.8.29)

Алдыңғы есептердегіндей жиілік теңдеуін аламыз


	(2.8.30)

мұнда



(2.8.31)


(2.8.30) жиілік теңдеуі алдыңғы жиіліктерден айырмашылығы үш жиілікті анықтайды, бұл  шетінің кернеулерден бос екендігіне және толқындардың қатты бекітілген шетінен бейнесіне байланысты.
Есеп 5. Алтыншы ретті жуық теңдеу негізінде серпімді материалдан жасалған тікбұрышты пластинканың меншікті тербелісі туралы есепті қарастырамыз. Пластинаның барлық төрт шеті қатаң бекітілген кездегі дербес шеттік есеппен шектелеміз. Есеп оң жағы нөлге тең болған кезде (4.1.2) теңдеуінің шешіміне келтіріледі, ал тұтқыр серпімді операторлар серпімді тұрақтылармен ауыстырылады.
Есептің шешімін бұрынғыдай келесі түрде іздейміз


		(2.8.32)


жәнеанықтау үшін келесі теңдеуді аламыз


		(2.8.33)

мұнда




		(2.8.34)




- келесі формуламен анықталатын Пуассон коэффициенті


		(2.8.35)

Қатаң бекітілген есептің шекаралық шарттары мына түрге ие






		(2.8.36)

мұнда




		(2.8.37)



Декомпозиция әдісі бойынша көмекші есептерді тұжырымдаймыз:

Теңдеуді және шекаралық шарттарды қанағаттандыратын -ді анықтаймыз




						(2.8.38)


Келесі шарттарды қанағаттандыратын -ні анықтаймыз




		(2.8.39)


(2.8.36) теңдеуінің қалған бөлігін (2.8.41) шарттарын қанағаттандыратын белгісіз -ке қатысты жазамыз:


		(2.8.40)



(2.8.38) және (2.8.39) көмекші есептерінің теңдеулерінің жалпы шешімдері:


	(2.8.41)




мұнда функциялары мынаған тең


		(2.8.42)


анықтау үшін шекаралық шарттардан және (2.8.42) өрнектерінен табатынымыз






		(2.8.43)





және


		(2.8.44)



Бұл жерде






		(2.8.45)






Егер (2.8.42) қатарларында тек бірінші қосылғыштармен шектелсек, онда  болғандағы  шартынан  аламыз.




(2.8.39) шарттарын және(2.8.40) теңдеуін-ке қатысты қолданып, жәнедеп алып,  болғанда меншікті тербелістердің алғашқы үш жиілігін шамамен сипттайтын  жиілігіне қатысты алтыншы ретті теңдеуді қолданамыз.




                                                                                                                   (2.8.46)


 жиілігін анықтау үшін топсамен тірелген пластинка жағдайында (2.8.46) теңдеуіне ие боламыз, ол декомпозицияның жуық әдісінен туындайды.
Басқа шеттік есептер ұқсас түрде шешіледі.
Сонымен, декомпозицияның жуық әдісі жазық элементтердің меншікті тербелістерінің жиілігін табуға мүмкіндік береді. Жазық элементтің тұтқыр серпімді материалына арналған есептер ұқсас түрде шешіледі.
Тікбұрышты пластинканың басқа шекаралық шарттары үшін әртүрлі аналитикалық тәсілдерді, соның ішінде декомпозиция әдісін қолдануға болады.
Неғұрлым күрделі құрылымды тікбұрышты пластиналар үшін жоғарыда аталған тәсілді қолдануға болады.
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Диссертациялық жұмыс деформацияланатын негізде орналасқан жазық элементтер тербелістерінің шектік  мәселелерін ескере отырып, стационарлық емес тербелістерді есептеу әдістерін құру және математикалық модельдеу мен зерттеу мәселелеріне арналған. Бұл жағдайда алынған нәтижелер әр түрлі сыртқы әсерлерге және олардың шекараларының бекітілуіне байланысты жазық элементтердің еркін және еркін емес тербелістеріне байланысты қарастырылды.
Нақты инженерлік есептерде және тербелістің  қазіргі проблемаларында зерттеу жүргізген кезде жазық элементтердің физикалық-механикалық қасиеттерін толығырақ ескеру қажет болады. Негізгі мәселелердің бірі - жазық элементтер тербелісінің шеттік есептерін математикалық модельдеу және зерттеу.
Операциялық немесе символикалық есептеу немесе интегралды түрлендіру деп аталған ОливерХевисайданың алғашқы жасаған нұсқасына сүйеніп, Лаплас-Карсонның екі еселі интегралды түрлендірулері бағытында тербелістерінің шектік  мәселелерін ескере отырып, стационарлық емес тербелістерді есептеу әдістері одан әрі ғылымда жалғасын тауып келеді, ол Диткин мен Прудниковтың монографиясында жақсы сипатталған.
Осы бағыттағы кейінгі зерттеулерді  ағылшын ғалымы Бленд жүргізді.
Қазіргі таңдағы зерттеулер сол теорияларды өте мұқият қолданған және оларды әрі қарай толықтырған Ресей ғалымы, профессор И.Г. Филипповтің, Қазақстандық ғалымдар Б.Д.Джанмулдаев, М.И.Рамазанов, А.Ж.Сейтмұратовтың  есептерінің төңірегінде жасалып келеді. Осы аппараттың негізінде  докторлық диссертацияда қойылған есептердің шешілу жолдары айқындалды.
Бірінші бөлімде серпімділік және тұтқыр серпімділік теориясы туралы қажетті мәліметтер келтіріліп, серпімді тұтқыр серпімділік орталар динамикасының негізгі шектік есептері құрылып, кіші деформациялар кезіндегі екі компонентті тұтқыр серпімділік орталар қарастырылады.
Екінші бөлімде жазық элемент материалының қатпарлығын, тұтқырлық қасиеттерін, деформацияланатын негізді, анизотропияны және т. б. ескере отырып, жазық элементтердің меншікті және мәжбүрлі тербелістерін зерттеу бойынша нәтижелер қарастырылды.
Диссертациялық жұмыста ұсынылған нәтижелер:
1. Аз деформациялар кезінде серпімді, тұтқыр-серпімді орталар динамикасының негізгі шеттік есептерінің қойылымы жағдайында кез-келген нүктеде тұтас дененің кернеулі-деформацияланған күйі анықталды.
2. 

Тұтқыр-серпімді дене үшін аз деформациялардың орташа кернеуі мен орташа деформациясы арасындағы сызықты емес тәуелділіктер анықталды.
3. Құрылымы мен геометриясына тәуелді  ортаның қозғалысы үшін сызықты интегралды және бастапқы уақытта лездік серпімділік қасиетін көрсете отырып нақты  тұтқыр денелердің қарапайым моделдері алынды.
4. Сұйық немесе газбен толтырылған перфорацияланған кеуек жүйесі арқылы серпімді деформацияланатын ортадағы аз ауытқуларды модельдеу есебі шығарылды.
5. Деформацияланатын орта динамикасын негізінде, геометриялық және механикалық факторларды ескере отырып, үш өлшемді сызықты қойылымда тікбұрышты жазық элементтің тербелістерінің әртүрлі шекаралық шарттары алынды.
6. Пластина тербелістерінің шекаралық есебін, интегро-дифференциалдық теңдеулерді шешу арқылы, гиперболалық функциялардың аргументтері бойынша жинақты болатын дәрежелік қатарлар үшін жанасу нүктелеріндегі нүктелердің орын ауыстыруын сипаттайтын белгісіз шамалар  анықталды.
7. Деформацияланатын орта қозғалысы теңдеулерін шешудегі жуық декомпозиция әдісінің ұтымдылығы көрсетіледі.
8. Деформацияланатын ортамен өзара әсерлесетін топсамен бекітілген конструкцияның жазық элементі үшін еркін тербелісінің жиілік теңдеуі шешілді.
9. Трансцендентті жиілік теңдеулерін алгебралық теңдеулерге келтіруге болатын және тікбұрышты пластинканың немесе тікбұрышты жазық элементтің шеттеріндегі шекаралық шарттардың, сондай-ақ геометриялық және механикалық сипаттағы параметрлердің тікбұрышты жазық элементтердің меншікті тербелістерінің жиіліктеріне әсері  зерттеліп Максвеллдің тұтқыр-серпімді моделін қанағаттандыратын тікбұрышты пластинка немесе жазық элемент үшін алдында алынған нәтижелердінен Филлиповтың және де соңғы кездерде алынған нәтижелер оң шешімін беретіні көрсетілді.
Тіктөртбұрышты жазық элементтердің тербелістерінің қолданбалы есептерін шешкен кезде әртүрлі шектік есептермен байланысты тербеліс есептерінің кең класы пайда болады: тербелістің жуық теңдеулері, жазық элементтің шеттеріндегі әр түрлі шекаралық шарттар және бастапқы шарттар.Тербеліс теориясында меншікті тербелістердің жиіліктерін анықтау, жазық элементтің мәжбүрлі тербелістерінің есептерін шешу және олардағы гармоникалық толқындардың таралуын зерттеу маңызды мәселе болып табылады. Шеттері топсалы бекітілген жазық элементтердің өзіндік тербелістерінің жиіліктері мен механикалық және геометриялық сипаттағы гипотезалар мен болжамдар негізінде алынған стационарлық емес сыртқы жүктемелер әсері кезіндегі көптеген есептер шешімі, жазық элементтің жағдайын толқындық және тербелмелі сипатын нашар сипаттайтын параболалық түрдегі жуықталған Кирхгоф теңдеуі ретінде анықталады.
Диссертацияда жаңа ғылыми негізделген теориялық нәтижелер жасалды, ол жазық элемент тербелістерінің жаңа шектік есептерін құрастыру. Жоғарыда аталған факторлардың әсерін ескере отырып, деформацияланатын негізде және деформацияланатын жазық элементтерде есептеудің жаңа әдістері көрсетілді. Сондай-ақ жазық элементтердің шекараларын әр түрлі бекітумен олардың еркін тербелістерінің жиілігін есептеу әдістемесі көрсетілді. Әр түрлі шектік  шарттарға байланысты осы мәселелердің жалпы шешімі алынды. Жазық элементтердің тербелісі мәселелері әр түрлі сыртқы әсерлерге байланысты және олардың шекараларын бекітуге байланысты шешілді. Алынған нәтижелер мен практикалық тұжырымдарды талдау профессор И.Г.Филлиповтың салыстырмалы әдістерімен жүргізілді.
Жұмыста алынған нәтижелер теориялық сипатқа ие, қолданбалы математика және механика саласындағы зерттеулерде қолданылуы мүмкін.
Диссертациялық жұмыс бойынша қойған өзекті есептері мен жұмысты орындаудағы құнды кеңестері үшін ғылыми жетекшілерім профессор М.И. Рамазанов пен А.Ж.Сейтмұратовқа және шет елдік ғылыми кеңісшім профессор В.Г.Романовскийге шын жүректен алғысымды білдіремін.
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