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ВВЕДЕНИЕ
Общая характеристика работы. В настоящей диссертационной работе исследованы линейные и нелинейные краевые задачи для псевдопараболических уравнений третьего порядка с двумя независимыми переменными.
Необходимость изучения краевых задач для дифференциальных уравнений с частными производными третьего порядка и построению приближенных методов нахождения их решений возникает при исследовании и моделировании различных процессов биологии, физики и других наук. Исследованием свойств, систематизацией отдельных результатов и вопросами разрешимости краевых задач занимались Ж.-Б. Фурье, О.-Л. Коши, С.В. Ковалевская, Г. Дарбу, Э. Гурса, Б. Риман, П.-Г.-Л. Дирихле, Ж. Адамар  [1-5] и др. [6-15].

Существует тесная связь между уравнениями в частных производных третьего порядка и биологическими явлениями [16], особенно в качестве квазинепрерывного приближения к дискретным моделям динамики численности населения [17].

Известно, что решение множества практических задач, возникающих при изучении сверхпроводимости контактов Джозефсона [18-21], распространение электрических колебаний в составных линиях [22], движения грунтовой воды и почвенной влаги [23-27], тепла [28, 29] и солей [30, 31], фильтрации жидкости  в пористых средах [32-38], течений вязко-упругой и вязкой жидкостей в трубе [39] и других процессов, которые происходят в неоднородных средах [40-43] связано с необходимостью исследования краевых задач в частных производных для уравнения третьего порядка.

С развитием цифровых технологий к методам решения прикладных задач предъявляются новые требования, особенно, к их результативности. В связи с этим в работе предлагаются алгоритмы нахождения приближенного решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка и получены условия их сходимости. Установлены коэффициентные признаки однозначной разрешимости линейной полупериодической краевой задачи для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка. На основе алгоритмов нахождения решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка получены условия существования решения полупериодической краевой задачи для нелинейных псевдопараболических уравнений.
Современное состояние темы и актуальность

Исследования дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно старшей производной по времени, приведены  в работе С.Л. Соболева [44] о малых колебаниях вращающейся жидкости. В связи с этим, к таким уравнениям стали применять следующие термины:  «уравнения Соболевского типа»,  «псевдопараболические уравнения» [45], «уравнения типа Соболева» [46], «уравнения типа Соболева-Гальперна» [47, 48]. В следующих монографиях и обзорных статьях изложены различные этапы развития теория таких уравнений: R.E. Showalter [49], С.И. Ляшко [50], A. Favini, A. Yagi [51], G.V. Demidenko, S.V. Uspenskii [52], А.Г. Свешников, А.Б. Альшин, М.О. Корпусов, Ю.Д. Плетнер [53]; G.A. Sviridyuk, V.E. Fedorov [54], А.И. Кожанов [55-58]. В этих работах исследованы вопросы разрешимости, асимптотического поведения и разрушения решений уравнений Соболевского типа, указаны многочисленные приложения теории этих уравнений в гидродинамике, в физике плазмы, в квазистационарных процессах в полупроводниках и в других областях науки и техники..
Научная группа под руководством профессора А.Г. Свешникова в составе М.О. Корпусова, Л.В. Перовой, А.А. Панина, Е.В. Юшкова и Д.В. Лукьяненко занимается разработкой аналитических и численных методов исследования сложных начальных и начально-краевых задач для сильно нелинейных уравнений Соболевского типа [59-62]. 

Псевдопараболические уравнения характеризуются появлением производной по времени, появляющейся в члене высшего порядка [63], динамического капиллярного давления в ненасыщенном потоке [64, 65] и теплопроводности, связанной с двумя температурами [66], и так далее. Кроме того, псевдопараболические уравнения тесно связаны с хорошо известными уравнениями Бенджамина-Бона-Махони [67].

С прошлого века псевдопараболические уравнения изучались в различных аспектах, таких как интегральные представления решений [68], долговременное поведение решений [69], проблема Римана и проблема Римана-Гильберта [70], нелокальные краевые задачи [71] и другие. 

Краевые задачи для псевдопараболических уравнений исследованы в работах В.А. Водаховой, В.З. Канчукоева, В.И. Жегалова, Е.А. Уткиной, Н.С. Попова, Б.С. Аблабекова, К.Г. Кожобекова, Yang Cao, Jingxue Yin, Chunhua Jin A., Н.К. Аркабаева, А.С. Сопуева, У.Д. Молдоярова, Х.Г. Умарова, D. Serikbaev, М.Х. Бештокова и других.

В работах В.А. Водаховой исследованы краевые задачи с нелокальным условием А.М. Нахушева для псевдопараболического уравнения влагопереноса [72], краевые задачи для уравнений третьего порядка смешанного псевдо- параболо- гиперболического типа [73].

Канчукоев В.З. [74] провел исследование краевых задач для нагруженных псевдопараболических уравнений и уравнений третьего порядка сметанного гиперболо-псевдопараболического типов.
Характеристическая задача для псевдопараболического уравнения третьего порядка изучена В.И. Жегаловым и Е.А. Уткиной [75, 76].
В диссертации Н.С. Попова [77] доказаны новые теоремы разрешимости пространственно нелокальных краевых задач с граничными условиями А.А. Самарского для одномерных псевдопараболических и псевдогиперболических уравнений третьего порядка, доказаны теоремы разрешимости краевых задач с нелокальными условиями для псевдопараболических и псевдогиперболических уравнений методом Фурье.

Вопросы корректности одномерных обратных задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка были затронуты в работе Б.С. Аблабекова [78].

К.Г. Кожобековым [79] доказаны теоремы существования и единственности решения задач сопряжений для нелинейных уравнений в частных производных третьего порядка.

Cao и др. в [80] исследовали класс периодических задач уравнений псевдопараболического типа с нелинейными периодическими источниками. В работе дана довольно полная классификация показателя степени по наличию и отсутствию нетривиальных и неотрицательных периодических решений.

В работе Н.К. Аркабаева [81] сформулированы и изучены локальные, нелокальные краевые задачи и задачи склеивания для параболических и гиперболических уравнений третьего порядка с интегральными условиями как с одной, так и с двумя линиями изменения типа.

Методом функции Римана и интегральных уравнений А.С. Сопуев и У.Д. Молдояров [82] доказали существование и единственность решения краевых задач для уравнений в частных производных третьего порядка.

Диссертация Х.Г. Умарова [83] посвящена исследованию моделей математической физики на основе псевдопараболических уравнений и математических моделей гидродинамических процессов в трещиновато-пористых средах. В работе получена разрешимость задачи Коши для уравнения Бенджамина-Бона-Махони-Бюргерса, моделирующего нелинейные поверхностные волны; для уравнения Аллера, моделирующего движение влаги в капиллярно-пористых средах; для уравнения Кана-Хилларда с вязкостью, моделирующего распределение концентрации одной из двух компонент бинарной вязкой смеси.

Краевые задачи для вырождающихся псевдопараболических уравнений третьего порядка и задачи сопряжения для линейных и нелинейных псевдопараболических уравнений третьего порядка с различными характеристиками исследуются в работе У.Д. Молдоярова [84].

D. Serikbaev [85] рассматривает обратную задачу о восстановлении правой части дробного псевдопараболического уравнения с оператором инволюции.

Работы М.Х. Бештокова посвящены всестороннему изучению нелокальной краевой задачи для псевдопараболического уравнения третьего порядка [86-88], применению разностного метода, метод Римана для ее решения [89-90].
В данной работе периодическая краевая задача для псевдопараболического уравнения третьего порядка исследуется методом параметризации [91]. Ранее этот метод использовался при исследовании краевых задач для системы гиперболических уравнений со смешанной производной второго порядка [92-105]. Предложены новые конструктивные алгоритмы нахождения приближенного решения и по начальным данным получены коэффициентные признаки однозначной разрешимости исследуемой задачи. 

Важность практического приложения теории полупериодических краевых задач для псевдопараболических уравнений при решении различных проблем науки и техники, необходимость расширения класса разрешимых краевых задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка и создания новых конструктивных алгоритмов нахождения их решений делают тему диссертационной работы актуальной.

Основная цель работы и научная новизна

Основная цель исследования – исследование условий разрешимости линейных и нелинейных краевых задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка и построение алгоритмов нахождения их решения.
Задачи исследования:

1. Построить алгоритмы нахождения решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка и получить условия их сходимости.

2. Установить коэффициентные признаки однозначной разрешимости линейной полупериодической краевой задачи для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка.

3. На основе алгоритмов нахождения решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка получить условия существования "изолированного" решения полупериодической краевой задачи для нелинейных псевдопараболических уравнений.

Объект исследования: краевые задачи для псевдопараболических уравнений третьего порядка.
Предмет исследования: алгоритмы нахождения решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка и условия их сходимости, коэффициентные признаки однозначной разрешимости линейной полупериодической краевой задачи для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка, условия существования "изолированного" решения полупериодической краевой задачи для нелинейных псевдопараболических уравнений.

Методика исследования. В работе используются методы теории функционального анализа, дифференциальных уравнений и математической физики.
Научная новизна.

Разработан комплексный подход к исследованию и решению краевых задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка:
1. Построены алгоритмы нахождения решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка и получены условия их сходимости.

2. Установлены коэффициентные признаки однозначной разрешимости линейной полупериодической краевой задачи для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка.

3. На основе алгоритмов нахождения решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка получены условия существования "изолированного" решения полупериодической краевой задачи для нелинейных псевдопараболических уравнений.

Теоретическая и практическая ценность работы. Полученные в работе результаты носят теоретический характер и могут быть использованы при построении вычислительных алгоритмов решения полупериодических краевых задач для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка, а также при чтении спецкурсов на математических факультетах университетов.

Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся:
1 Алгоритмы нахождения решения полупериодическойкраевой задачи для систем линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка и условия их сходимости.

2. Коэффициентные признаки однозначной разрешимости линейной полупериодической краевой задачи для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка.

3. Условия существования "изолированного" решения полупериодической краевой задачи для нелинейных псевдопараболических уравнений, полученные на основе алгоритмов нахождения решения полупериодических краевых задач для линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка.
Достоверность и обоснованность проведенных исследований обеспечиваются конструктивностью использованных методов. Общие утверждения сформулированы в виде теорем и представлены их доказательства, вспомогательные утверждения – в виде лемм и они доказаны.
Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на следующих конференциях и семинарах:

– традиционной международной апрельской математической конференции в честь Дня работников науки Республики Казахстан и Workshop «Problems of modelling processes in electrical contacts», посвященная 80-летнему юбилею академика НАН РК C.Н. Харина (Алматы, 2019 – 3-5 апреля);
– международной научной конференции «Современные проблемы математики и механики», посвященная 80-летию академика В.А. Садовничего (Москва, 2019);
– международной научной конференции «Теоретические и прикладные вопросы математики, механики и информатики», приуроченная к 70-летию д.ф.-м.н., профессора М.И. Рамазанова (Караганда, 2019);
– международной конференции «Актуальные проблемы анализа, дифференциальных уравнений и алгебры (EMJ-2019)», посвященная 10-летию выпуска журнала «Eurasian Mathematical Jornal» (Нур-Султан, 2019);
– узбекско-российской научной конференции «Неклассические уравнения математической физики и их приложения» (Ташкент, 2019);
– традиционной международной апрельской математической конференции в честь Дня работников науки Республики Казахстан, посвященная 1150-летию Абу Насыр аль-Фараби и 75-летию Института математики и математического моделирования (Алматы, 2020);
– научном семинаре под руководством профессора М.И. Рамазанова (КарУ им. акад. Е.А. Букетова).
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 10 работах:

– публикации в изданиях, входящих в базу данных Scopus:

1. On One Solution of a Periodic Boundary–Value Problem for a Third–Order Pseudoparabolic Equation // Lobachevskii Journal of Mathematics – Kazan Federal University. – 2020. – Vol. 41(9). – P. 1864-1872. 

– публикации в изданиях, рекомендованных Комитетом по обеспечению качества в сфере образования и науки Министерства образования и науки Республики Казахстан:

1. On the solvability of the duo–periodic problem for the hyperbolic equation system with a mixed derivative // Bulletin of the Karaganda University. Mathematics Series. – 2019. – №1(93). – P. 59-71.

2. Solvability of a semi–periodic boundary value problem for a third order differential equation with mixed derivative // Bulletin of the Karaganda University. Mathematics Series. – 2020. – №2(98). – P. 84-99.

3. On a solution of a nonlinear semi–periodic boundary value problem for a third–order pseudoparabolic equation // Kazakh Mathematical Journal (Almaty: Kazakhstan, 2020. – №20(4) – P. 119-132).

– публикации в материалах международных конференций:

1. О периодической краевой задаче для дифференциального уравнения в частных производных третьего порядка // Традиционная международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки Республики Казахстан и Workshop «Problems of modelling processes in electrical contacts», посвященный 80-летнему юбилею академика НАН РК C.Н. Харина. Алматы 3–5 апреля 2019 года: тезисы докладов (Алматы: ИМММ МОН РК, 2019. – С. 120-121).

2. Разрешимость периодической краевой задачи для дифференциального уравнения в частных производных третьего порядка // Современные проблемы математики и механики: материалы Международной научной конференции, посвященной 80-летию академика В.А. Садовничего (Москва, 2019. – Т. 1. – С. 342-345).

3.Об одном методе решения краевой задачи для дифференциальных уравнений в частных производных третьего порядка // Теоретические и прикладные вопросы математики, механики и информатики: материалы Международной научной конференции, приуроченной к 70-летию д.ф.–м.н., профессора М.И. Рамазанова (Караганда, 2019. – С. 103-104).

4. Об одном приближенном решении периодической краевой задачи для дифференциального уравнения третьего порядка // Актуальные проблемы анализа, дифференциальных уравнений и алгебры (EMJ–2019): Сборник тезисов международной конференции, посвященной 10-летию выпуска журнала «Eurasian Mathematical Jornal» (Нур-Султан: ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, 2019. – С. 77-79).

5. About one approximate solution of a periodic boundary value problem for the third–order equation // «Неклассические уравнения математической физики и их приложения» Тезисы докладов узбекско-российской научной конференции. (Ташкент: Университет, 2019. – С. 30-31).

6. О разрешимости полупериодической краевой задачи для псевдопараболического уравнения третьего порядка // Традиционная международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки Республики Казахстан, посвященная 1150-летию Абу Насыр аль-Фараби и 75-летию Института математики и математического моделирования. Тезисы докладов (Алматы, 2020. – С. 177-178).

Из них 1 статья - в журнале, входящим в список Scopus [106], 3 статьи опубликованы в журналах, рекомендованных Комитетом по обеспечению качества в сфере образования и науки Министерства образования и науки Республики Казахстан [107-109] и 6 работ - в материалах международных научных конференций [110-115].
В работах, выполненных с соавторами, вклад каждого из соавторов является равным.
Структура диссертации. Диссертационная работа объемом в 85 страниц, состоит из следующих структурных элементов: обозначения и сокращения, введения, двух разделов, заключения, списка использованных источников. Нумерация формул в разделах двузначная, первое число означает номер раздела, второе - собственный номер формулы внутри раздела, а нумерация теорем, лемм однозначная, соответствует собственному номеру внутри работы.

Краткое содержание работы
В первом разделе исследована разрешимость линейной полупериодической краевой задачи для системы псевдопараболических уравнений третьего порядка. Построены алгоритмы нахождения приближенного решения. Получены условия сходимости предложенных алгоритмов. В качестве основных источников исследования используются работы [91, с. 50-66], [92, p. 37-61], [93, p. 1087-1102], [96, p. 3-21], [98, p. 881-902], [99, p. 39-47], [101, с. 464-474], [102, p. 23-37], [105, p. 158-163], [116, p. 1-608].
В подразделе 1.1 предложены алгоритмы нахождения решения линейной полупериодической краевой задачи для системы псевдопараболических уравнений третьего порядка со смешанной производной.
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 рассматривается полупериодическая краевая задача [106, p. 1857]
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называется классическим решением задачи (1)-(4), если она удовлетворяет системе (1) при всех 
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Для нахождения решения введем функции 
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 и задачу (1)-(4) сведем к полупериодической краевой задаче для системы гиперболических уравнений второго порядка со смешанной производной [106, p. 1858]
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и функциональным соотношениям вида
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Вновь введем обозначение 
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функциональным соотношениям 
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и (8), (9).

Для решения задачи (8)-(12) применим метод параметризации [91, c. 50-66]. По шагу 
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где (16) - условие непрерывности функции 
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Исследуемая краевая задача сведена к задаче, состоящей из семейства периодических краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений и функциональным соотношениям. Построены алгоритмы нахождения приближенного решения многохарактеристической краевой задачи (13)-(19) [107, p. 62].
В подразделе 1.2 рассматриваются условия сходимости алгоритмов нахождения решения и оценки между точным и приближенным решениями краевой задачи.
Условия следующего утверждения обеспечивают осуществимость и сходимость предложенного алгоритма, а также однозначную разрешимость задачи (13)-(19) [107, p. 63].

Теорема 1. [113, p. 78] Пусть при некоторых 
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Тогда существует единственное решение задачи (13)-(19) и справедливы оценки 
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В силу эквивалентности задач (1)-(4) и (13)-(19) из теоремы 1 следует

Теорема 2. [107, p. 67] Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда задача (1)-(4) имеет единственное решение 
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В подразделе 1.3 рассмотрено нахождение 
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Лемма 2. Если матрица 
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Рекуррентные формулы позволяют определить 
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В подразделе 2.1 построены алгоритмы нахождения решения нелинейной полупериодической краевой задачи для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка с двумя независимыми переменными.
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называется классическим решением задачи (20)-(23), если она удовлетворяет системе (20) при всех 
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с полупериодическим условием
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функциональным соотношениям 
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Здесь мы свели полупериодическую краевую задачу для системы гиперболических уравнений к семейству периодических краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений (29), (30) и функциональным соотношениям.
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где (35) – условие непрерывности решения во внутренних линиях разбиения.

В подразделе 2.2 рассмотрены достаточные условия существования "изолированного" решения полупериодической краевой задачи для нелинейных псевдопараболических уравнений.

Достаточные условия осуществимости, сходимости алгоритма и существование решения многохарактеристической краевой задачи с функциональными параметрами (32)-(38) устанавливает

Теорема 3. [109, p. 127] Пусть существуют 
[image: image183.wmf])

1,2,

=

(

,

=

:

0

>

K

N

T

Nh

h

, 
[image: image184.wmf]N

Î

h

, 
[image: image185.wmf](

)

(

)

,

,

),

(

),

(

),

(

),

(

,

)

(

),

(

),

(

]),

[

,

(

]),

[

,

(

]),

[

,

(

]),

[

,

(

~

),

(

4

3

2

1

0

(0)

(0)

(0)

)

0

(

(0)

h

x

x

L

x

L

x

L

x

L

f

U

x

x

x

t

x

u

t

x

w

t

x

z

t

x

v

x

Î

f

q

r

l

 при которых матрица Якоби 
[image: image186.wmf]l

l

h

¶

¶

)

,

,

,

~

,

,

(

,

u

w

z

v

x

Q

h

 обратима для любых
[image: image187.wmf]])

[

,

(

]),

[

,

(

]),

[

,

(

]),

[

,

(

~

),

(

,

(

t

x

u

t

x

w

t

x

z

t

x

v

x

x

l

, где 
[image: image188.wmf]]

[0,

w

Î

x

, 
[image: image189.wmf]´

´

´

Î

))

(

]),

[

,

(

(

))

(

]),

[

,

(

~

(

))

(

),

(

(

]))

[

,

(

]),

[

,

(

]),

[

,

(

]),

[

,

(

~

),

(

(

(0)

)

0

(

(0)

x

t

x

z

S

x

t

x

v

S

x

x

S

t

x

u

t

x

w

t

x

z

t

x

v

x

f

q

r

l

l


[image: image190.wmf]))

(

]),

[

,

(

(

))

(

]),

[

,

(

(

(0)

(0)

x

t

x

u

S

x

t

x

w

S

f

f

´

´

 и выполнены следующие неравенства:

1) 
[image: image191.wmf])

,

(

)

,

,

,

~

,

,

(

1

,

h

x

u

w

z

v

x

Q

h

h

h

g

l

l

£

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

-

,
2) 
[image: image192.wmf]1

<

)

,

(

)

)

(

(

!

1

1

m

h

h

h

£

h

x

q

h

x

L

, где 
[image: image193.wmf]j

j

h

x

L

j

h

x

h

x

q

)

)

(

(

!

1

)

,

(

1

=

)

,

(

1

1

=

å

+

h

h

h

g

,

3) 
[image: image194.wmf]´

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

ò

å

ò

j

k

j

x

d

c

j

c

x

L

x

L

x

L

x

c

x

c

1

1

0

0

=

0

4

3

2

2

0

)

(

!

1

)

(

)]

(

)

(

)

(

)[

(

1]

)

(

[

x

x

x

x




[image: image195.wmf]+

+

+

´

ò

x

x

l

x

x

g

x

x

x

x

h

h

x

d

d

u

w

z

v

Q

h

c

c

c

L

h

1

(0)

(0)

(0)

)

0

(

(0)

1

,

1

1

0

1

1

1

0

1

1

0

)

,

,

,

~

,

,

(

)

,

(

1]

)

(

)

(

)

(

)}[

(

{1,

max




[image: image196.wmf])

(

<

)

,

,

,

~

,

,

(

)

,

(

)

(

(0)

(0)

(0)

)

0

(

(0)

,

0

x

u

w

z

v

x

Q

h

x

x

c

h

q

l

g

h

h

+

,
4) 
[image: image197.wmf]´

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

ò

å

ò

j

k

j

x

d

c

j

c

x

L

x

L

x

L

x

c

x

c

x

c

x

c

1

1

0

0

=

0

4

3

2

2

0

1

0

)

(

!

1

)

(

)]

(

)

(

)

(

)[

(

1]

)

(

)

(

)

(

[

x

x

x

x




[image: image198.wmf]+

+

+

´

ò

x

x

l

x

x

g

x

x

x

x

h

h

x

d

d

u

w

z

v

Q

h

c

c

c

L

h

1

(0)

(0)

(0)

)

0

(

(0)

1

,

1

1

0

1

1

1

0

1

1

0

)

,

,

,

~

,

,

(

)

,

(

1]

)

(

)

(

)

(

)}[

(

{1,

max




[image: image199.wmf])

(

<

)

,

,

,

~

,

,

(

)

,

(

1]

)

(

)

(

[

(0)

(0)

(0)

)

0

(

(0)

,

1

0

x

u

w

z

v

x

Q

h

x

x

c

x

c

h

r

l

g

h

h

+

+

,

5)
[image: image200.wmf]+

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ò

ò

å

x

l

x

x

g

x

x

x

x

x

x

h

h

d

u

w

z

v

Q

h

c

c

c

L

d

c

j

x

c

h

x

j

x

k

j

)

,

,

,

~

,

,

(

)

,

(

1]

)

(

)

(

)

(

)}[

(

{1,

max

)

(

!

1

)

(

(0)

(0)

(0)

)

0

(

(0)

,

0

1

0

1

0

0

0

=




[image: image201.wmf])

(

<

)

,

,

,

~

,

,

(

)

,

(

)}

(

{1,

max

1]

)

(

)

(

)

(

[

(0)

(0)

(0)

)

0

(

(0)

,

1

0

1

0

x

u

w

z

v

x

Q

h

x

x

L

x

c

x

c

x

c

h

f

l

g

h

h

+

+

+

,

где
[image: image202.wmf]{

}

´

+

+

+

+

+

1

)

(

2]

)

(

2

)

(

)

(

)[

(

),

(

2]

)

(

2

)

(

)

(

[

max

=

)

(

2

0

1

0

1

2

0

1

0

x

c

x

c

x

c

x

c

x

L

x

c

x

c

x

c

x

c

x

c




[image: image203.wmf])]

(

)

(

)

(

[

4

3

2

x

L

x

L

x

L

+

+

´

,


[image: image204.wmf]j

j

h

x

L

j

h

x

q

h

x

L

x

c

)

)

(

(

!

1

)

,

(

)

)

(

(

!

1

1

1

=

)

(

1

1

=

1

0

å

-

h

h

h

h

,
[image: image205.wmf]h

h

h

g

)

)

(

(

!

1

)

,

(

=

)

(

1

1

h

x

L

h

x

x

c




[image: image206.wmf]j

j

h

x

L

j

h

h

x

q

h

x

L

x

c

)

)

(

(

!

1

)

,

(

)

)

(

(

!

1

1

1

=

)

(

1

0

=

1

2

å

-

h

h

h

h

.
Тогда определяемая алгоритмом последовательность функций [109, p. 128]
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Причем любое решение 
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изолировано [109, p. 129].
В виду эквивалентности задач (20)-(23) и (32)-(38) из теоремы 3 следует

Теорема 4. [109, p. 130] Если выполнены условия теоремы 3, то последовательность функций 
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В диссертационной работе доказано, что краевая задача для нелинейного псевдопараболического уравнения третьего порядка (20)-(23) имеет изолированное решение.

В подразделе 2.3 приведены примеры.

В заключении содержатся краткие выводы по результатам диссертационных исследований.

Диссертационная работа завершается списком использованных источников, состоящим из 119 наименований.
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1 РАЗРЕШИМОСТЬ ЛИНЕЙНОЙ ПОЛУПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА И АЛГОРИТМЫ НАХОЖДЕНИЯ ЕЕ РЕШЕНИЯ
1.1 Постановка линейной полупериодической краевой задачи
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называется классическим решением задачи (1.1)-(1.4), если она удовлетворяет системе (1.1) при всех 
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и функциональным соотношениям вида:
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Вновь введем обозначение 
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функциональным соотношениям 
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и (1.8), (1.9).

Для решения задачи (1.8)-(1.12) применим метод параметризации [91, с. 50-66]. По шагу 
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где (1.16)- условие непрерывности функций во внутренних линиях разбиения.

Задача (1.13), (1.14) при фиксированных 
[image: image293.wmf])

(

x

r

l

, 
[image: image294.wmf])

,

(

t

x

z

r

, 
[image: image295.wmf])

,

(

t

x

w

r

, 
[image: image296.wmf])

,

(

t

x

u

r

 является однопараметрическим семейством задач Коши для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, где 
[image: image297.wmf]]

[0,

w

Î

x

, и эквивалентна интегральному уравнению [107, p. 61]:


[image: image298.wmf]t

t

l

t

t

t

t

t

d

u

w

z

x

F

x

d

x

A

d

x

v

x

A

t

x

v

r

r

r

t

h

r

r

t

h

r

r

t

h

r

r

)

,

,

,

,

(

)

(

)

,

(

)

,

(

~

)

,

(

=

)

,

(

~

1)

(

1)

(

1)

(

ò

ò

ò

-

-

-

+

×

+


,   (1.20)
где 


[image: image299.wmf]=

)

,

,

,

,

(

1)

(

t

t

d

u

w

z

x

F

r

r

r

t

h

r

ò

-




[image: image300.wmf]t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

d

x

f

d

x

u

x

D

d

x

w

x

C

d

x

z

x

B

t

h

r

r

t

h

r

r

t

h

r

r

t

h

r

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

=

1)

(

1)

(

1)

(

1)

(

ò

ò

ò

ò

-

-

-

-

+

+

+

.
Вместо 
[image: image301.wmf])

,

(

~

t

x

v

r

 подставим соответствующую правую часть (1.20) и повторив этот процесс 
[image: image302.wmf]1,2,...)

=

(

h

h

 раз получим [107, p. 61]:


[image: image303.wmf]N

r

v

t

x

G

u

w

z

t

x

F

x

t

x

D

t

x

v

r

r

r

r

r

r

r

r

r

1,

=

),

~

,

,

(

)

,

,

,

,

(

)

(

)

,

(

=

)

,

(

~

h

h

h

l

+

+

,
(1.21)
где 


[image: image304.wmf]1

1

1

1)

(

1

1

1)

(

1

0

=

)

,

(

)

,

(

=

)

,

(

t

t

t

t

t

t

h

h

d

d

x

A

d

x

A

t

x

D

j

j

j

h

r

t

h

r

j

r

K

K

+

+

-

-

-

ò

ò

å

,

[image: image305.wmf][

]

+

+

+

+

ò

-

1

1

1

1

1

1

1

1

1)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

=

)

,

,

,

,

(

t

t

t

t

t

t

t

t

h

d

x

f

x

u

x

D

x

w

x

C

x

z

x

B

u

w

z

t

x

F

r

r

r

t

h

r

r

r

r

r




[image: image306.wmf][

+

+

+

+

-

-

-

-

-

ò

ò

ò

å

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

1

1

1)

(

1

1)

(

1

1)

(

1

1

=

j

r

j

j

h

r

j

j

h

r

t

h

r

j

x

z

x

B

x

A

x

A

t

t

t

t

t

t

h

K




[image: image307.wmf]]

1

1

1

1

1

1

1

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

t

t

t

t

t

t

t

t

d

d

d

x

f

x

u

x

D

x

w

x

C

j

j

j

j

r

j

j

r

j

K

+

+

+

+

+

+

+

+

+

,

[image: image308.wmf]N

r

t

d

d

d

x

v

x

A

x

A

x

A

v

t

x

G

r

h

r

h

r

t

h

r

r

r

1,

=

,

=

,

)

,

(

~

)

,

(

)

,

(

)

,

(

=

)

~

,

,

(

0

1

1

1

1)

(

1

2

1)

(

1

1)

(

t

t

t

t

t

t

t

t

h

h

h

h

h

t

h

h

t

h

K

K

-

-

-

-

-

-

-

ò

ò

ò

.
Переходя к пределу при 
[image: image309.wmf]0

-

®

rh

t

 в (1.21) имеем:


[image: image310.wmf]N

r

x

v

rh

x

G

u

w

z

rh

x

F

x

rh

x

D

t

x

v

r

r

r

r

r

r

r

r

r

rh

t

1,

=

],

[0,

),

~

,

,

(

)

,

,

,

,

(

)

(

)

,

(

=

)

,

(

~

lim

0

w

l

h

h

h

Î

+

+

-

®

.
Подставляя в (1.15), (1.16) вместо 
[image: image311.wmf])

,

(

~

lim

0

t

x

v

r

rh

t

-

®

,
[image: image312.wmf]N

r

1,

=

, соответствующие им правые части для неизвестных функций 
[image: image313.wmf])

(

x

r

l

,
[image: image314.wmf]N

r

1,

=

, получим систему функциональных уравнений [107, p. 61]: 



[image: image315.wmf])

~

,

,

(

)

,

,

,

,

(

=

)

(

)

,

(

v

h

x

G

u

w

z

h

x

F

x

h

x

Q

h

h

h

l

-

-

,
(1.22)
где

[image: image316.wmf]I

h

N

x

D

I

h

x

D

I

I

h

x

D

I

Nh

x

D

I

I

h

x

Q

N

N

-

-

+

+

-

+

+

-

=

-

)

)

1

(

,

(

...

0

0

...

...

...

...

...

0

0

...

0

0

0

0

...

)

2

,

(

0

0

0

...

)

,

(

)]

,

(

[

0

...

0

)

,

(

1

2

1

h

h

h

h

h

,


[image: image317.wmf]=

)

,

,

,

,

(

u

w

z

h

x

F

h




[image: image318.wmf](

)

)

,

,

,

1)

(

,

(

,

),

,

,

,

,

(

),

,

,

,

,

(

=

1

1

1

1

1

1

1

1

-

-

-

-

-

-

N

N

N

N

N

N

N

N

u

w

z

h

N

x

F

u

w

z

h

x

F

u

w

z

Nh

x

F

h

h

h

K

,


[image: image319.wmf](

)

)

~

,

1)

(

,

(

,

),

~

,

,

(

),

~

,

,

(

=

)

~

,

,

(

1

1

1

1

-

-

-

-

N

N

N

N

v

h

N

x

G

v

h

x

G

v

Nh

x

G

v

h

x

G

h

h

h

h

K

,
где 
[image: image320.wmf]-

I

единичная матрица размерности 
[image: image321.wmf]n

.
Для нахождения системы из пяти функций 
[image: image322.wmf])}

,

(

),

,

(

),

,

(

),

,

(

~

),

(

{

t

x

w

t

x

u

t

x

z

t

x

v

x

r

r

r

r

r

l

, 
[image: image323.wmf]N

r

1,

=

, имеем замкнутую систему, состоящую из уравнений (1.22), (1.21), (1.17), (1.18) и (1.19).

Предполагая обратимость матрицы 
[image: image324.wmf])

,

(

h

x

Q

h

 при всех 
[image: image325.wmf]]

[0,

w

Î

x

, из уравнения (1.21), где 
[image: image326.wmf]0

=

)

,

(

~

t

x

v

r

,
[image: image327.wmf])

(

=

)

,

(

t

t

x

z

r

y

, 
[image: image328.wmf])

(

=

)

,

(

t

t

x

w

r

j

&

, 
[image: image329.wmf])

(

=

)

,

(

t

t

x

u

r

j

, находим 
[image: image330.wmf])

)

(

,

),

(

),

(

(

=

)

(

(0)

(0)

2

(0)

1

(0)

¢

x

x

x

x

N

l

l

l

l

K

:


[image: image331.wmf]{

}

,0)

,

(

)

,

,

,

,

(

)]

,

(

[

=

)

(

1

(0)

h

x

G

h

x

F

h

x

Q

x

h

h

h

j

j

y

l

+

-

-

&

.
Используя уравнение (1.20), при 
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За начальное приближение задачи (1.13)-(1.19) возьмем систему 
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Шаг 1.1. Предполагая обратимость матрицы 
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Подставив найденные 
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Шаг 1.2. Из уравнения (1.22), где 
[image: image364.wmf])

,

(

~

=

)

,

(

~

)

1

,

1

(

t

x

v

t

x

v

r

r

, определяем



[image: image365.wmf]{

}

)

~

,

,

(

)

,

,

,

,

(

)]

,

(

[

=

)

(

)

1

,

1

(

(0)

(0)

(0)

1

(1,2)

v

h

x

G

u

w

z

h

x

F

h

x

Q

x

h

h

h

l

+

-

-

.
Вновь используя выражение (1.20), найдем функции 
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Предположим, что решение задачи (1.13)-(1.16) последовательность систем пар 
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B. Функции 
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Шаг 2.2. Из уравнения (1.22), где 
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Вновь используя выражение (1.21), найдем функции 
[image: image408.wmf])}

,

(

~

{

)

2

,

2

(

t

x

v

r

, 
[image: image409.wmf]N

r

1,

=

:


[image: image410.wmf])

~

,

,

(

)

,

,

,

,

(

)

(

)

,

(

=

)

,

(

~

)

1

,

2

(

(1)

(1)

(1)

(2,2)

)

2

,

2

(

v

t

x

G

u

w

z

t

x

F

x

t

x

D

t

x

v

r

r

r

r

r

h

h

h

l

+

+

.
На 
[image: image411.wmf])

(2,

m

-oм шаге получаем систему пар 
[image: image412.wmf]N

r

t

x

v

x

m

r

m

r

1,

=

)},

,

(

~

),

(

{

)

,

2

(

)

(2,

l

.
Предположим, что решение задачи (1.13)-(1.16) последовательность систем пар 
[image: image413.wmf])}

,

(

~

),

(

{

)

,

2

(

)

(2,

t

x

v

x

m

r

m

r

l

 определена и при 
[image: image414.wmf]¥

®

m

 сходится к 
[image: image415.wmf])

(

{

(2)

x

r

l

, 
[image: image416.wmf])}

,

(

~

)

2

(

t

x

v

r

, 
[image: image417.wmf]N

r

1,

=

 [107, p. 63].
B. Функции 
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Продолжая процесс, на 
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1.2 Условия сходимости алгоритмов нахождения решения и оценки
Условия следующего утверждения обеспечивают осуществимость и сходимость предложенного алгоритма, а также однозначную разрешимость задачи (1.13)-(1.19).
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Тогда существует единственное решение задачи (1.13)-(1.19) и справедливы оценки 
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Доказательство. [108, p. 90-96] Имеют место следующие неравенства
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Из нулевого шага алгоритма вытекают следующие оценки: 
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Справедливы следующие оценки: 
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Установим неравенство: 
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Таким образом, 
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Переходя к пределу при 
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 справедливы оценки [108, p. 92]:
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, получим оценки [108, p. 93]: 
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Суммируя, соответственно, левые и правые части неравенств (1.23), (1.24) имеем [108, p. 93]
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 на основе (1.25)-(1.27) установим неравенства [108, p. 94]:
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другое решение краевой задачи (1.13)-(1.19). Аналогично соотношению (1.28) для разностей 
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С помощью неравенства Беллмана-Гронуолла [116] имеем 
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Доказательство. Достаточно доказать, что уравнение 
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имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда ненулевое решение имеет уравнение 
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т.е. для компонент вектора 
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Подставив правую часть (1.34) в (1.31), вместо 
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Доказательство. Рассмотрим систему уравнений
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В системе (1.37), осуществляя прогонку вниз, имеем 
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с учетом обозначения 
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Пусть матрица 
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Подставив (1.40) в (1.38) найдем остальные 
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С другой стороны используя выражение (1.40) и уравнения, начиная со второго, системы (1.35), а именно 
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находим более удобные рекуррентные формулы нахождения элементов матрицы 
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Лемма 2 доказана. 

Рекуррентные формулы позволяют определить 
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В качестве основных источников исследования в этой главе используются работы [91, с. 50-66], [92, p. 37-61], [93, p. 1087-1102], [96, p. 3-21], [98, p. 881-902], [99, p. 39-47], [101, с. 464-474], [102, p. 23-37], [105, p. 158-163], [116, c. 1-608].
Полученные в этой главе результаты опубликованы в работах [106, p.1864-1872], [107, p. 59-71], [108, p. 84-99], [113, p. 77-79].
2 "ИЗОЛИРОВАННЫЕ" РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛУПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
2.1 Постановка нелинейной полупериодической краевой задачи
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называется классическим решением задачи (2.1)-(2.4), если она удовлетворяет системе (2.1) при всех 
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При фиксированных 
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функциональным соотношениям 
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и (2.8), (2.9) [109, p. 121].

Здесь мы свели полупериодическую краевую задачу для системы гиперболических уравнений со смешанной производной к семейству периодических краевых задач для систем обыкновенных дифференциальных уравнений (2.10), (2.11) и функциональным соотношениям (2.12), (2.8), (2.9).
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где (2.16)- условие непрерывности решения во внутренних линиях разбиения.

Задача (2.13),(2.19) при фиксированных 
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Вместо 
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Отсюда определив 
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Продолжая процесс, на 
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2.2 Достаточные условия существования "изолированного" решения полупериодической краевой задачи для нелинейных псевдопараболических уравнений

Достаточные условия осуществимости, сходимости алгоритма и существование решения многохарактеристической краевой задачи с функциональными параметрами (2.13)-(2.19) устанавливает
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Таким образом, получим следующие неравенства:
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Используя теорему 1 из [117, c. 91] получим, что задача (2.13)-(2.16), при 
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Тогда неравенства (2.28), (2.29) можно записать в виде 
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Суммируя, соответственно, левые и правые части неравенств (2.31), (2.32) получим 
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Так как 
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то, подставив (2.38) в правую часть (2.37), получим 
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Используя функциональные соотношения (2.17)-(2.19) и неравенства (2.41), (2.42) получим:
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Отсюда следует, что 
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В силу неравенств (2.39), (2.40) имеют место равенства 
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Теорема 3 доказана.

Изолированное решение, рассматриваемое как изолированный элемент множества решений, вообще говоря, не обладает свойством непрерывной зависимости решений от исходных данных [100, р. 282]. Поэтому изучается изолированное в более узком смысле решение задачи (2.1)-(2.4).

В данной работе доказано, что краевая задача для нелинейного псевдопараболического уравнения третьего порядка (2.1)-(2.4) имеет изолированное решение.

Следующее определение «изолированного» решения краевых задач с непрерывно дифференцируемыми данными является модификацией определения изолированности из [119].
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В виду эквивалентности задач (2.1)-(2.4) и (2.13)-(2.19) из теоремы 3 следует

Теорема 4. [109, p. 130] Если выполнены условия теоремы 3, то последовательность функций 
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 изолировано.

2.3 Примеры
Пример 1
Рассмотрим на 
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 полупериодическую краевую задачу для системы линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка со смешанной производной
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Проверим выполнение условий теоремы 1:
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Таким образом, рассматриваемая задача однозначно разрешима и имеет вид 
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 рассматривается нелинейное псевдопараболическое уравнение
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с полупериодическим условием
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и с даннными на характеристиках
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Для нахождения решения введем функции 
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 и задачу (2.43)-(2.46) запишем в виде полупериодической краевой задачи для системы гиперболических уравнений со смешанной производной:
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Вновь введем обозначение 
[image: image1334.wmf]x

t

x

z

t

x

v

¶

¶

)

,

(

=

)

,

(

, и задачу (2.5)-(2.9) сведем к семейству периодических краевых задач для системы обыкновенных дифференциальных уравнений вида 



[image: image1335.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

+

¶

¶

2

1

2

1

2

2

1

)

,

(

)

,

(

4

1

=

2

t

x

x

t

t

t

x

z

t

x

w

v

t

v

,


[image: image1336.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

1

,

=

,0)

(

x

v

x

v

,
функциональным соотношениям 
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Задача (2.52), (2.53) эквивалентна нелинейному интегральному уравнению:

[image: image1348.wmf](

)

t

t

t

t

t

t

l

t

d

x

x

x

z

x

w

x

x

v

t

x

v

t

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

+

+

ò

2

1

2

1

2

2

1

)

,

(

)

,

(

)

(

)

,

(

~

4

1

=

)

,

(

~

2

0

 
(2.54)
Отсюда определив 
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которую запишем в виде 
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Матрица Якоби имеет вид 
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Нулевое приближение по функциональному параметру 
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Тогда определяемая алгоритмом последовательность функций 
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В качестве основных источников исследования в этой главе используются работы [92, p. 37-61], [96, p. 3-21], [99, p. 39-47], [101, с. 464-474], [102, p. 23-37], [117, p. 89-96], [118, c. 1-495], [119, p. 1-184].
Полученные в главе результаты опубликованы в работе [109, p. 119-132].
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Псевдопараболические уравнения с различными дифференциальными операторами второго и выше порядков по пространственным переменным возникают в математических моделях биологии [17, p. 2739-2756], распространении импульсных лучевых волн [20, p.251-259], влагопереносе в грунтах [27, c. 163-164], теплообмене [29, с. 1-336], при конвективной диффузии солей в пористой среде [31, c. 125-126], волновых процессах [41, c. 274-383], диффузии в неоднородных средах [43, p.237-252], в теории обратных задач [77, c. 3-5], [78, c. 1-181]. 
В том числе, к таким задачам относятся задачи фильтрации однородных жидкостей в породах с сильно развитой трещиноватостью [83, с. 1-299].
Несмотря на наличие большого количества работ, посвященных исследованию псевдопараболических уравнений, интерес к ним не ослабевает и по сей день.
Развитие компьютерной техники, новых вычислительных пакетов и их всестороннее применение в прикладных задачах предъявляет новые требования на разрабатываемые методы. Особое внимание уделяется методам, выгодно отличающихся от других своей конструктивностью на этапе приближенного построения решений.
Одним из таких методов является метод параметризации, предложенный в работах Д.С.Джумабаева [91, c. 50-66], [92, p. 37-61] для решения двухточечных краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. Суть данного метода заключается в введении дополнительных параметров, таких как h-шаг разбиения интервала, 
[image: image1377.wmf]h

 -число используемых в алгоритме, повторных интегралов и сведения исходной задачи к многоточечной краевой задаче с параметром [93, p. 1087-1102]. Метод параметризации позволяет установить условие разрешимости краевой задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений и предложить семейство алгоритмов нахождения приближенного решения [94, p. 817-836].
В настоящей работе метод параметризации развивается на полупериодические краевые задачи для системы псевдопараболических уравнений третьего порядка. На его основе построено двухпараметрическое семейство алгоритмов нахождения решения полупериодических краевых задач в прямоугольной области.
В первом разделе исследована разрешимость линейной полупериодической краевой задачи для системы псевдопараболических уравнений третьего порядка и алгоритмы нахождения ее решения. Исследуемая краевая задача сведена к задаче, состоящей из семейства полупериодических краевых задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка и функциональных соотношений. Исследование проводилось, основываясь на работы [91, с. 50-66], [92, p. 37-61], [93, p. 1087-1102], [96, p. 3-21], [98, p. 881-902], [99, p. 39-47], [101, с. 464-474], [102, p. 23-37], [105, p. 158-163], [116, p. 1-608]. На основе метода параметризации получены коэффициентные признаки однозначной и корректной разрешимости рассматриваемой задачи. 
Во втором разделе исследована полупериодическая краевая задача для псевдопараболических уравнений третьего порядка. В качестве основных источников исследования рассматривались работы [92, p. 37-61], [96, p. 3-21], [99, p. 39-47], [101, с. 464-474], [102, p. 23-37], [117, p. 89-96], [118, c. 1-495], [119, p. 1-184].
В терминах исходных данных установлены условия сходимости алгоритмов, одновременно обеспечивающие существование и изолированность решения нелинейной полупериодической краевой задачи. Приведены иллюстрирующие примеры.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [106, p. 1864-1872], [107, p. 59-71], [108, p. 84-99], [109, p. 119-132], [113, p.77-79].

Полученные в работе результаты диссертации носят теоретический характер и могут быть использованы при построении вычислительных алгоритмов решения полупериодических краевых задач для систем псевдопараболических уравнений третьего порядка, а также при чтении спецкурсов на математических факультетах университетов.
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