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ВВЕДЕНИЕ

Общее описание работы. Теория моделей − раздел математической логики, изучающий связи между формальным языком и его интерпретациями, или моделями. Во второй половине ХХ века теория моделей оформилась в самостоятельную дисциплину, методы и результаты которой находят применение как в алгебре, так и в других разделах математики. Название «Теория моделей» было предложено Альфредом Тарским в 1954 году. По сравнению с другими разделами математики, эта наука сравнительно молода.  Первые результаты были получены не более 100 лет назад. 
Теорию моделей можно описать как объединение логики и универсальной алгебры. Основными объектами исследования являются предложения и алгебраические системы. Классические примеры в алгебре приводят ко многим понятиям в теории моделей. Изучение предложений в качестве математических объектов явилось важнейшим инструментом, который привёл к неожиданным применениям теории моделей в других отделах математики.
«Западные» результаты теории моделей были получены позже их «восточных» эквивалентов. Если мы примем во внимание, что аппарат для изучения неполных теорий более уязвим, чем аппарат для изучения полных теорий, тогда мы можем понять интерес к йонсоновским теориям, которые принадлежат к этим неполным теориям.
В 80-е годы казахский математик Т.Г. Мустафин рассмотрел эту тему и определил основные цели и методы изучения йонсоновских теорий. Он опубликовал основные результаты, связанные с йонсоновскими теориями, в [1], [2], [3] и опубликовал примеры конкретных йонсоновских теорий в [4], [5]. Кроме того, интерес к йонсоновским теориям проявил приемник Т.Г. Мустафина А.Р. Ешкеев, который продолжает проводить исследования, о которых можно прочитать в его работе [6].
В последнее время становится актуальным изучение естественных подклассов йонсоновских теорий. Оказалось полезным выделение таких подклассов с помощью взаимоотношений свойства амальгамы и свойства совместного вложения. Как хорошо известно, эти два свойства являются между собой независимыми, но  в тоже время есть примеры теорий, когда эти свойства связаны между собой и иногда даже эквивалентны. В связи с этим были определены соответствующие подклассы йонсоновских теорий и для них разработано своя специфическая методика исследования. Например, в случае, когда свойства амальгамы доминирует над свойством совместного вложения появляется ситуация с модельной совместностью косемантических теорий, при этом, йонсоновские спектры классов моделей таких теорий имеет различные характеристики, но общим методом исследования для таких теорий является метод обогащения сигнатуры. И обратно, когда свойство совместного вложения доминирует над свойством амальгамы, мы имеем возможность в случае выпуклых йонсоновский теорий изучать малые модели с помощью некоторой алгебры, которая определяется на классе экзистенциально замкнутых моделей таких теорий. В целом, применение синтаксических характеристик для свойств амальгамы и совместного вложения открывает новые возможности для характеризации йонсоновских теорий относительно их семантических инвариантов, под которыми мы понимаем их семантические модели и изоморфные образы соответствующих классов экзистенциально замкнутых моделей в этих семантических моделях. 
Одним из основных вопросов, связанных с изучением йонсоновских теорий, является теоретико-суммативный аспект теоремы о существовании семантической модели. В общем, различие между западным и восточным направлениями йонсоновской теорий носит условный характер, поэтому изучение йонсоновской теорий в теории моделей является проблемой теории моделей «восточного» направления.
В общем, поскольку йонсоновская теория неполна, очень интересно рассмотреть свойства экзистенциальных формул. В этом случае периферийная система топологического пространства состоит не из открытого замкнутого множества, а только из замкнутого множества. Важнейшей методологией исследования йонсоновской теории является семантический метод. Этот метод когда-то был предложен Т.Г. Мустафиным, то есть семантический метод - это представление центрального дополнения к центру йонсоновской теории.
В случае изучения определенных теоретико-модельных свойств полных теорий это очень редко переносится на случай йонсоновской теории. В первую очередь это связано с неполнотой йонсоновской теорий в целом. Следует также отметить, что в случае изучения йонсоновской теорий специалисты по этой теории работают с классом экзистенциально замкнутых моделей. Таким образом, проецируя основные проблемы малых моделей от полной теории к йонсоновской теории, мы всегда находимся в рамках указанных выше ограничений.
Центральной задачей диссертационной работы является изучение теоретико-модельных свойств понятий атомности и простоты счетных моделей фиксированной йонсоновской теории. При этом данный вопрос рассматривается в рамках изучения йонсоновской теории. Индуктивные теории являются примерами классических алгебраических классов и широко используются во всех областях математики. Как мы знаем, класс йонсоновских теорий является достаточно широким подклассом индуктивных теорий. В нем указаны все основные алгебраические примеры. Например: а) группы; б)  абелевы группы; в) поля с фиксированными характеристиками; г) булевы алгебры; д) линейные пространства. Причем, этот класс достаточно широк, и было бы уместно найти некоторые ограничения в рассматриваемом нами классе теорий, поскольку методы изучения йонсоновских теорий недостаточно развиты. В данной диссертации такие ограничения касаются понятия экзистенциальной замкнутости моделей через замыкание фиксированного определимого подмножества семантической модели фиксированной йонсоновской теории. Мы работаем с малыми моделями различного вида, в рамках обобщений понятий атомности и простоты в классе счетных моделей йонсоновских теорий.  
В своей оригинальной работе [7] Р.Л. Воот доказал основополагающую теорему-критерий описывающую «счетно-простые» и «счётно-атомные» модели для полных теорий в счетном языке. Сущность этого критерия заключается в том, что в полной теории любая счетно-простая модель является одновременно атомной моделью этой теории. А. Робинсон в [8] определил понятие алгебраически простой модели и это понятие является обобщением понятия простой модели. Далее, в работе [9] Д. Балдуин и Д. Киккер рассмотрели концепцию новых видов атомности счетной модели. Естественно, возник вопрос об аналоге теоремы Р. Л. Воота для алгебраически простой модели. Отметим, что в работе [9, p. 289–330] авторам не удалось получить теорему, аналогичную теореме-критерию счётно-простой и счетно-атомной модели из работы Р.Л. Воота [7, pp. 303-321]. Тому доказательство, множество примеров, приведенных в работе Д. Балдуина и Д. Киккера, наводит на мысль, что данный вопрос в такой постановке навряд ли будет когда либо решен положительно, т.е. получение критерия или некоторые условия связывающие понятия алгебраической простоты и соответствующего вида атомности из работы [9, p. 289–330].
В исследовательской работе были перенесены основные идеи из работы [9, p. 289–330] на счетные модели некоторой фиксированной йонсоновской теории. Интерес к исследованию йонсоновских теорий обусловлен следующими факторами. Во-первых, произвольная йонсоновская теория, вообще говоря, не полна и, т.к. современный технический аппарат классической теории моделей приспособлен для изучения полных теорий, то сама по себе задача переноса технического аппарата и соответствующих понятий из области полных теорий в рамках изучения неполных теорий, представляет достаточно сложную, но, в то же время, актуальную проблему для развития классической теории моделей в целом. Но, так как описание класса произвольных неполных теорий для произвольной сигнатуры представляет собой достаточно трудную проблему и решение ее современными аппаратом в теории моделей на сегодняшний день не вызывает оптимизм. Поэтому, как правило, обычно в рассматриваемых задачах присутствуют различные алгебраические и логические ограничения естественного характера. В частности, всё, что связано с изучением йонсоновских теорий, в точности удовлетворяет такому подходу. Изучение йонсоновских теорий было обусловлено проблемами, которые появились в работах [10], [11] и многих других авторов, связанных с тематикой так называемой «восточной» [12, c.48], теории моделей. Во-вторых, заметим, что условия, которые определяют йонсоновость теории, достаточно естественно выделяют среди всех, вообще говоря, неполных теорий, широкий класс достаточно популярных и классических примеров теорий. Например, класс йонсоновских теорий синтаксически определяет следующие классические примеры из алгебры, которые активно используются в различных разделах математики. 
Но, тем не менее, некоторая полнота рассматриваемой йонсоновской теории необходима и, как правило, она не превышает  или полноты. В третьих, при изучении йонсоновских теорий немаловажную роль играют виды морфизмов, с помощью которых изучаются классы моделей этих теорий. Если в случае полной теории, мы имеем дело с элементарными мономорфизмами (вложениями или расширениями), то в случае йонсоновской теории в качестве морфизмов между моделями данной теории, мы будем иметь дело с различными типами изоморфизмов и гомоморфизмов.
При исследовании йонсоновских теорий в качестве классов моделей можно ограничиться классом экзистенциально замкнутых моделей рассматриваемой йонсоновской теории [13]. В свете последних результатов современной теории моделей, стало понятным, что большое значение имеет теоретико-модельный подход к изучению формульно-определимых подмножеств некоторой рассматриваемой модели. Для полных теорий эта модель ассоциируется с монстр моделью, в случае йонсоновской теории ее аналогом будет семантическая модель рассматриваемой теории [14],[15],[16],[17],[18]. В данной работе мы будем рассматривать специальные формульные подмножества, которые с одной стороны, задают атомность в смысле работы [9, p. 289–330], но с другой стороны, во-первых, дают некоторую геометрическую интерпретацию в смысле предгеометрии заданной на булеане семантической модели, во-вторых, дают новый инструмент для изучения соответствующего вида атомности. Таким образом, мы в данной работе продолжаем исследование проблемы описания алгебраически простых и различных видов атомных моделей в вышеуказанных рамках и ограничениях.
Одним из приоритетов научного исследования это исследование синтаксических и семантических вопросов, возникающих при описании определимых подмножеств и их замыканий. Операция замыкания предполагает наличие некоторой предгеометрии, заданной на множестве всех подмножеств достаточно большой модели (семантической) рассматриваемой йонсоновской теории. В работе были предложены несколько новых видов атомных моделей и уточняем эти понятия для алгебраически простых моделей в рамках этих видов атомности. 
Актуальность темы исследования. К малым моделям относятся такие модели, как алгебраически простые, атомные, ядерные, жёсткие и минимальные. 
Исследование важнейших синтаксических и семантических свойств специальных счётных моделей, удовлетворяющих условию атомности или простоты в классе экзистенциально замкнутых моделей фиксированной индуктивной теории является одной из классических направлений в общей теории моделей, связанных с описанием малых моделей. Одним из нерешенных вопросов этой части теории моделей является гипотеза Р. Воота для счетных моделей. С другой стороны в случаи наличия атомных или счетных моделей счетной мощности для неполной теории имеет место быть вопрос об описании общего числа моделей этой теории. Таким образом, для неполных теорий значение указанных вопросов связанных с описанием малых моделей содержит в себе большое количество открытых вопросов, связанных с их описанием. В связи с этим актуальность данных задач не вызывает сомнений. 
Цель работы. Основной целью диссертации является исследование важнейших синтаксических и семантических свойств специальных счётных моделей, удовлетворяющих условию атомности или простоты в классе экзистенциально замкнутых моделей фиксированной индуктивной теории. Причем эти модели, полученные в результате замыкания соответствующих определимых подмножеств некоторой семантической модели. В частности, найдены условия, при которых такие замыкания позволяют найти среди соответствующих малых моделей, для которых понятие атомности и простоты совпадает как в случае счетных моделей полных теорий.
Объект исследования. В качестве синтаксического объекта таких моделей будет рассматриваться теоретическое множество фиксированной йонсоновской теории. В определенных случаях мы имеем дело с замыканием определимых подмножеств, которые порождают искомую модель, и фрагмент таких подмножеств является йонсоновской теорией. Рассматривая специальные формульные подмножества, которые с одной стороны, задают атомность в смысле работы [9, p. 289–330], но с другой стороны, во-первых, дают некоторую геометрическую интерпретацию в смысле предгеометрии заданной на булеане семантической модели, во-вторых, дают новый инструмент для изучения соответствующего вида атомности.
Предмет исследования. Исследование важнейших синтаксических и семантических свойств специальных счётных моделей, удовлетворяющих условию атомности и  простоты в классе экзистенциально замкнутых моделей фиксированной индуктивной теории.
Методика исследования. Методы исследования диссертации, включают в себя многие классические методы теории моделей, а также стремительно развивающийся теоретико-модельный подход к изучению формульно-определимых подмножеств некоторой рассматриваемой достаточно большой модели. Методы исследования включают не только классические методы, известные ранее, но и абсолютно новые методы, появившиеся при изучении параллельных проблем из общей тематики теории моделей и универсальной алгебры.
Научная новизна. В этой работе были даны основы для обобщения понятий счетно-простой и счетно-атомной модели в рамках следующих изменений. Во-первых, понятие элементарного вложения заменилось на изоморфное вложение и тем самым авторы работы [9, p. 289–330] вместо простой модели стали работать с понятием алгебраически простой модели. Во вторых, понятие счетной атомности изменилось от понятия счетной атомности для полных теорий. Одним из основных изменений и новшеств в нашем подходе к изучению малых моделей, является тот факт, что мы начали использовать формульную определимость специальных подмножеств семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории. Это выразилось во введении понятия йонсоновского множества и его важного частного случая, как теоретическое множество. 
Задачи исследования. Хорошо известен классический результат Р. Воота [7, p. 303-321] связанный с описанием счетных моделей, которые и синтаксически  и семантически являются в некотором смысле  самыми «маленькими» моделями рассматриваемой теории. Этот результат – критерий связывает понятия атомной и простой модели, когда они счётны. Но при этом рассматриваемая теория является полной. В данной диссертации все результаты, связанные с получением описаний и характеристик счетных моделей относятся классу, вообще говоря, неполных теорий, а именно фиксированных йонсоновских теорий. В известной работе [9, p. 289–330] были определены аналоги понятий счетно-атомной и счетной-простой модели в рамках изучения класса, вообще говоря, неполных индуктивных теорий. В этой же работе  мы пытаемся сформулировать многие открытые вопросы, связанные с вышеуказанным критерием Р. Воота [7, p. 303-321]. В общем случае авторам работы [9, p. 289–330] не удалось получить результат, связывающий новые понятия атомности и простоты моделей в общем виде. Таким образом, в случае йонсоновских теорий, которые являются частным случаем индуктивных теорий вышеуказанная проблематика описания атомных и простых моделей в рамках работы [9, p. 289–330] является актуальной и не решенной задачей. В диссертации основной задачей является уточнение понятий атомности  и простоты счетных моделей индуктивных теорий из работы [9, p. 289–330] в рамках изучения йонсоновских теорий. Для этого были определены понятия атомности и простоты счетных моделей с помощью оператора замыкания, заданной предгеометрией на множестве всех подмножеств семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории и  использования известных результатов работы [9, p. 289–330]в рамках уточненных понятий атомности и простоты счетных моделей из работы [9, p. 289–330]. Кроме этого были рассмотрены  счетные модели, представляющие собой разновидности ядерных и жестких моделей в классе экзистенциально замкнутых моделей рассмотренной йонсоновской теории, причем они также получены как результат замыкания некоторых фиксированных определимых подмножеств семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории. Таким образом,  мы можем заметить, что рассмотренные в диссертации задачи являются уточнением и в некоторых случаях обобщением вопросов рассмотренных в работе [9, p. 289–330] и имеющих отношение к новым постановкам задач связывающих три тематики: описание счетных моделей неполных теорий, описание этих теорий относительно существования «малых» моделей  и изучение свойств оператора замыкания относительно вышеуказанных моделей. 
Теоретическая и практическая ценность работы. Полученные результаты носят теоретический характер и могут быть использованы в дальнейших исследованиях в области универсальной алгебры и теории моделей для описания счетных моделей соответствующих классов теорий и алгебр.
Апробация полученных результатов Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на нижеуказанных семинарах и международных конференциях: 
− European Summer Meeting of the Association for Symbolic Logic «Logic Colloquium 2019» (Чехия, Прага, 11 − 16 августа 2019 г.);
− European Summer Meeting of the Association for Symbolic Logic «Logic Colloquium 2020» (Польша, Познань, 19 − 24 июля 2021 г.);
− European Summer Meeting of the Association for Symbolic Logic «Logic Colloquium 2023» (Италия, Милан, 5 − 9 июня 2023 г.);
− the 16th Asian Logic Conference (Казахстан, Нур-Султан, 17-21 июня 2019 г.);
− международная научная конференция «Теоретические и прикладные вопросы математики, механики и информатики», посвященная 70-летию доктора физико-математических наук, профессора Рамазанова Мурата Ибраевича (Казахстан, Караганда, 12-13 июня 2019 г.);
− ежегодные Мальцевские чтения. (Россия, Новосибирск, 16 − 20 ноября 2020 г.);
− ежегодные Мальцевские чтения. (Россия, Новосибирск, 20 − 24 сентября 2021 г.);
− традиционная международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки Республики  (Казахстан, Алматы, 3-5 апреля 2022 г.);
− III международные «Таймановские чтения» посвященные 85-летию университета «Современная математика: проблемы и приложения» (Казахстан, Тараз, 25 ноября 2022 г.);
− VII Всемирный Конгресс математиков тюркского мира (TWMS Congress-2023) (Казазстан, Туркестан, 20-23 сентябрь 2023 г.);
− научный семинар кафедры алгебры, математической логики и геометрии имени профессора Т.Г.Мустафина, руководитель д.ф.-м.н., профессор Ешкеев А.Р. (КарГУ им. Е.А.Букетова).
Публикации и личный вклад автора. Основные результаты диссертационного исследования опубликованы в 18 работах. В том числе 1 статья в базе данных WebOfScience, 5 статей опубликованы в журналах, рекомендованных КОКСОН МНВО РК, 12 работ  в материалах международных научных конференций. В работах выполненных с соавтором, вклад каждого из соавторов является равным.
Положения выносимые на защиту. На защиту выносятся следующие основные результаты диссертационного исследования:
На защиту выносятся следующие основные результаты диссертационного исследования:
1. найдены достаточные условия для получения импликаций всех видов атомных множеств, замыкание которых с помощью оператора замыкания на определимых подмножествах семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории дают импликации соответствующих атомных моделей;
2. [bookmark: _heading=h.30j0zll]найден  критерий  алгебраически простой модели для экзистенциально простой теории, когда эта модель является ядерной;  
3. найден критерий -nice a.p множества в рамках совершенной экзистенциально простой теории;
4. в рамках выпуклого совершенного экзистенциально простого фрагмента получен критерий ядерной модели;
5. найдены достаточные условия существования хорошей почти-слабо атомной и  алгебраически простой модели йонсоновской теории и критерий их эквивалентности.
Структура и объем диссертации 
Диссертационная работа объемом 80 страниц, состоит из следующих структурных элементов: введения, 3 разделов, заключения, списка использованных источников. 
Краткое содержание основной части диссертационной работы.
В первой главе изложены основные понятия и теоремы классической теории моделей, во второй главе описан результат, связанный с классической проблемой Р. Воота о счетно-простых моделях полных теорий, но в более общей формулировке понятия счетной атомности. Где главным моментом является то, что она фокусируется на синтаксических свойствах специальных подмножеств фрагмента семантической модели конкретной йонсоновской теории, в третьей части найден критерий частного случая алгебраической простоты, где в качестве понятия атомности модели получено с помощью использования некоторого формульного подмножества семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории, и замыкание этого множества представляет собой экзистенциально замкнутую подмодель этой семантической модели.
В первом подразделе представлены определения и результаты, касающиеся различных типов моделей, включая счетные, малые и большие модели. Также рассматриваются теоретико-модельные свойства класса экзистенциально замкнутых моделей.
В этом подразделе кратко излагаются основные понятия и теоремы классической теории моделей. В качестве основного источника используется справочная книга по математической логике под редакцией Дж. Барвайса [12, с. 57-164].
Языком  сигнатуры  или  называется множество всех формул, построенных с помощью символов данной сигнатуры.

Моделью или алгебраической системой  сигнатуры  называется непустое множество А, где каждому n-местному предикатному символу   из  сопоставлено некоторое -местное отношение в А, всякому т-местному функциональному символу   из  сопоставлена некоторая т-местная функция на А, а каждой предметной константе с из  сопоставлен некоторый элемент из А. Понимание понятия интерпретации символов в рамках данной сигнатуры является ключом к раскрытию множества А, которое называется универсумом или носителем модели А. Важным аспектом здесь является мощность модели А, которая определяется как мощность её носителя и отражает важные характеристики данной модели. Отметим, что сигнатура - это набор всех символов, которые мы можем использовать в данной математической теории или структуре. Интерпретация символов означает назначение смысла каждому символу из этой сигнатуры в рамках конкретной модели или теории.  Если говорить  о множестве А как о носителе модели А, мы имеем в виду, что это множество является базовым носителем, на котором определены все объекты и отношения внутри этой модели. В контексте универсума или носителя модели А, каждый объект в данной модели может быть представлен как элемент этого множества. 
Определение 1.1.9 [19, с. 99] Пусть  есть L-структура и  подмножество . Множество  -формул называется  типом над , если  является максимальным конечно выполнимым в 𝔄. 
Теорема 1.1.10 (об опускании типов). [19, с. 99]. Если  счетная и непротиворечивая, и если  не изолировано в , то  имеет модель, которая опускает .
Определение 1.2.1. [7, p. 306] Модель называется простой моделью теории , если элементарно вкладывается в любую модель теории .
Определение 1.2.2 [7, p. 309] Модель  является атомной, если каждый -кортеж ее элементов удовлетворяет полной формуле в модели. 
Определение 1.2.5 [20, с. 157] Модель теории  (в дальнейшем структура) называется ядерной, если она изоморфна единственной подструктуре каждой модели данной теории. 
В подразделе 1.3. содержит сведения о теореме Р. Воота о счетных простых и атомных моделей, что является из ключевых теорем в исследуемой теме. В качестве  источника была использована работа Р. Воота [7, с. 303-321].
Теорема 1.3.1 [19, с. 116]  Следующие утверждения эквивалентны:



Теорема 1.3.2 [19, с. 124]  Всякая полная теория  , обладающая счетно-насыщенной моделью, имеет и счетно-атомную модель.
Теорема 1.3.3 [19, с. 125] Никакая полная теория  не может обладать точно двумя неизоморфными счетными моделями.
Теорема 1.3.4 [21, с. 72] Все простые модели теории  являются изоморфными.
Подраздел 1.4. содержит описание алгебраически простых моделей. В качестве  источника была использована работа Дж. Балдуина и Д.Киккера [9, p. 289–330].
Определение 1.4.1 [9, p. 289]   алгебраически простая модель теории , если  является моделью теории  и  может быть изоморфно вложена  в каждую модель теории .
Определение 1.4.2 [9, p. 289-330] (а)  представляет собой  - nice алгебраически простую модель , если является счетной моделью  и для каждой модели  теории , каждая  и все  , если 
  
тогда для каждого  найдется некоторое , такое что 
  
 (б)  - это  - nice a.p. модель , если условие в (а) выполняется с “⇒∃” заменил оба места, где встречается  . 
(c)  - это – nice a.p. модель , если условие в (a) выполнено с заменой “” оба места, где встречается “” 
Определение 1.4.3 [9, p. 293]  является  атомной моделью теории , если  есть модель теории  и для каждого  каждый кортеж элементов из  удовлетворяет в  некоторую формулу из , которая полна для формул. Следующее понятие слабо атомной модели из [9, p. 289–330] является обобщением вышеуказанного определения.
Определение 1.4.4 [9, p. 294]  является слабо атомной моделью теории , если  есть модель теории  и для каждого  каждый  -кортеж  элементов из  удовлетворяет в  некоторую формулу  из  такую, что   как только  из  и . 
Теорема 1.4.2 Если 𝔄 является счетной слабо  -атомной моделью , то  является  - nice алгебраически простой моделью . 
Определение 1.4.5 [9, p. 289-330] 𝔄 экзистенциальная модель теории , если как только 𝔄 для модели  теории , то , для всех  в 𝔄.
Теорема 1.4.3 [9, p 289-330] Пусть  теория, которая полна для экзистенциальных предложений, и пусть-счетная модель . 
(а) Тогда  где: 
(i)  является  -атомной, 
(ii)  является  -nice, 
(ii)*  является экзистенциально замкнутой и  -nice, 
(iii)  является слабым - атомной. 
(b) Если  полна для -предложений, то  все эквиваленты.
Подраздел 1.5 содержит необходимые определения понятий и результаты, касающиеся йонсоновских теорий, приведенные в книге [37] и изучаются теоретико-модельные свойства класса экзистенциально замкнутых моделей йонсоновских теорий.
Определение 1.5.1 [12, c. 80] Теория  называется йонсоновской, если:
1)  имеет бесконечную модель; 
2)  индуктивна, т.е.  эквивалентна множеству -предложений; 
3)  обладает свойством совместного вложения  то есть любые две модели  Т и Т изоморфно вкладываются в некоторую модельТ; 
4)  обладает свойством амальгамируемости (AP), то есть если для любых Т таких, что ,  изоморфные вложения, существуют  и изоморфные вложения  ,  такие, что  . 
Определение 1.5.7 [22, с. 529] Семантической моделью  йонсоновской теории  называется - однородная - универсальная модель теории .
Определение 1.5.12 [23, с. 97-103] Модель  теории T называется - экзистенцианально замкнутой, если для любой модели B и любой экзистенциальной формулы  с константами из  выполняется   при условии, что A подмодель  и . Через  мы обозначаем класс всех экзистенциально замкнутых моделей теории T. 
Далее вторая глава посвящена определению достаточных условий для получения импликаций всех видов атомных множеств, замыкание которых с помощью оператора замыкания на определимых подмножествах семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории дают импликации соответсвующих атомных моделей. В том числе определение  критерия  алгебраически простой модели для экзистенциально простой теории, когда эта модель является ядерной.  
Определение 2.1.1 [24, p. 88-94] Индуктивная теория  называется экзистенциально простой если: 
1) она имеет алгебраическую простую модель, и класс  (алгебраически простых моделей) мы обозначим через   ; 
2) класс  нетривиально пересекаются с классом  , т.е.   
Определение 2.1.2 [25, p. 84-91] Формула  является -формулой, если существуют экзистенциальные формулы (из )  и  такие, что  и . 
Определение 2.2.1 [25, p. 84-91] Множество  будет называться  атомным в теории , если 
1)  такой, что для любой формулы  следует, что  является полной формулой для . 
2) 
и полученную модель   атомной моделью теории 
Определение 2.2.2 [25, p. 84-91] Множество  будет называться слабо  атомным в теории , если 
1)  такая, что в  для любой формулы  следует, что  как только  из  и . 
2)  . 
и полученную модель   атомной моделью теории 
Определение 2.2.4 [25, p. 84-91] Множество  назовем  алгебраически простым в теории , если
1) Если    есть   атомным множеством в  ;
2)  ,
и полученную модель  назовем  алгебраически простой моделью теории  .
Теорема 2.1.1. [24, p. 88-94] Пусть   - полная для -предложений сильно выпуклая совершенная йонсоновская теория и пусть  есть  атомное множество в теории  .
Тогда   где:









Теорема 2.1.2 [24, p. 88-94] Пусть  - полная для -предложений сильно выпуклая совершенная йонсоновская теория и пусть есть  атомная модель в теории  .
Тогда  где:









Если  является полной для , то .
Теорема 2.1.3 [24, p. 88-94] Пусть  является полной для -предложений сильно выпуклой совершенной йонсоновской теорией и пусть  является  атомной моделью в теории .
 Тогда  , где:
 есть  -атомная модель в теории  ,
 есть   nice модель в теории ,
   и   модель в теории ,
 есть слабо атомная модель в теории  T ,
(b) Если    является полной для предложений  для , то    эквивалентны.
Теорема 2.2.3 [25, p. 84-91] (2.1)*. Для любой ядерной совершенной йонсоновской теории следующие условия эквивалентны:
1. ядерная модель ,
2.  жестко вложима  в любую экзистенциально замкнутую модель теории ,
3.  модель центра теории и существуют экзистенциальные формулы 

и

Следствие 2.2.1 [25, p. 84-91] (2.2)*.  является ядерной моделью некоторой совершенной ядерной йонсонновской теории , тогда и только тогда, когда  является ядерной моделью оболочки Кайзера . 
Теорема 2.2.4 [25, p. 84-91] Пусть  является ядерной моделью некоторой экзистенциально алгебраически простой теории . Тогда следующие условия эквивалентны.
(1)   вкладывается в каждую экзистенциально замкнутую модель центра этой теории.
(2)    - алгебраически простая модель теории   .
Подглава 2.4 посвящена изучению выпуклого совершенного экзистенциально простого фрагмента и в связи с этими вопросами получен критерий ядерной модели.
Определение 2.4.1. [23, с. 97-103] Множество  называется йонсоновским в теории , если оно удовлетворяет следующим свойствам:
а) есть определимое подмножество , где  семантическая модель теории ;
б)  есть носитель некоторой экзистенциально-замкнутой подмодели , где  есть определимое замыкание множества .
Теорема 2.4.2 [23, с. 97-103]. Пусть  выпуклый совершенный экзистенциально простой полный для - предложений фрагмент некоторого -nice множества 
Тогда следующие понятия эквиваленты:
  имеет ядерную модель,
 всякий раз, когда ) экзистенциально, а , тогда существует некоторый экзистенциальная формула  и целое число такое, что

и  - экзистенциальные предложения, то 
Вторая глава интересна тем, что было введено новое понятие — как теоретико-модельный «реостат», с целью получить результаты, имеющие отношение к уточнению понятия атомности в рамках йонсоновских теорий. В результате формально определено понятие  «реостата» и получено на основе данного понятия результат, имеющий отношение к уточнению понятия атомности в рамках йонсоновских теорий
Глава 3 посвящена основному результату, где центральной задачей является получение эквивалентности определенной таким образом атомной и простой модели, причем это совпадение следует при предположении, что существует некоторая модель с хорошо заданными свойствами.
В работе [26] Е.А. Палютин доказал существование позитивной оболочки для любого множества , которая является аналогом в некотором смысле атомной модели. Напомним основные понятия из работы [26, с. 596-600] . 
Теорема 3.2.1 [26, с. 596-600] Для любого множества A существует его позитивная оболочка. 
Теорема 3.2.2 [27 c. 243] Пусть  совершенная йонсоновская теория полная для -предложений, тогда имеет хорошую почти-слабо -атомную модель. 
Таким образом, в конечном итоге, мы приходим к результату, который выражается следующим утверждением: 
Теорема 3.2.3 [27, c. 243] Пусть  совершенная йонсоновская теория полная для -предложений. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) алгебраически простая модель теории . 
2)  хорошая почти-слабо -атомная модель . 
Доказательство. . 1) ⇒ 2) следует из леммы 3.1.6, 2) ⇒ 1) из леммы 3.1.7. 
Благодарность. Автор выражает сердечную благодарность отечественному научному консультанту, доктору физико-математических наук, профессору Ешкееву Айбату Рафхатовичу за постановку задачи, ценные консультации и всестороннюю поддержку во время выполнения научной диссертации. Также выражает глубокую признательность зарубежному научному консультанту, профессору Новосибирского государственного университета (Россия) Судоплатову Сергею Владимировичу за внимательное отношение к работе, поддержку и ценные научные рекомендации.
Диссертационная работа выполнена на кафедре алгебры, математической логики и геометрии имени профессора Т.Г. Мустафина Карагандинского   университета имени Е.А. Букетова.

[bookmark: _heading=h.1fob9te]

1 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИКО-МОДЕЛЬНЫЕ СВОЙСТВА МАЛЫХ И БОЛЬШИХ МОДЕЛЕЙ ТЕОРИЙ

[bookmark: _heading=h.3znysh7]
В данной главе изложены сведения и результаты, необходимые для дальнейшего исследования. Справочная книга Дж. Барвайс [12, с. 57-164] является главным источником для основных концепций и теорий, связанных с моделями. В ней содержится обширный материал о математической логике и математике, который является фундаментальным для нашего исследования. Автор подробно рассматривает различные аспекты теории моделей и предоставляет все необходимые определения и результаты. В данной работе были использованы два основных источника и вторая из них монография [21, с. 10-66], где представлены теоретические модели и определения, связанные с йонсоновскими теориями.

[bookmark: _heading=h.2et92p0]1.1 Предварительные сведения из теории моделей
Напомним определения основных понятий теории моделей и связанные с ними результаты.
Пусть − некоторые произвольные множества. Под сигнатурой
, где ,  мы понимаем произвольный набор предикатных, функциональных и константных символов. 
Сигнатура, обозначаемая как , представляет собой набор символов, определяющих используемые в математической логике предикаты, функции и константы. В каждом случае σ фиксируется, даже в том случае, когда множество символов может быть пустым. Язык  сигнатуры  или  - это множество всех формул, из символов данной сигнатуры[12, с. 57-164]. 
Моделью или алгебраической системой  сигнатуры σ является непустое множество А где каждому n -местному предикатному символу из  сопоставлено соответствующее n -местное отношение в A. Аналогично, каждому -местному функциональному символу  из σ соответствует  -местная функция на А, а любой константе  из  соответствует некоторый элемент из А. Следовательно, модель  представляет собой набор объектов, на которых определены предикаты, функции и константы, определенные в сигнатуре .
Понимание понятия интерпретации символов в рамках данной сигнатуры является ключом к раскрытию множества А, которое называется универсумом или носителем модели А. Важным аспектом здесь является мощность модели А, которая определяется как мощность её носителя и отражает важные характеристики данной модели. Отметим, что сигнатура - это набор всех символов, которые мы можем использовать в данной математической теории или структуре. Интерпретация символов означает назначение смысла каждому символу из этой сигнатуры в рамках конкретной модели или теории.  Если говорить  о множестве А как о носителе модели А, мы имеем в виду, что это множество является базовым носителем, на котором определены все объекты и отношения внутри этой модели. В контексте универсума или носителя модели А, каждый объект в данной модели может быть представлен как элемент этого множества. 

Пусть Г − некоторое множество предложений языка L. Множество Г будем называть непротиворечивым или совместным, если оно обладает хотя бы одной моделью. Под теорией Т мы принимаем всякое непротиворечивое множество предложений языка  данной сигнатуры , замкнутое относительно выводимости[12, с. 57-164]. Теория Т называется полной в языке L, если для любого предложения   либо , либо Т. Множеством аксиом теории Т называется всякое множество предложений, обладающее такими же следствиями, что и теория Т. Теорию можно задавать при помощи перебирания конечного или бесконечного множества её аксиом. Теория Т будем называть конечно аксиоматизируемой, если она обладает конечным множеством аксиом. Если  − некоторая модель сигнатуры , то множество всех предложений истинных в , обозначаемое, как  также является теорией, причём полной [12, с. 57-164].
Рассмотрим класс  моделей сигнатуры. Теорией класса  называется множество всех предложений  истинных в любой модели   и обозначается . Например, если − класс конечных групп, то теория конечных групп  − множество всех предложений, истинных во всех конечных группах [12, c. 57].
Класс  называется элементарным классом или ЕС-классом, если  − класс всех моделей некоторой теории Т. Так, например, класс всех групп будет элементарным классом [12, c. 58].
Модели  и  сигнатуры называются элементарно эквивалентными, , если всякое предложение, истинное в , истинно и в , т.е. .


Модель  называется подмоделью модели  и обозначается , если носители  и , соответственно, этих моделей находятся в отношении , а интерпретация всех предикатных, функциональных и константных символов в модели  является ограничением соответствующей интерпретации в модели .
Теорема 1.1.1 [12, c. 60] Пусть  и   модели сигнатуры , . Тогда для любой атомной формулы  языка L, для всякого кортежа   выполнено 
 
Определение 1.1.1 [12, c. 60] Формула вида , где    формула, которая не содержит, называется универсальной формулой или -формулой. 
Теория будет называться «универсальной», если она эквивалентна некоторому множеству предложений. Так, например, в сигнатуре   теория групп является универсальной.
Формула вида , где   бескванторная формула, называется экзистенциальной формулой или -формулой.
Формула  языка  называется  –формулой, если она не содержит кванторов. Продолжая по индукции -формулой (-формулой) назовем формулу  языка , имеющую вид  (соответсвенно  ), где  есть  –формула(соответсвенно  –формула ). Очевидно, что всякая формула, находящаяся в пренексной форме, является  или  формулой при некотором . Предложение являющееся  –формулой (соответсвенно ), называется  –предложением (соответсвенно предложением), Экзистенциальные предложения - это , универсальные – это -предложения, универсально-экзистенциальные - это  предложения и т.д.
Через  мы обозначаем множество всех формул на языке   вида  ((т.е. формулы с   кванторами переменных, начинающимися с ),  Тогда

Теория  устойчива относительно подсистем, если любая подсистема   модели теории  также является моделью теории 
Теорема 1.1.2 (Лось-Тарский) [12, c.69] Теория устойчива относительно подсистем, если и только если   универсальная теория.
Пусть  и   модели сигнатуры .  называется элементарной подмоделью [12, с. 57-164] модели   и обозначается , если   и для любой формулы  языка  и для всякого кортежа   выполнено

Модель  будем называть элементарным расширением [12, с. 57-164] модели .
Легко понять, что если , то .
Изоморфным вложением [12, с. 57-164]  называется такое отображение из  в , что для любой атомной формулы  и для любого кортежа .

 

Элементарным вложением будет называться такое отображение, что для любой формулы  и для любого кортежа  выполнено [12, с. 57-164]

.

Изоморфное вложение  называется изоморфизмом, если В равно области значений  и обозначается   [12, c. 61]. 
Будем говорить, что модель  изоморфно вкладывается в модель , [12, c. 61]. если найдутся такие модель  и изоморфизм , что   и .
Будем говорить, что модель  элементарно вложима в модель , [12, c. 61].  если найдутся такие модель  и изоморфизм , что   и .
Предложение 1.1.1 [21, c. 48] Если , то . Если же   конечная модель, то верно и обратное.

Теорема 1.1.3 (Лёвенгейма-Сколема о подъёме) [28, p. 24] Пусть   бесконечная система сигнатуры . Тогда   имеет собственное элементарное расширение мощности  для любого .
Теорема 1.1.4 (Лёвенгейма-Сколема о спуске) [12, c. 70] Если  и , то в  существует элементарная подмодель  мощности , что .
Определение 1.1.2 [19, c. 207] Если задан какой-нибудь класс  алгебраических систем сигнатуры , то этот класс называется абстрактным, если с каждой системой  класс   содержит и все изоморфные ей системы сигнатуры .
Немаловажную роль в изучении алгебраически простых моделей играет понятие модельной полноты, которое было введено А. Робинсоном.
Определение 1.1.3 [19, с. 1233-1241] Будем называть теорию   модельно полной, если для любых моделей  и  теории  любая подсистема  будет элементарной подсистемой . Каждое изоморфное вложение есть частный случай  элементарного вложения.
Одним из вызывающих интерес примером модельно полной теории является теория натуральных чисел в «арифметике Пеано». В этой теории любая модель натуральных чисел является элементарной подсистемой другой модели натуральных чисел.
Пусть   произвольная модель языка L первого порядка. Обогатим язык L до языка . Язык  получается из языка L добавлением новых константных символов  для всех элементов . Систему  можно обогатить до системы   языка  интерпретируя каждый константный символ  из .  посредством . Также любую систему   сигнатуры  можно расширить до системы   сигнатуры , выбрав для каждого  элемент .
Теорема 1.1.5 [12, c. 65] Теория  модельно полна, тогда и только тогда, когда теория  полна для любой модели   теории .
Теорема 1.1.6 [19, с. 1233-1241] Теория Т является модельно полной, тогда и только тогда, когда любая формула  Т-эквивалентна универсальной формуле .
Определение 1.1.5 [12, c. 62] Теория  называется индуктивной, если Т эквивалентна множеству -предложений, т.е. предложений вида , где  бескванторная формула.
Предложение 1.1.2 [12, c. 62] Если Т  индуктивная теория, то объединение любой возрастающей цепи



моделей Т будет моделью Т.
Следствие 1.1.1 [12, c. 70] Любая модельно полная теория индуктивна.
Определение 1.1.6 [12, c. 97] Модель  теории Т называется экзистенциально замкнутой, если экзистенциальное предложение  языка .  истинное в некоторой Т- модели, расширяющей , истинно и в .
Предложение 1.1.3 [12, c. 97] Всякая модель  индуктивной теории Т вкладывается в некоторую модель .


Определение 1.1.7 [12, c. 156] Пусть ,   некоторые  теории языка  . Теория  называется модельным пополнением теории , если:
а)  и  взаимно модельно совместны, т.е. любая модель теории  вкладывается в модель теории  и наоборот;
б)  модельно полная теория;
в) если , то  полная теория.  
Теория  называется модельным компаньоном теории , если выполнены условия а и б.
[bookmark: _Ref513646719][bookmark: _Ref513646657]Теорема 1.1.7 (Абрахам Робинсон) [12, c. 157] Если теория  имеет модельный  компаньон, то он единственен.
Теория  нызавается конечно выполнимой, если каждое конечное подмножество  является непротиворечивым.
Теорема 1.1.8 (Теорема компактности) [12, с. 34] Конечно выполнимые теории непротиворечивы.
Пусть  язык и  множество новых констант. -теория  называется теорией Генкина, если для каждой -формулы  существует константа  такая, что

Элементы  называются константами Генкина теории .
Назовем теорию  конечно полной, если она конечно выполнима и если каждое предложение  удовлетворяет условию, что  или . Эта терминология является только предварительной (и нестандартной): по теореме компактности теория эквивалентна конечно полной, если и только если она полна.
Теорема компактности следует из следующих двух лемм.
Лемма 1.1.1. [12, с. 57-164] Каждая конечно выполнимая - теория  может быть расширена до конечно полной теории Генкина .
Следствие 1.1.2 [12, с. 57-164]  тогда и только если, когда  для конечного подмножества  теории .
Следствие 1.1.3 [12, с. 57-164] Множество формул  совместно с  если и только если каждое конечное подмножество  совместно с .
Определение 1.1.8 [12, с. 57-164] Пусть 𝔄 есть L-структура и . Тогда  реализует множество -формул  (содержащее, самое большее, свободную переменную x), если  удовлетворяет всем формулам из . Мы пишем

Мы называем  конечно выполнимой [12, с. 57-164] в , если каждое конечное подмножество  реализуется в .
Лемма 1.1.3. [12, с. 57-164] Множество  конечно выполнимо в 𝔄, если и только если существует элементарное расширение 𝔄, в котором реализуется .
Определение 1.1.9 [19, с. 99] Пусть  есть L-структура и  подмножество . Множество  -формул называется  типом над , если  является максимальным конечно выполнимым в 𝔄. 
Мы называем  областью определения . Пусть 

обозначает множество всех типов над .
Каждый элемент  из 𝔄 определяет тип
.
Поэтому элемент  реализует тип  в точности, если . Заметим, что если  является элементарным расширением , то
  и   .
Мы будем использовать обозначение  для .
Аналогично, максимальные конечно выполнимые множества формул относительно свободных переменных  называются типами и

обозначает множество п-типов над . Для п-кортежа  из , существует очевидное определение . Таким же образом, мы можем определить тип  произвольного множества  над .  Для того, чтобы сделать это правильно, мы позволим свободные переменные  проиндексировать константами  и определим
.
Многие теоремы, мы сформулируем для 1-типа, которые будут выполняться с теми же доказательствами для n-типов и часто для типов с бесконечным числом переменных.
Определение 1.1.10 (Главные и неглавные типы). [29, с. 334] Пусть  — теория, — (частичный) тип в ней. (Частичный) тип  называется главным в теории , если  такая формула  такая, что  совместно с , и для любой формулы  выполнено . (Частичный) тип  называется гла в ным в алгебраической системе , если он является главным в теории этой системы. Тип  называется главным, если он является главным типом в полной теории . Иногда главные типы называют изолированными. Остальные (частичные) типы называют неглавными.
Следствие 1.1.3. Каждая структура  имеет элементарное расширение 𝔅, в котором реализуются все типы над .
Определение 1.1.11. Пусть  есть L-теория и  множество L-формул. Если модель  теории  не реализует множество формул  мы говорим, что она опускает . Формула  изолирует , если
a)  является непротиворечивой с .
б)  для всех  из 
Множество формул часто называют частичным типом. Это объясняет название следующей теоремы.
Теорема 1.1.11 (об опускании типов) [19, с. 99] Если  счетная и непротиворечивая, и если  не изолировано в , то  имеет модель, которая опускает .
Если  изолировано формулой  и  является моделью , то  реализуется в  по всем реализациям формулы . Поэтому обратная теорема является истинной для полных теорий : если  изолирована в , то она реализуется в каждой модели теории .
Следствие 1.1.4  Пусть  счетная, непротиворечивая и пусть

последовательность частичных типов. Если все  не изолированы, то  имеет модель, которая опускает все .
Понятие операторов замыкания. Определимое замыкание (definable closure) и алгебраическое замыкание (algebraic closure) - это понятия, используемые в теории моделей и математической логике. Оператор замыкания  (алгебраическое замыкание) относится к алгебре и теории чисел. Он отображает множество элементов на наименьшее алгебраически замкнутое подполе, которое содержит это множество элементов. Алгебраически замкнутое поле - это поле, в котором каждый многочлен над этим полем имеет корень. 
Оператор замыкания  (определимое замыкание) используется в модели теории первого порядка. Он отображает множество формул на наименьшее множество, содержащее все формулы, определимые с помощью исходного множества формул и операций, доступных в данной теории. 
 Пусть  - структура. Определимое замыкание и алгебраическое замыкание - это два оператора замыкания на . Если S является подмножеством , а  является элементом (или конечным кортежем) из , то
·  находится в определимом замыкании , если одноэлементное множество  определимо над . Эквивалентным условием является то, чтодля некоторой 0-определяемой функции  и некоторого .
·  находится в алгебраическом замыкании , если  является элементом некоторого конечного -определяемого множества.
Определяемое замыкание  обозначается , а алгебраическое замыкание обозначается  Иногда мы хотим, чтобы  и  были подмножествами , и в этом случае мы принимаем  и  как множества синглетов в определяемом замыкании и алгебраическом замыкании  соответственно. Существует не очень большое различие, потому что оказывается, что кортеж  находится в  или тогда и только если, когда каждая координата  находится в  или  соответственно.
Оба  и  являются операторами конечного замыкания на , что означает, что 
· Еслито 
· Если  находится в  или , то  находится в  или  для некоторого конечного подмножества .
Множество S алгебраически замкнуто, и определенно замкнуто, если 

0. [bookmark: _bookmark3]Основные виды счетных моделей, малых моделей, больших моделей и теории. 
В теории моделей, счетные модели играют важную роль и обычно изучаются в контексте с логикой первого порядка. Счетные модели - это модели, в которых универсальное множество объектов имеет счетную мощность, то есть континуум не присутствует. Вот некоторые основные виды счетных моделей в теории моделей:
· счетные модели первого порядка (Countable First-Order Models): Это модели, в которых носителем является счетное множество. В таких моделях можно формализовать множество математических теорий, включая арифметику, алгебру, геометрию и другие;
· счетные модели теории множеств (Countable Models of Set Theory): В рамках теории множеств можно рассматривать модели, в которых носитель является счетным множеством, а аксиомы теории множеств интерпретируются на этом носителе. Такие модели позволяют изучать свойства и отношения между множествами внутри формальной системы;
· счетные модели логики (Countable Models of Logics): В логике существуют различные формальные системы, такие как классическая логика предикатов или интуиционистская логика. Счетные модели логик являются моделями, в которых истинность или ложность логических формул может быть определена для счетного множества высказываний или предикатов.
Это лишь несколько примеров основных видов счетных моделей в теории моделей. Различные области математики и логики могут использовать счетные модели для изучения различных свойств и теорий.
В теории моделей существуют различные виды малых моделей, которые играют важную роль при изучении формальных систем и логических теорий. Вот несколько основных видов малых моделей:
Счетные модели (Countable Models): Счетные модели имеют счетный носитель, то есть носитель является счетным множеством. Счетные модели позволяют изучать более общие и обширные свойства формальных систем. Они играют важную роль во многих областях математики и логики.
Специальные конструкции моделей: В теории моделей также используются различные специальные конструкции моделей для исследования определенных свойств и теорий. Например, модели с фиксированными элементами, модели с частичными функциями, модели с ограниченными интерпретациями и другие.
Важно отметить, что выбор размера модели зависит от конкретной теории или задачи, которую требуется изучать. Разные модели могут быть полезными в разных контекстах и могут привести к различным результатам и выводам. Рассмотрим необходимые определения малых моделей, которые необходимы для дальнейшего исследования.
Определение 1.2.1. [7, p. 306] Модель  теории называется простой моделью теории , если она элементарно вкладывается  в любую модель теории .
Понятие атомной модели ввел Альфред Тарский в контексте исследования структуры и свойств моделей формальных теорий. 
Определение 1.2.2 [7, с. 309] Модель  является атомной, если каждый n кортеж ее элементов удовлетворяет полной формуле в модели. 
Определение 1.2.3 [21, с. 74]  Модель  называется минимальной моделью для теории , если не существует такой модели , что  и .
Теорема 1.2.1. (Р. Воот) [21, с. 74]  Пусть  -категорична, но не -категорична. Если  простая модель для , то она является также минимальной моделью для 
Следующее определение выпуклости теории принадлежит А.Робинсону 
В работе [8, p. 284] А. Робинсона  понятие выпуклости теории вводится следующим образом:
Определение 1.2.4 [6, с. 95] Теория  называется выпуклой, если для любой ее модели  и для любого семейства  подструктур , которые являются моделями теории , пересечение   является моделью , если оно не пусто. Если к тому же такое внутреннее сечение никогда не бывает пустым, то  называется сильно выпуклым.
Это условие означает, что для любых моделей  и   выполняются одинаковые формулы, если они удовлетворяют одному и тому же кортежу параметров и имеют одинаковые значения для некоторых кортежей переменных. То есть, если две модели удовлетворяют некоторой формуле в одних точках, то они также должны удовлетворять этой формуле в других точках, где значения переменных изменяются, но значения параметров остаются неизменными.
Выпуклые теории – это теории со следующим важным алгебраическим свойством: каждое не пустое подмножество модели теории  порождает единственную подмодель, которая является моделью теории  ( а именно пересечение всех моделей теории  содержится в данной модели которая содержит множество). Если  сильно выпукла, то пересечение всех моделей теории  содержится в данной модели теории , которая также является моделью теории  (поскольку каждая модель теории  содержит ядерную модель и ядерная модель строго не содержит никакую модель теории ).
Выпуклость теории имеет значимость в анализе и классификации моделей, а также в изучении свойств и структуры теорий.
Использование понятия ядерной модели, введенного А. Робинсоном, в качестве примера частного случая алгебраически простой модели требует некоторых уточнений.
Алгебраическая простота модели связана с отсутствием нетривиальных алгебраических связей между элементами модели. Ядерность модели, в свою очередь, определяется через свойство ядра и относится к специфическому аспекту моделей в рамках теории моделей.
Тем не менее, можно утверждать, что ядерная модель может быть примером модели с определенными алгебраическими свойствами в конкретном контексте теории или структуры. В некоторых случаях ядерная модель может сочетать как ядерность, так и алгебраическую простоту, но это зависит от конкретных определений и свойств, применяемых в данной области и исследованиях.
Один из важных аспектов, который стоит отметить, заключается в том, что ядерная модель является изоморфной не только самой теории T, но и ее другим моделям. Это означает, что все модели теории T, включая ядерную модель, имеют сходную структуру, что позволяет проводить сравнительный анализ и исследование различных свойств моделей данной теории.
Другой важным моментом является то, что ядерная модель является единственной подструктурой каждой другой модели данной теории. Иными словами, она представляет собой основу, на которой строятся другие модели данной теории. Это делает ядерную модель центральным элементом для понимания структуры и связей между моделями теории T.
Тем не менее, можно утверждать, что ядерная модель может быть примером модели с определенными алгебраическими свойствами в конкретном контексте теории или структуры. В некоторых случаях ядерная модель может сочетать как ядерность, так и алгебраическую простоту, но это зависит от конкретных определений и свойств, применяемых в данной области и исследованиях.
Определение 1.2.5 [20, p. 157] Модель теории  (в дальнейшем структура) называется ядерной, если она изоморфно может быть вложена единственной подструктуре каждой модели данной теории. 
Ядерная структура, которая является моделью теории данной сигнатуры будет называется ядерной моделью данной теории. Следующий результат из работы Д. Киккера [20] дает критерий существования ядерной структуры.
Теорема 1.2.2 [20, p.157] Для любого  следующие условия эквивалентны: 
(1)  является ядерной структурой для ;
(2)  является моделью для любого универсального предложения совместного с  и существуют экзистенциальные формулы  для , таких что
,  для всех  
и   .
Допустим, что теория  удовлетворяет свойству JEP (Joint Embedding Property) и является сильно выпуклой. В этом случае ядерная модель теории  определяется как единственная модель с точностью до изоморфизма. Такая модель изоморфна ровно одной подструктуре каждой модели, удовлетворяющей теории . Уникальность и единственность ядерной модели стоит понимать так, что она является наибольшей структурой, удовлетворяющей всем свойствам данной теории. Однако стоит отметить, что ядерная структура не всегда является моделью , и одна и та же теория может иметь различные, не изоморфные ядерные структуры. Ядерная структура для теории  определяется единственным образом в каждой модели теории T. Согласно результатам исследований, каждая модель теории  обладает своей собственной ядерной структурой, которая обобщает основные черты данной модели. Таким образом, понимание концепции ядерных структур в теории моделей помогает лучше оценить уникальные особенности и свойства моделей теорий, а также их взаимосвязь с ядерными структурами. Результаты с ядерными структурами демонстрируют важность изучения ядерных структур в теории моделей и их роли в определении уникальности и единственности моделей теорий.*
Следствие 1.2.1 [20, p.159]   является ядерной структурой для некоторой теории , если и только если она есть ядерная модель некоторой сильно выпуклой теории .
Следствие 1.2.2 [23, с. 157] Пусть  ядерная модель сильно выпуклой теории . Тогда существуют экзистенциональные формулы  , такие, что:

Следствие 1.2.3 [23, с. 160]  жестко вложима в каждую модель теории , если и только если условие (2) теоремы  1.2.1 верно при    для всех .
Следует заметить, что если существует любая ядерная структура для , то существует единственная максимальная ядерная структура для  (т.е. ядерная структура в котороую каждая другая ядерная структура для  может быть вложена), а именно объединение всех ядерных структур содержащихся в некоторой модели теории . Если  сильно выпукла и удовлетворяет , то ядерная модель теории есть максимальная ядерная структура.

0. Теорема Р. Воота о счетных моделях.
Теорема Р.Л. Воота о счетных моделях (R.L. Vaught's теорема) является одним из фундаментальных результатов в теории моделей логики первого порядка. Она накладывает определенные ограничения на существование счетных моделей для данных теорий.
Формулировка теоремы Р. Воота о счетных моделях:
Пусть  - теория логики первого порядка. Если T имеет бесконечную модель и существует счетное множество независимых, непротиворечивых типов в теории , то  имеет бесконечное количество непротиворечивых счетных моделей.
То есть, если теория  имеет бесконечное количество независимых, непротиворечивых типов (наборов предложений, которые могут быть выполнены в модели), то у теории  существует бесконечное количество счетных моделей. Это означает, что для такой теории нельзя перечислить все её счетные модели.
Следующая теорема Р. Воота о счетности (Vaught's theorem on countability) устанавливает связь между счетностью моделей, их атомностью и простотой, которая стала основным истоком для исследования тематики для алгебраически простых моделей. Эта теорема является одной из ключевых результатов в теории моделей логики первого порядка.
      Формулировка теоремы Р. Воота об атомности и простоте и счетности:
Пусть  - полная теория логики первого порядка.
Теорема 1.3.1 [19, с. 116] Следующие утверждения эквивалентны:



Если T имеет счетную модель, то она либо атомна (все её модели изоморфны), либо проста (не содержит нетривиальных, непротиворечивых, совместных исчислений). То есть, если теория  имеет счетную модель, то она либо имеет только одну неизоморфную модель (атомна), либо не содержит нетривиальных совместных исчислений (проста).
Эта теорема устанавливает связь между счетностью моделей и их структурой в рамках полной теории. Если теория имеет счетную модель, то она не может иметь "слишком много" различных моделей. Она либо имеет только одну модель, которая является канонической и изоморфна любой другой модели, либо имеет ограниченное количество моделей без нетривиальных совместных исчислений.
Теорема Р. Воота об атомности и простоте и счетности имеет важное значение в теории моделей и логике первого порядка. Она позволяет установить некоторые ограничения на структуру моделей и их разнообразие в зависимости от счетности теории. Этот результат важен при изучении свойств формальных систем и доказательств и может быть применен в различных областях математики и логики.
Некоторые, но не все теории имеют модели, которые являются малыми в том смысле, что они элементарно вложимы в любую другую модель теории. Для счетных полных теорий существуют модели, реализующие только «необходимые» типы. Если они существуют, то они являются единственными и -однородными.
Любые две счетные модели теории  являются атомными и элементарно-эквивалентными, а потому изоморфными.
Теорема 1.3.2 [19, с. 124] Всякая полная теория  , обладающая счетно-насыщенной моделью, имеет и счетно-атомную модель.
Теорема 1.3.3 [19, с. 125] Никакая полная теория  не может обладать точно двумя неизоморфными счетными моделями.
Так как  имеет счетные модели, простые модели должны быть счетными и так как неизолированные типы могут быть опущены в подходящих моделях, согласно теореме 1.1.10, только изолированные типы могут быть реализованы в простых моделях. Таким образом, одно направление следующей теоремы ясно.
Теорема 1.3.4. [21, с. 72] Все простые модели теории  являются изоморфными.
Следствие 1.3.1. [21, с. 72] Простые модели являются -однородными.
Определение 1.3.1 [21, с. 72]  Изолированные типы называются плотными в теории  , если каждая непротиворечивая - формула  принадлежит изолированному типу .
Замечание 1.3.1 [21, с. 72] Согласно определению 1.3.1, это определение эквивалентно тому, что каждая непротиворечивая L-формула  содержит полную формулу :
.
Теорема Р. Воота о счетных моделях имеет важное значение в теории моделей, так как она показывает, что некоторые теории могут иметь бесконечное количество счетных моделей, несмотря на ограничение на размерность счетного множества. Это демонстрирует богатство и многообразие моделей, которые можно построить для таких теорий.
Также следует отметить, что теорема Р. Воота о счетных моделях имеет свои обобщения и вариации для более широких классов теорий и моделей. Эта теорема является одной из фундаментальных основ теории моделей и находит применение в различных областях математики и логики.

0. Алгебраически простые модели.
В контексте индуктивной неполной теории, аналогом простой модели в смысле полной теории введенное Абрахамом Робинсоном есть понятие «алгебраически простой» модели.
Алгебраическая простота модели связана с отсутствием нетривиальных алгебраических связей между элементами модели. Более точно, модель является алгебраически простой, если она не содержит нетривиальных нетерминальных подмоделей, которые бы сохраняли все алгебраические отношения и операции данной теории.
Понятие алгебраической простоты модели было введено Абрахамом Робинсоном в его работе "Алгебраические простые модели" в 1963 году. Робинсон использовал это понятие для изучения моделей в индуктивных неполных теориях, где отсутствуют общие критерии алгебраической простоты, применимые для всех теорий.
Алгебраическая простота модели является важным свойством, которое позволяет анализировать и классифицировать модели в индуктивных неполных теориях. Это понятие открывает новые возможности для изучения структуры и свойств моделей в этих теориях и способствует развитию теории моделей и математической логики.
Концепция Джона Балдуина и Дэвида Киккера в работе [9, p. 289–330] "Алгебраически простые модели" основана на исследовании алгебраических структур с особыми свойствами. Авторы предложили новый подход к изучению алгебраических моделей, основанный на их простоте и минимальных требованиях для определения основных операций.
Он предложил классификацию алгебраических моделей на основе их структурных свойств и выделил класс алгебраически простых моделей. Алгебраически простые модели являются минимальными в том смысле, что они обладают наименьшим набором операций и аксиом, необходимых для определения их структурных свойств.
Определение 1.4.1 [9, с. 289]  алгебраически простая модель теории , если  является моделью теории  и  может быть изоморфно вложена  в каждую модель теории .
Теорема 1.4.1 [9, с. 289-330] Пусть  будет полным для экзистенциальных предложений и предположим, что  имеет  -атомную модель. Тогда  имеет ровно одну алгебраически простую модель. 
Примеры алгебраических моделей:
1. Модель натуральных чисел является алгебраически простой моделью для теории арифметики. Это означает, что нетривиальные алгебраические неделимые подмодели, такие как подмодели, состоящие только из четных чисел или только из простых чисел, отсутствуют.
1. Алгебраическая простота моделей имеет глубокие связи с другими важными понятиями в теории моделей, такими как стабильность, типичность и теория моделей. Это понятие находит применение в различных областях математики и логики, включая алгебру, теорию чисел, теорию групп и другие.
Специальные виды алгебраически простых и атомных моделей и результаты связанные с этими понятия из работы [9, p. 289–330]
Возвращаясь к простейшему случаю, отметим, что если  простая модель теории , то не только  может быть элементарно вложена в каждую модель , но такая карта может быть определена по одной точке за раз, так как 𝔄 имеет следующее свойство: если  то для любого  найдется  такой, что  
Глядя на это в нашем контексте, мы приводим к трем хорошим видам алгебраически простых моделей. 
Определение 1.4.2 [9, с. 289-330] (а)  представляет собой  - nice алгебраически простую модель , еслиявляется счетной моделью  и для каждой модели  теории , каждая  и все  , если 
  
тогда для каждого  найдется некоторое , такое что 
  
 (б)  - это  - nice a.p. модель , если условие в (а) выполняется с “⇒∃” заменил оба места, где встречается  . 
(c)  - это – nice a.p. модель , если условие в (a) выполнено с заменой “” оба места, где встречается “” 
Сначала отметим, что это модели , если  полна для экзистенциальных предложений, поскольку  всякий раз, когда  и  являются моделями , и определения тогда позволяют нам вкладывать хорошие  в любую модель  теории . Таким образом, в определении алгебраически простое «хорошее» заменяет второе квантификатор порядка «есть вложение» по арифметическому свойству, что упрощает форму определения. 
Обратим внимание, что, когда  полна для экзистенциальных предложений, 𝔄 является Σ-nice алгебраически простой моделью . Если всякий раз, когда 𝔅 является моделью  и  , то (𝔄,𝑎) изоморфна подмодели (𝔅,𝑏). Мы можем аналогичным образом перефразировать определение для Δ -nice. Это устанавливает, что Δ-nice подразумевает Σ-nice. Не сразу понятно как Σ* -nice вкладывается (так как  не влечет , но мы увидим, что он строго промежуточен между  -nice и  -nice. 
Определение 1.4.3 [9, p. 293]  является  атомной моделью теории , если  есть модель теории  и для каждого  каждый кортеж элементов из  удовлетворяет в  некоторую формулу из , которая полна для формул. Следующее понятие слабо атомной модели из [9, p. 289–330]является обобщением вышеуказанного определения.
Определение 1.4.4 [9, p. 294]  является слабо атомной моделью теории , если  есть модель теории  и для каждого  каждый -кортеж  элементов из  удовлетворяет в  некоторую формулу  из  такую, что   как только  из  и . 
Теорема 1.4.2 Если 𝔄 является счетной слабо  -атомной моделью , то  является  - nice алгебраически простой моделью . 
Определение 1.4.5 [9, p. 289-330] 𝔄 экзистенциальная модель теории , если как только 𝔄 для модели  теории , то ,   для всех  в 𝔄.
Мы можем показать, что  -nice строго промежуточный между слабым –атомным и алгебраически простой моделью. 
Мы можем полностью определить отношение  -nice a.p. модели к нашим другим понятиям. Что наиболее важно, если теория полна для -предложений, то они совпадают с  -атомными моделями. 
Напомним, что  является экзистенциально замкнутой (например, моделью) , если всякий раз  для модели  из , то  для всех a из . 
Теорема 1.4.3 [9, p. 289-330] Пусть  теория, которая полна для экзистенциальных предложений, и пусть -счетная модель . 
(а) Тогда  где: 
(i)  является  -атомной, 
(ii)  является  -nice, 
(ii)*  является экзистенциально замкнутой и  -nice, 
(iii)  является слабым - атомной. 
(b) Если  полна для -предложений, то  все эквиваленты.
Следствие 1.4.1 [9, p. 289-330] Если  -теория полная для предложений, то  имеет как максимум одну -nice алгебраически простую модель.
Теорема 1.4.4 [9, p. 289-330] Пусть  -теория полная для предложений, и пусть 𝔄 - счетная модель теории . Тогда 𝔄 является -nice если и только если 𝔄 является  -атомной.

 (): Каждая экзистенциональная формула полная для  формул полна для экзистенциональных формул.

(): Каждая экзистенциональная формула , совместная с , выводится некоторой -формулой, совместной с .

Лемма 1.4.1 [9, p. 289-330] Пусть  полна для предложений. Если  имеет -nice алгебраически простую модель, то верно (R1).


Лемма 1.4.2 [9, p. 289-330] Из () следует ().
Теорема 1.4.4 [9, p.295] Предположим  полна для экзистенциональных предложений и пусть 𝔄  будет счетной моделью теории .


(a)Тогда[image: ], где:
(i) 𝔄  -атомная,
(i)* 𝔄 слабая  - атомная,
(ii) 𝔄  -атомная,
(ii)* 𝔄 слабая  - атомная,
(iii) 𝔄 слабая  - атомная,
(iv) 𝔄 алгебраически простая,
(v) 𝔄 -атомная,
(vi) 𝔄  -атомная.
(b) Если Т полна для -предложений, то  и .
Только импликация   не следует из определений. Она является следствием следующей леммы.
Будем рассматривать эти модели когда  является или , или   и когда  является или , или  , или .
Лемма 1.4.3 [9, p. 289-330] Предположим, что  полна для экзистенциональных предложений. Если 𝔄  является слабой  -атомной моделью теории , то 𝔄 является -атомной; если 𝔄 является слабой  -атомной моделью теории , то  𝔄 является  –атомной.
Лемма 1.4.4 [9, p. 289-330] Пусть  будет  - атомной моделью теории . Будем предполагать, что:
,
Где  некоторая модель теории  Тогда для любого  существуетнекоторый  такой, что  ,
Теорема 1.4.5 [9, p. 295] Пусть  полна для экзистенциональных предложений и пусть будет вместе с каждым  - предложением, которое совместно с. Пусть 𝔄 будет моделью теории . Тогда следующие утверждения эквивалентны (где  или , или ):
(i) 𝔄 слабая  - атомная относительно Т,
(ii)  и  𝔄 - атомная относительно ,
(iii) 𝔄 -атомная относительно.
Следствие 1.4.1 [9, p. 289-330] Если 𝔄 - слабая () -атомная модель некоторой теории полной для экзистенциональных предложений, то полна для -предложений (где  является , или ).
Существование и единственность. Авторы [9] показали, что существование  -модели  (где  или , или ) эквивалентно синтаксическому условию на теорию .
Теорема 1.4.6. [9, p. 289-330] Пусть  будет -теория, полная для экзистенциональных предложений. Для каждого  и  пусть  будет экзистенциональной. Тогда  имеет модель, удовлетворяющую  , если и только если для каждого   как только  экзистенциональна и совместна с   тогда [image: ] совместна с  для некоторого.
Теорема 1.4.7. [9, p. 299] Пусть  будет -теория, полная для экзистенциональных предложений. Тогда:
(i)  имеет -атомную модель, если и только если каждая экзистенциональная  совместна с  выводится некоторой -формулой , которая полна для экзистенциональных формул.
(ii)  имеет ()-атомную модель если и только если каждая экзистенциональная формула  совместна с  совместна с некоторой  -формулой   , полной для -формул.
(iii)  имеет  -атомную модель (где  или , или ) если и только если открытая формула, совместная с , выведена из некоторой экзистенциональной формулы полной для  -формул.
Теорема 1.4.8 [9, p. 300]  Пусть Т является -теорией, полной для экзистенциональных предложений.
(a) Тогда [image: ]и [image: ], где:
(i)  имеет -атомную модель,
(i)*   имеет слабую -атомную модель,
(ii)  имеет  -атомную модель,
[image: ]  имеет слабую  -атомную модель, 
(iii)  имеет слабую   -атомную модель, 
(iv)  имеет алгебраически простую модель,
(v)  имеет [image: ]-атомную модель,
(vi)  имеет  -атомную модель,
(b) Если  полна для  предложений, то  и ..

Теорема 1.4.9 [9, с. 298] Если  имеет -атомную модель (где  есть , или ), тогда все алгебраически простые модели теории  являются   -атомными.
Теорема 1.4.10 [9, с. 302] Пусть Т полна для предложений. Тогда любые две счетные  -атомные модели теории Т изоморфны.
Теорема 1.4.11 [9, с. 303] Пусть Т полна для предложений и предположим Т имеет  -атомную модель. Тогда Т имеет в точности одну алгебраически простую модель.
Концепция авторов имеет важное значение в дальнейшем исследовании данной тематики, поскольку она позволяет упростить изучение и классификацию различных алгебраических моделей. Это позволяет исследователям лучше понять основные свойства и взаимосвязи между различными алгебраическими структурами. 

[bookmark: _Toc16379258][bookmark: _Toc16379259]1.5 Основные определения и выводы, касающиеся йонсоновских теорий и экзистенциально замкнутых моделей йонсоновских теорий
[bookmark: GEQ101][bookmark: _Ref513639706]Особенностью данной диссертации является привлечение новых идей и новых подходов для изучения данных, вообще говоря, неполных классов теорий.
Йонсоновская теория является чисто теоретико-модельным понятием одновременно синтаксическим и семантическим. Если говорить о синтаксической части, то всё определяется её аксиоматизацией. Эти теории универсально-экзистенциально аксиоматизируемы. С другой стороны, в силу известного результата, это эквивалентно тому, что теория замкнута относительно цепей своих моделей. Это уже семантический аспект аксиоматизации. Переходя к свойствам совместного вложения и амальгамируемости, можно сразу отметить, что существует синтаксическая характеризация этих семантических, хорошо известных в алгебре свойств, связывающих соответствующие алгебры относительно рассматриваемых морфизмов. Заметим, что, вообще говоря, эти два свойства независимы, но при этом хорошо известны примеры, когда эти два свойства определяют новые специальные подклассы классов йонсоновских теорий с точки зрения зависимости этих свойств.
Определение 1.5.1 [12, c. 80] Теория  называется йонсоновской, если:
1)  имеет бесконечную модель; 
2)  индуктивна, т.е.  эквивалентна множеству -предложений; 
3)  обладает свойством совместного вложения (joing embedding property, ,  то есть любые две модели  Т  и  Т изоморфно вкладываются в некоторую модельТ; 
4)  обладает свойством амальгамируемости (AP), то есть если для любых Т таких, что ,  изоморфные вложения, существуют  и изоморфные вложения  ,  такие, что  . 
Например, такими являются теории полей фиксированной характеристики, групп, абелевых групп, модулей, линейных порядков и булевых алгебр, упорядоченные поля.
Основные термины и способы изучения йонсоновских теорий были определены в качестве объекта исследования после публикации работ Б. Йонсона [6-7]. Йонсоновский класс алгебраических систем некоторой сигнатуры был определён следующим образом:

Определение 1.5.2 [19, c. 1233-1241] Класс  алгебраических систем сигнатуры  называется йонсоновским, если он удовлетворяет при некотором кардинале   следующим условиям Йонсона: 

1)  содержит системы как угодно больших мощностей (т. е. для любого кардинала  существует  что );

2)  абстрактный;
3) если , то существует такое , что   изоморфно вложимы в ;
4) если   изоморфизм, , то существуют , изоморфизм   такие, что ;
5) объединение любой возрастающей цепи алгебраических систем из  снова принадлежит ;
) если  – подмножество , , то существует , , такая, что  .
Наряду с (4) также рассматривают:
4´) Если – изоморфные вложения,  то существует , изоморфные вложения такие, что .
Известны следующие факты об условиях Йонсона:
Факт 1.5.1 [7, c. 196-198] Условия 2, 3, 4 влекут за собой условие 4´;
Факт 1.5.2 [7, c. 196-198] Условия 2, 4´ влекут за собой условие 4;

Факт 1.5.3 [7, c. 196-198] условия 5, ,  влекут за собой условие .
Определение 1.5.3 [9, p. 289–330]Пусть  . Тогда:
1) запись  означает, что  для всех ;
2) если  обозначает множество всех -предложений языка  истинных в ;
3) отображение  назовем -вложением, если для любых  из того, что  следует  ;
4) если   то запись    означает, что ;
5) последовательность моделей , называется   -цепью, если  при .

Зафиксируем некоторый язык. Введём более общие обозначения для некоторых видов формул. Формула  языка  называется - формулой, если она не содержит кванторов. Продолжая по индукции, - формулой (соответственно -формулой) назовем формулу  языка, имеющую вид  (соответственно ), где  есть -формула (соответственно  -формула). Очевидно, что всякая формула, находящаяся в пренексной нормальной форме, является   или - формулой при некотором . Предложение, являющееся -формулой (соответственно -формулой), называется -предложением (соответственно -предложением). Экзистенциальные предложения – это  -предложения, универсальные – это -предложения, универсально-экзистенциальные – это - предложения и т.д.
Определение 1.5.4 [6, c. 10] Пусть   алгебраические системы данной сигнатуры.  есть инъекция. Тогда  называется -вложением (обозначается ), если  для любых . Запись   означает, что тождественное наи  отображение является  - вложением.
Класс  алгебраических систем данной сигнатуры назовем - йонсоновским классом, если удовлетворяет всем условиям йонсоновской теории, в которых «вложение» заменено « -вложением».
Замечание1.5.1  [6, с. 10] Понятие «йонсоновский класс» в традиционном смысле и  -йонсоновский класс» совпадают.
Класс всех моделей любой полной теории является -йонсоновским, обратно, любой -йонсоновский аксиоматизируемый класс можно рассматривать как класс для любых моделей некоторой полной теории.
Это связано с тем, что полная теория имеет достаточно мощную и выразительную семантику, которая позволяет улавливать множество разнообразных структур и их свойств. Все модели полной теории, включая их подмодели, удовлетворяют условиям Йонсона, и поэтому класс всех моделей полной теории является ω-йонсоновским.
Обратно, любой ω-йонсоновский аксиоматизируемый класс моделей можно рассматривать как класс всех моделей некоторой полной теории. Это связано с тем, что ω-йонсоновский класс моделей обладает достаточной выразительностью, чтобы описать все возможные структуры и их свойства, которые можно представить с помощью полной теории. Таким образом, можно построить полную теорию, которая будет иметь класс всех моделей, соответствующих данному ω-йонсоновскому классу, в качестве своего класса моделей.
В результате, класс всех моделей полной теории является ω-йонсоновским, а любой ω-йонсоновский аксиоматизируемый класс моделей может быть рассматриваем как класс всех моделей некоторой полной теории.
Известны следующие результаты.
Лемма 1.5.1 [6, с. 10] Отображение   является -вложением тогда и только тогда, когда оно является -вложением.
Теорема 1.5.1 [6, с. 10] Следующие условия эквивалентны:
1) Т обладает  - JEP, т.е. для любых  существует   и -вложения  ;
2) Т обладает  - JEP для счетных моделей;
3) если  - произвольные такие множества  - формул, что  и непротиворечивы, то и  непротиворечиво.
Изначально, понятие семантической модели предполагало использование понятия однородности. Однако, для доказательства существования семантической модели, было необходимо добавить аксиому о существовании сильно недостижимого кардинала к аксиоматике теории множеств. С целью избежать использования этой аксиомы, определение однородности семантической модели было изменено на приемлемый вариант в работе [30, c. 529] Е.Т.Мустафиным. В то же время, понятие универсальной модели остается неизменным.
Простыми словами, вначале требовалось включение специальной аксиомы о кардинале для доказательства существования семантической модели. Однако, был найден альтернативный вариант определения однородности семантической модели, который не требует использования этой аксиомы. Таким образом, мы избегаем зависимости от специальной аксиомы о кардинале. Одновременно с этим, понятие универсальной модели остается неизменным и сохраняет свою суть.
Определение 1.5.5 [24, c. 529] Пусть . Модель  теории  называется -универсальной для , если каждая модель  мощности строго меньше  изоморфно вкладывается в . 
Следующее определение -однородности для модели было введено в работе [22, c. 529].

Определение 1.5.6 [24, c. 529] Пусть . Модель  теории  называется -однородной для , если при любых двух моделях  и  теории , являющихся подмоделями , мощности строго меньше, чем , и изоморфизме , для каждого расширения  модели , являющегося подмоделью  и моделью  мощности строго меньше  существует расширение  модели , являющееся подмоделью , и изоморфизм , продолжающий . 
Однородной-универсальной моделью для  называется -однородная- универсальная модель для  мощности , где .
Теорема 1.5.2 [24, c. 529] Каждая йонсоновская теория  имеет  -однородную-универсальную модель мощности . Обратно, если  индуктивна, имеет бесконеную модель и имеет -однородную-универсальную модель, то теория  является йонсоновской теорией. 
[bookmark: GEQ110]Теорема 1.5.3 [24, c. 529] Пусть  йонсоновская теория. Две модели  и  -однородные-универсальные для  являются элементарно экивалентными. 
[bookmark: _Ref513647387][bookmark: GEQ103]Определение 1.5.7 [22, c. 529] Семантической моделью  йонсоновской теории  называется - однородная - универсальная модель теории .
Для любой йонсоновской теории семантическая модель всегда существует, поэтому она играет важную роль в качестве семантического инварианта. Из определения семантической модели следует, что:
Предложение 1.5.1 [22, c. 160]  Если  йонсоновская теория, ,   любые две семантические модели теории , то .  
Лемма 1.5.2 [ 13, c. 25] Семантическая модель  йонсоновской теории  является T-экзистенциально замкнутой.

Определение 1.5.8 [6, c. 25] Семантическим пополнением (центром) йонсоновской теории  называется элементарная теория  семантической модели  теории , т.е. . 
Верна следующая лемма.
Лемма 1.5.3  [6, c.250] Пусть  – йонсоновская теория, а   – её центр. Тогда T и  взаимно модельно совместны.

[bookmark: _Ref513646734]Определение 1.5.9 [19, c. 1233-1241] Йонсоновская теория  называется совершенной тогда, когда каждая семантическая модель теории  является насыщенной моделью . 
Понятие совершенности позволяет рассматривать различные результаты теории моделей и получать их как следствие критерия совершенности в рамках йонсоновской теории. А именно, известны следующие результаты: возможность удаления кванторов из алгебраически замкнутых полей фиксированной характеристики и из теории плотного линейного порядка без конечных элементов, а также возможность аксиоматизации класса экзистенциально замкнутых моделей некоторой теории в связи с существованием модельного компаньона этой теории. Элиминация кванторов в алгебраически замкнутых полях фиксированной характеристики означает, что любая формула в языке теории поля, содержащая кванторы, может быть заменена эквивалентной формулой без кванторов. Теория плотного линейного порядка без конечных элементов исследует свойства линейного порядка, в котором любые два элемента имеют промежуточные элементы, но нет минимальных или максимальных элементов. Аксиоматизация класса экзистенциально замкнутых моделей некоторой теории связана с тем, что для некоторых теорий существуют модели, удовлетворяющие определенным условиям, которые можно аксиоматизировать. Существование модельного компаньона этой теории означает, что у теории есть модель, которая сохраняет все недоказуемые высказывания из данной теории. Эти результаты имеют важное значение для понимания и исследования различных математических структур и их свойств.
Также в [6, с. 29] есть место связи между совершенностью йонсоновской теории и существованием её модельного компаньона:
Теорема 1.5.4 [6, c. 29] Пусть   йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны:
1)  совершенна;
2)  имеет модельный компаньон.

Теорема 1.5.5 [6, с. 27] Если   совершенная йонсоновская теория, тогда .
Пусть   – класс всех экзистенционально замкнутых моделей теории 
Теорема 1.5.6 [6, с. 26] Пусть   произвольная йонсоновская теория, тогда следующие условия эквивалентны:
1)  совершенна;
2)  модельный компаньон теории ;
3) ;
4) ,

где ,  оболочка Кайзера (максимальная -теория, взаимно модельно совместная с ), , где  класс генерических моделей  (в смысле конечного форсинга Робинсона).
Теорема 1.5.7 [6, с. 29] Пусть   йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1.  совершенна;
1.  йонсоновская теория;
1. йонсоновская теория;
1. йонсоновская теория, где;
1.  полная теория;
1.  полная теория.
Теорема 1.5.8 [6, c. 32] Пусть  – совершенная йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны:
1)  полна;
2)  модельно полна.
Пусть   йонсоновская теория,   множество всех экзистенциальных полных -типов над , совместных с , для любого конечного , где .
Определение 1.5.10 [12, с. 145] Модель  называется  -насыщенной моделью, если для любого подмножества , меньшего по мощности, чем , для любой модели B⊨T  такой, что , и любого элемента   найдётся элемент  , удовлетворяющий включению .
Обозначим через  число моделей теории  мощности .
Теорема 1.5.9 [19, c. 1233-1241] Пусть -йонсоновская полная относительно   теория. Тогда следующие условия эквивалентны:
1) 
2) 
3)  имеет счётную модель, являющуюся одновременно  -насыщенной и () -атомной;

4) для любого  каждое максимальное совместное с  множество -формул  переменных содержит () -полную формулу;
5)  для всех , где   множество всех максимальных совместных с  множеств  -формул  фиксированных переменных ;
6) для каждого  с точностью до эквивалентности в  существует лишь конечное число -формул  переменных ;
7) все модели  являются () -атомными.
 -категоричность - это свойство теории, которое означает, что для любых двух моделей теории счетной мощности, которые удовлетворяют теории, существует изоморфизм между этими моделями.
Относительно йонсоновской теории,  -категоричность означает, что для любых двух счетных моделей, которые являются моделями йонсоновской теории и удовлетворяют теории, существует изоморфизм между этими моделями.
-категоричность является важным свойством, поскольку оно гарантирует, что структура моделей йонсоновской теории достаточно однородна, и все счетные модели, удовлетворяющие теории, имеют одинаковые свойства и структуру. Это позволяет изучать йонсоновскую теорию с точки зрения ее моделей счетной мощности, что облегчает анализ и классификацию моделей данной теории.
Однако, не все йонсоновские теории являются  -категоричными. В некоторых случаях, в зависимости от конкретной йонсоновской теории, может потребоваться дополнительное условие или ограничение для обеспечения омега-категоричности.
Теорема 1.5.10 [19, с. 1233-1241] Пусть  йонсоновская теория, полная относительно -предложений. Тогда следующие условия эквивалентны:
1) - категорична; 
2)  -категорична. 
Йонсоновская теория является важным классом теорий в области математической логики и теории моделей. Она обладает рядом особенностей, которые делают ее интересной для исследований. Ниже приведены некоторые особенности йонсоновской теории:
Экзистенциальное замыкание: йонсоновская теория является классом теорий, в которых любое подмножество модели может быть расширено до экзистенциально замкнутой модели. Это означает, что в йонсоновской теории можно построить модель, в которой все высказывания, истинные в данном подмножестве, также будут истинными в модели в целом.
Алгебраическая простота: йонсоновская теория может быть алгебраически простой, то есть в ней отсутствуют нетривиальные алгебраические связи между элементами модели. Это позволяет изучать алгебраические свойства и структуры моделей в йонсоновской теории, а также применять алгебраические методы и подходы для их анализа.
Изоморфизм и изоморфные вложения: йонсоновская теория имеет возможность определения изоморфизма и изоморфных вложений между моделями. Изоморфизм является отношением эквивалентности между моделями, которое сохраняет структуру и свойства моделей. Изоморфные вложения позволяют устанавливать соответствие между элементами моделей, сохраняя их взаимосвязи и свойства.
Распространенность в различных областях: йонсоновская теория находит применение и применима в различных областях математики, таких как универсальная алгебра, алгебраическая геометрия, анализ и другие. Это связано с ее способностью моделировать различные алгебраические структуры и объекты, что делает йонсоновскую теорию полезным инструментом для исследования и анализа различных математических концепций. В целом, йонсоновская теория обладает уникальными свойствами и привлекает внимание исследователей в области математической логики и теории моделей. Ее особенности позволяют изучать и анализировать различные структуры и свойства моделей, а также применять алгебраические методы и подходы для их исследования.
Экзистенциально замкнутые модели йонсоновских теорий являются важными объектами для изучения свойств и структуры этих теорий. Они позволяют проводить более глубокий анализ и рассмотрение различных свойств моделей и теорий, учитывая экзистенциональные аспекты. Экзистенциальная замкнутость является сильным требованием для моделей йонсоновских теорий, и ее изучение имеет важное значение в контексте различных приложений и исследований в области математической логики и теории моделей.
Определение 1.5.11 [23, с. 97-103] Модель  теории T называется - экзистенциально замкнутой, если для любой модели B и любой экзистенциальной формулы  с константами из  выполняется   при условии, что A подмодель  и . Через  мы обозначаем класс всех экзистенциально замкнутых моделей теории . 
В концепции  с этим понятием в кольце изучения индуктивных теории  следующие два замечания имеют место быть: 
Замечание 1.5.2 [23 с. 97-103] Для любой индуктивной теории   не пусто. 
Замечание 1.5.3 [23 с. 97-103] Любая счетная модель индуктивной теории изоморфно вкладывается в некоторую счетную экзистенциально замкнутую модель этой теории.
Если   язык первого порядка и ,   модели языка , то запись означает, что для каждой экзистенциальной формулы  из  и каждого набора  из  из того, что , следует, что . Понятно, что если , ,  и  экзистенциально замкнутая модель, то .
Всякое экзистенциально замкнутое поле А является алгебраически замкнутым. Поле называется экзистенциально замкнутым, если для каждой формулы существования с одной свободной переменной в языке поля А, если формула верна в некотором расширении поля А, то существует элемент в поле А, который удовлетворяет этой формуле. Из экзистенциональной замкнутости следует алгебраическая замкнутость. Если поле А экзистенциально замкнуто, то для любого многочлена с коэффициентами в поле А, который имеет корень в некотором его расширении, этот корень также будет принадлежать полю А. Это означает, что поле А содержит все алгебраические элементы, необходимые для решения алгебраических уравнений.
Таким образом, если поле А экзистенциально замкнуто, то оно также является алгебраически замкнутым. Это связано с его способностью удовлетворять всем алгебраическим свойствам и иметь все необходимые элементы для решения алгебраических уравнений.
Лемма 1.5.4 [6, с. 250] Пусть   алгебраически замкнутое поле, тогда экзистенциально замкнутое.
Лемма 1.5.5 [6, с. 250] Всякое экзистенциально замкнутое поле  является алгебраически замкнутым. 
Теорема 1.5.11 [6 с. 250] Пусть   язык первого порядка,    йонсоновская теория в языке  и ,   экзистенциально замкнутые модели теории . Тогда всякое  -предложение языка , которое верно в , верно и в .
Верна следующая лемма.
Лемма 1.5.6 [6, с. 250]  Пусть   йонсоновская теория. Тогда для любой модели   теория   является йонсоновской.
[bookmark: GEQ119]Напомним, что йонсоновская теория  является робинсоновской тогда, когда она является -аксиоматизируемой.
Теорема 1.5.12 [6, с. 250]   Пусть   язык первого порядка,   класс всех моделей некоторой робинсоновской теории . Тогда для каждой -формулы  языка  существует бескванторная формула , которая эквивалентна  во всех экзистенциально замкнутых моделях в . 
Доказательство.  следующей теоремы описывает один из способов построения экзистенциально замкнутой модели. 
Теорема 1.5.13 [6, с. 250] Пусть   йонсоновская теория в языке  и  – некоторая модель теории . Тогда существует экзистенциально замкнутая модель  теории  такая, что .
Следствие 1.5.1 [6, с. 250] Пусть   йонсоновская теория мощности  в языке первого порядка,  модель теории  и  бесконечный кардинал . Предположим также, что для любой модели теории  и каждого множества  элементов , , существует модель  теории  такая, что ,  и .Тогда существует экзистенциально замкнутая модель  такая, что  и .

Предложение 1.5.2 [6, с. 250] Если   теория в языке первого порядка , то моделями теории  являются в точности подсистемы моделей теории .
Следствие 1.5.2 [6, с. 250] Пусть   язык первого порядка,   йонсоновская теория в  и   бесконечная модель теории . Тогда существует экзистенциально замкнутая модель  теории  такая, что  и .
Теорема 1.5.14 [6, с. 250] Пусть   язык первого порядка,   совершенная йонсоновская теория в  и   модель языка . Тогда следующие условия эквивалентны:
а) , где  центр йонсоновской теории .
б)  и для каждой -формулы   языка , каждого кортежа  из  если , то существует -формула   языка  такая, что  и .
в) , где  класс всех экзистенциально замкнутых моделей теории 
[bookmark: bookmark200]Пусть   йонсоновская теория в языке первого порядка , и пусть  - формула языка . Обозначим через   и назовём это множество результантом формулы .
Лемма 1.5.4 [6, с. 250] Пусть   язык первого порядка,   йонсоновская теория в  и   некоторая модель языка . Предположим, что  -формула языка   и  кортеж из A. Тогда следующие условия эквивалентны:
а) существует модель  теории  такая, что  и ;
б) .
Пусть   йонсоновская теория в счетном языке первого порядка .  -тип кортежа  в алгебраической системе  есть множество  -формул  языка , таких что  [6, с. 250].Под максимальным  -типом (теории ) мы будем понимать множество  -формул языка  таких, что[6, с. 250].:
1) есть  -тип для ;
2) если   является произвольным  -типом теории  и   то. Мы говорим, что кортеж  реализует максимальный  -тип  в модели  теории , если  
Максимальные ∃-типы (экзистенциальные типы) [6, с. 250].предоставляют нам дополнительную характеристику экзистенциально замкнутых моделей.
∃-тип описывает свойства элементов модели, которые могут быть выражены с помощью существования. Максимальные ∃-типы являются наиболее общими и насыщенными типами, которые описывают все возможные свойства, выражаемые через существование, в рамках данной модели. 
Максимальные ∃-типы играют важную роль в анализе и классификации экзистенциально замкнутых моделей. Они позволяют определить, какие свойства и выражения могут быть выражены с использованием существования внутри модели.
Теорема 1.5.15 [6, с. 250] Пусть   совершенная йонсоновская теория в языке первого порядка , и пусть  модель языка . Тогда следующие условия эквивалентны:
а) , где   центр йонсоновской теории ;
б)  и для каждого набора  элементов из , множество -формул  таких, что   есть максимальный  -тип теории .
Изучение максимальных ∃-типов позволяет получить более глубокое понимание экзистенциально замкнутых моделей, их возможностей и ограничений. Оно позволяет анализировать, какие типы свойств и утверждений могут быть выражены в рамках экзистенциально замкнутой модели и как эти свойства взаимосвязаны.
Таким образом, максимальные ∃-типы предоставляют нам дополнительную характеристику экзистенциально замкнутых моделей, помогая нам лучше понять и классифицировать их свойства и возможности выражения. 

2 СВОЙСТВА СЧЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ ЭКЗИСТЕНЦИАЛЬНО ПРОСТЫХ ЙОНСОНОВСКСИХ ТЕОРИЙ

Данная глава посвящена изучению свойств «счетных моделей», в частности понятий простоты и атомности моделей в рамках изучения индуктивных теорий допускающих свойства совместного вложения и свойства амальгамма. Для этого были определены специальные подмножества, каждый элемент которых реализует некоторый тип являющийся главным в смысле экзистенциальных формул. 

2.1 Специальные подмножества и их свойства в рамках йонсоновской теории.
В данной подглаве рассматриваются определимые замыкания специальных множеств и их связь с экзистенциально замкнутыми моделями. Основной результат, полученный в этой главе, описывает свойства атомных и простых множеств [31], [32], [33] относительно сильно выпуклых йонсоновских теорий.
Определяемое замыкание специального множества - это множество всех элементов модели, которые могут быть определены через функциональные символы и элементы специального множества с помощью формул языка теории. Экзистенциальная замкнутость модели означает, что для каждой формулы существования существует элемент модели, который удовлетворяет этой формуле.
Заметим, что так как класс йонсоновских теорий фиксированной сигнатуры является подклассом индуктивных теорий этой сигнатуры, то вышеуказанные замечания 1.5.1, 1.5.2 верны для йонсоновских теорий и в силу критерия совершенности йонсоновской теории класс экзистенциально замкнутых моделей рассматриваемой йонсоновской теории совпадает с классом модели центра этой теории. В связи с интересом к проблеме  в рамках изучения йонсоновской теории в работе [26] был определен новый класс теорий, в котором существует алгебраически простая модель являющаяся экзистенциально замкнутой. Напомним определение данного класса. 
Определение 2.1.1 [24, p. 88-94] Индуктивная теория  называется экзистенциально простой если: 
1) она имеет алгебраическую простую модель, и класс  (алгебраически простых моделей) мы обозначим через  ; 
2) класс  нетривиально пересекаются с классом  , т.е.   
Следующие определения взяты из работы [9, p. 289–330] Джона Балдуина и Дэвида Киккера. Описанные ниже определения выделяют целый класс новых видов атомных моделей и существенно отличимые от понятия атомной модели из работы [7, p. 303–321] . 
Определение 2.1.2 [25, p. 84-91] Формула  является -формулой, если существуют экзистенциальные формулы (из )  и  такие, что  и . 
Определение 2.1.3 [25, p. 84-91]  означает, что для каждой формулы   из , если , то  
 означает, что  В качестве классов будем рассматривать или .
В связи новыми понятиями атомности из [9], аналогом определения полной формулы будет следующее понятие
Определение 2.1.4 [25, p. 84-91] Формула  является полной для  -формул, если ϕ совместна с  и для каждой формулы  из , имеющей не более чем в  свободных переменных, 
или 
Эквивалентно, совместная формула  полна для -формул, если как только  есть -формула и  совместна с , то или  И понятие атомной модели из [7, p. 303–321] трансформируется в следующее понятие из [9, p.289-330].
Определение атомной модели теории  и слабо атомной модели были рассмотрены в подглаве 1.4. 
Прежде чем приступить к описанию полученных исследований относительно  атомных моделей, напомним, что мы фиксируем некоторую йонсоновскую теорию  и ее семантическую модель  в счетном языке  и  : совместно с , то есть любое конечное подмножество формул из  совместно с теорией . Пусть . Пусть  как в описано ниже и верно, что и одновременно . Понятно, что такой оператор является частным случаем оператора замыкания и его примером может служить оператор замыкания определенный на любом линейном пространстве в качестве линейной оболочки. Также мы предполагаем, что предгеометрия заданная оператором  является модулярной [34].
Пусть , где  – семантическая модель рассматриваемой йонсоновской теории . Будем говорить, что множество  является --подмножеством модели , если  удовлетворяет следующим условиям: 
 1)  – -определимое множество (это означает, что существует -формула в языке L, решение которой в  есть множество , где  – это вид формулы, например ); 
 2) , , где  это некоторый оператор замыкания, определяющий -геометрию над  (например,  или ). 
Определение 2.1.5 [25, p. 84-91] Множество  будет называться  атомным в теории , если 
1)  такой, что для любой формулы  следует, что  является полной формулой для . 
2) 
Определение 2.1.6 Множество  будет называться слабо  атомным в теории , если 
1)  такая, что в  для любой формулы  следует, что  как только  из  и . 
2)  . 
Легко понять, что определение 2.1.7  и определение 2.1.8  естественным образом обобщаются для кортежа любой конечной длины.
Таким образом, мы обобщили понятия  атомной модели и слабо  атомной модели на  атомное и слабо  атомное множества. А также заметим, что понятия  атомное и слабо -атомное множества являются некоторыми специальными модификациями определение 1.5.11. 
Пусть , где -атомное множество. .
Определение 2.1.7 [24, p. 88-94] (i)  означает, что для каждой формулы   из , если , то .
 (ii)  ≡  означает, что .
Определение 2.1.8 [24, p. 88-94] Множество  будет называться -алгебраически простым в теории T, если 
1) Если  является -атомным множеством в теории .
 2) . 
Из определения алгебраически простого множества в теории  следует, что йонсоновская теория  у которой есть алгебраически простое множество, является автоматически экзистенциально простой. 
Легко понять, что примером такой теории является теория линейных пространств. 
Определение 2.1.9 [24, p. 88-94] Множество будет называться  ядерным в теории , если 
1) Если  является -атомным множеством в теории . 
2)  является ядерной моделью теории . 

Сформулируем некоторые полученные результаты относительно этих новых понятий.
Лемма 2.1.1. [24, p. 88-94] Пусть   полная для экзистенциальных предложений совершенная йонсоновская теория. 
1) Если слабо атомное множество в теории , тогда  является атомным множеством, 
2) Если   слабо  атомное множество в теории , тогда является  атомным множеством.
Доказательство. Заметим, что в силу совершенности теории  мы можем воспользоваться теоремами 1.5.5, 1.5.6, и определением 2.1.6. Так как , где  центр теории . Так как  совершенна, то  является модельным компаньоном теории , и соответственно является модельно полной теорией. Значит любая формула в теории  эквивалентно некоторой экзистенциальной формуле. Отсюда следует, что любое  множество  является  множеством . Отсюда следует, что оба пункта леммы 2.1.1 выполняются. 
Пусть   -атомное множество и 
Лемма 2.1.2 [24, p. 88-94] Пусть  будет слабо -атомным множеством в теории . Предположим, что
.
Тогда для любого  существует некоторое  такой, что 
.
Доказательство. Пусть  будет экзистенциальной, удовлетворяющей в  на , и которая влечет каждую экзистенциальную формулу удовлетворяющей  в . Это следует из определения 2.1.5. Пусть   выполняется для того же самого . Тогда , отсюда следует, что существует некоторое , такой что , и  , будет как нам требуется. 
Мы можем показать, что  Пусть  будет счетно и слабо -атомной, и пусть  будет любая модель теории . Тогда  так как  является полной для экзистенциальных предложений, и Лемма 2.1.2 может применяться повторно, когда  мы можем построить шаг за шагом, то вложение из  в  возможно.
Теорема 2.1.1 [24, p. 88-94] Пусть  полная для -предложений сильно выпуклая совершенная йонсоновская теория и пусть атомное множество в теории . 
Тогда ( где:
 является атомное множество в теории , 
  является слабо  атомное множество в теории , 
(  является  атомное множество в теории ,
 является слабо атомное множество в теории , 
  является слабо  атомное множество в теории , 
    , 
  является ядерным в теории , 
  является слабо  атомное множество в теории 
  является слабо  атомное множество в теории ,
Замечание 2.1.1 [24, p. 88-94]. В силу совершенности теории , мы можем применить лемму 1 и тогда в силу Леммы 2.1.1 мы можем заменить на , где  В силу сильно выпуклости теории , теория  имеет единственную ядерную модель. Это следует из того, что если теория  удовлетворяет свойству совместного вложения и дополнительно является сильно выпуклой, то тогда ее ядерная модель в теории  единственна с точностью до изоморфизма [26]. Основываясь на этом факте, мы можем заключить, что в условиях данной теоремы мы имеем единственную ядерную модель, так как из сильно выпуклости следует ее существование, а из совокупности с йонсоновостью следует ее единственность.
Доказательство.  Единственное понятие, которое не является непосредственно из определений, является (, что является следствием предыдущей Лемма 2.1.2, а  следует из Замечания 2.1.1
Основной результат, полученный в этой главе, связывает экзистенциальную замкнутость модели с атомными и простыми множествами относительно сильно выпуклых йонсоновских теорий. Атомное множество - это множество элементов модели, которые не могут быть разделены на две непустые непересекающиеся подмодели. Простое множество - это множество элементов модели, которые не могут быть разделены на две непустые подмодели, где каждая подмодель удовлетворяет всем формулам из теории.
Таким образом, основной результат главы описывает свойства атомных и простых множеств относительно сильно выпуклых йонсоновских теорий и устанавливает связь между экзистенциальной замкнутостью модели и этими множествами. Это позволяет более глубоко изучать структуру и свойства моделей в контексте сильно выпуклых йонсоновских теорий и применять полученные результаты в дальнейших исследованиях.

2.2 Атомные и алгебраически простые определимые подмножества семантической модели йонсоновской теории.
В данной главе мы анонсируем главную идею нашего подхода к изучению описания малых моделей в вышеуказанных рамках. Так как в силу вышеуказанных понятий атомной модели в смысле [7, p. 303–321] и в смысле [9, p. 289–330]существенно различны, мы предлагаем рассмотреть в некотором смысле "непрерывный" переход от понятия атомности модели в смысле [7, 303–321] к понятию атомности модели смыслу [9, p. 289–330]. И тем самым постараться вычленить поэтапно метаморфозу перехода этих понятий друг в друга. Т.е. построить условно в некотором смысле теоретико-модельный "реостат" двигая который в крайних положениях мы получаем понятия атомности для полных теорий и йонсоновских соответственно. 
Далее мы не будем приводить примеры  – атомной и - слабо атомной модели,  сославшись на достаточное количество примеров этих понятий, приведенных в [9, p. 289–330]. 
Прежде чем излагать полученные результаты, касающиеся -атомных моделей, отметим, что мы фиксируем некоторую йонсоновскую теорию  и ее семантическую модель  на счетном языке.  и :  на самом деле эти наборы состоят из -формулы, совместные с , то есть любое конечное подмножество формул из  совместно с  . Пусть  и  есть оператор замыкания, описанный ранее более подробно [6, с. 250]. 
Данная подглава описывает новые виды определения атомной и слабо-атомной модели, таким образом, обобщая предыдущий результат, рассмотренный в известной работе [9, p. 289–330].
Определение 2.2.1 [25, p. 84-91] Множество  будет называться  атомным в теории , если 
1)  такой, что для любой формулы  следует, что  является полной формулой для . 
2) 
и полученную модель   атомной моделью теории 
Определение 2.2.2 [25, p. 84-91] Множество  будет называться слабо  атомным в теории , если 
1)  такая, что в  для любой формулы  следует, что  как только  из  и . 
2)  . 
и полученную модель   атомной моделью теории .
Легко понять, что определения 2.2.1 и 2.2.2 естественным образом обобщают понятие атомности и слабо атомности до - атомности и слабо  - атомности для любого кортежа конечной длины из множества [31], [32], [33].
Определение 2.2.4 [25, p. 84-91] Множество  назовем  алгебраически простым в теории , если
1) Если    есть   атомным множеством в  ;
2)   ,
и полученную модель  назовем  алгебраически простой моделью теории  .
Из определения алгебраически простого множества в теории   следует, что  йонсоновская теория, имеющая алгебраически простое множество, автоматически является экзистенциально простой. Легко понять, что примером такой теории является теория линейных пространств.
Определение 2.2.5 [25, p. 84-91] Множество  будет называться  ядерным в теории  , если
1)   есть   атомное множество в теории  ;
2)   ,
и полученная модель    называется  ядерной моделью теории  .
Определение 2.2.6 [33, с. 224] (a)  атомное множество теории   будем называть  множеством в теории    -атомное множество теории  , если
1) ,
и полученную модель  назывем  моделью теории  .
2) для всех , если (M тогда 
 такое, что   где .
(b) множество в теории  , если условие в  выполняется с ' ' заменим оба места, где это встречается, на   ' '
и полученную модель  назовем  моделью теории  . 
(c)  множество теории  , если условие в  выполняется с  ' ' заменим оба места, где оно встречается, на ' ', где 
и полученную модель   назовем - nice моделью теории  .
Принцип ''реостата''.
Пусть даны две счетные модели  некоторой йонсоновской теории . Причем атомная модель в смысле [7, p. 303–321], а -алгебраически простое множество теории  и . Тогда если 
В силу определения  -алгебраической простоты множества , модель  является одновременно экзистенциально замкнутой и алгебраически простой. Из этого можно сказать, что модель  изоморфно вкладывается в модель . Но так как модель является счетно атомной по условию, то по теореме Воота [7, p. 303–321]она является простой, а значит элементарно вкладывается в модель . Таким образом, модели отличаются друг от друга только внутренностью множества  Это следует из того, что любой элемент  реализует некоторый главный тип, так как , а значит так как все счетно-атомные модели в смысле [7, p. 303–321]изоморфны между собой, то увеличивая  мы находим больше элементов, которые не реализуют главный тип и соответственно  не является атомной моделью в смысле [7, p. 303–321]. Таким образом, принцип реостата заключается в том, что увеличивая мощность множества  мы отдаляемся от понятия атомности в смысле [7, p. 303–321]и наоборот уменьшая мощность множества  мы отдаляемся от понятия атомности в смысле [9, p. 289–330]/
Пусть 
Таким образом, задавая множество  как  (где  есть некоторое семантическое свойство), мы также можем уточнять атомность в смысле [9, p. 289–330] по отношению к атомности в смысле [7, p. 303–321]. И соответственно, по принципу "реостата" после того, как свойство  будет определено мы получим соответствующие понятия атомных моделей, роль которых играет из принципа "реостата". В работе [23, p. 97–103] был получен следующий результат, связанный с этой темой.
Теорема 2.2.1 [25, p. 84-91] Пусть  - полная для -предложений сильно выпуклая совершенная йонсоновская теория и пусть  есть  атомное множество в теории  .
Тогда  где:









В соответствии с изложенными выше понятиями имеем следующие теоремы. Эти результаты очень близки к исследованию атомности и алгебраической простоты в рамках [9, p. 289–330]. Тем не менее, даже если алгебраически простота такая же, но комбинации   - атомности отличаются от атомности из [9, p. 289–330].
Теорема 2.2.2 [25, p. 84-91] Пусть  - полная для -предложений сильно выпуклая совершенная йонсоновская теория и пусть есть  атомная модель в теории  .
Тогда  где:









Если  является полной для , то .
Доказательство. Мы должны отметить, что для нас достаточно работы с атомным множеством, т.е. элементы вне этого множества в любой атомной модели этой теории будут реализовать главный тип, и этот факт позволил нам сказать, что такой элемент принадлежит к любому типу атомной модели. Достаточно получить, что существование любого вида атомной модели в нашем понимании следует из того факта, что данная теория имеет счетные атомные модели любого своего типа. Следовательно, все части этой теоремы непосредственно следуют из теоремы 2.1.1, и существование таких множеств допускает для нас соответствующий тип атомности. У нас есть только одно исключение: это импликация  Итак, предположим, что    имеет алгебраически простую модель . Пусть  и пусть  перечисленные все -формулы удовлетворяют . Поскольку является алгепраически простой мы знаем, что не существует модели  , удовлетворяющей . Поскольку  экзистенциально, мы можем применить указанную выше теорему 1, чтобы получить экзистенциальную формулу , совместную с  такую, что   для всех  Таким образом, является полной для -формул, а также подразумевает любую безкванторную формулу, которой удовлетворяет  Любая беcкванторная формула, совместная с , удовлетворяет некоторыми  и поэтому подразумевается некоторой экзистенциальной формулой, полной для -формул. В связи с тем, что мы получили алгебраически простую модель в теории  , мы можем применить теорему 2.4 из [9, p. 289–330] (iii), чтобы показать, что  имеет  атомную модель.
Лемма 2.1.1 [9, p. 294] Пусть   полня для экзистенциальных предложений, совершенная йонсоновская теория.
1) Если A является слабо  атомным множеством в теории   то  A  является  атомным множеством,
2) Если  является слабым  атомным множеством в теории  , то    является  -атомным множеством.
Прежде чем мы докажем теорему 2.1.3, отметим следующее замечание.
Замечание 1 [25, p. 84-91] В силу совершенности  можно применить лемму 2.1.1, и заменить на  Из-за сильной выпуклости теории теория  имеет единственную ядерную модель. Это следует из того факта, что если теория удовлетворяет свойству совместного вложения и дополнительно сильно выпукла, то ее ядерная модель в теории  единственна с точностью до изоморфизма [26]. Основываясь на этом факте, мы можем заключить, что в условиях этой теоремы мы имеем единственную ядерную модель, поскольку ее существование следует из сильно выпуклости, а ее единственность следует из комбинации с йонсонновости.
Теорема 2.2.3 [25, p. 84-91] Пусть  является полной для -предложений сильно выпуклой совершенной йонсоновской теорией и пусть  является  атомной моделью в теории .
 Тогда  , где:
 есть  атомная модель в теории  ,
 есть   nice модель в теории ,
   и   модель в теории ,
 есть слабо атомная модель в теории  T ,
(b) Если    является полной для предложений  для , то    эквивалентны.
Доказательство.
Легко заметить, что Доказательство.  этой теоремы следует из теоремы 2.1.1, теоремы 2.1.2, замечания 1 и теоремы 3.2 из [9, p. 289–330].
Из приведенных выше результатов теоремы 2.1.2 и теоремы 2.1.3 можно сделать вывод, что механизм «реостата» для атомности себя очень предсказуемо: если больше элементов из  атомного множества внутри в атомной модели в смысле [7, p. 303–321] мы получаем более далекое свойство атомности из [7, p. 303–321] и более близкое к понятию атомности из [9, p. 289–330].

2.3 Йонсоновские теории и их ядерные модели.  
В данном разделе диссертации наши исследования связаны с классическим понятием ядерности структуры, которое тесно связано с понятием малости моделей. Напомним, что в контексте данной диссертации под малыми моделями понимаются счетные модели с дополнительными свойствами такими, как алгебраическая простота, соответствующий вид атомности, минимальность, жесткость, ядерность плюс соответствующие условия относительно формульно-определимых подмножеств некоторой семантической модели рассматриваемой фиксированной йонсоновской теории, причем замыкание этого множества в точности задает один из вышеуказанных видов малой модели. Также, следует заметить, что при фиксированности йонсоновской теории помимо ограниченной полноты и совершенности могут быть добавлены условия экзистенциальной простоты и выпуклости. Первое условие означает, что рассматриваемый вид малой модели также является экзистенциально замкнутой, второе условие означает, что пересечение любых двух моделей такой теории (если оно не пусто) также является моделью этой теории.  Соответственно, если оно никогда не пусто, то такое условие называется условием сильной выпуклости.   
Как хорошо известно, йонсоновские теории гарантированно обладают не пустым классом экзистенциально замкнутых моделей. Причем, их семантические модели всегда являются экзистенциально замкнутыми. В зависимости от того факта, что рассматриваемые йонсоновские теории являются совершенными, их семантические модели представляют собой пример достаточно насыщенных экзистенциально замкнутых моделей. 
В нашей работе [23] были приведены результаты, связанные с малыми моделями индуктивных выпуклых и сильно выпуклых теорий. Актуальность изучения таких теорий абсолютно понятно, хотя бы из того факта, что все классические примеры из алгебры задают примеры выпуклых теорий. Например, теория групп, колец, полей, решеток, булевых алгебр. Причем это примеры сильно выпуклых теорий. Примеры не сильно выпуклых, но выпуклых задают примеры теорий в сигнатуре порядка.
Целью данного раздела является изучение свойств ядерности моделей в рамках определений малых моделей с вышеуказанными дополнениями, при этом мы связываем результаты в рамках изучения йонсоновских теорий из работ [24], [25] относительно вышеуказанных дополнений к рассматриваемым теориям.
Мы будем называть йонсоновские теории, у которых существует хотя бы одна ядерная модель в классе экзистенциально замкнутых моделей этой теории ядерными. 
Ядерная модель является частным случаем алгебраически простой модели [9, p. 289–330]. Ранее в [24], [25] нами были определены различные новые виды малых моделей и в рамках этих работ были получены некоторые результаты, которые позволяют перенести понятия из этих теорем на тематику выпуклости и ядерности соответствующих теорий, удовлетворяющих вышеуказанным дополнительным условиям. 
Заметим, что йонсоновские теории, вообще говоря, неполны и для удобства  нам достаточно работать в рамках класса экзистенциально замкнутых теорий, который, как мы заметили всегда не пуст. Более того, в индуктивной теории (а йонсоновская теория таковой является) любая ее модель изоморфно вкладывается в некоторую экзистенциально замкнутую модель этой теории. Поэтому в классе йонсоновских теорий для работы с малыми моделями надо рассматривать условия выпуклости или экзистенциальной простоты, так как существование алгебраически простой модели для произвольной йонсоновской теории вообще говоря полностью не описано. 
Рассмотрим следующий результат.
Лемма 2.3.1 [28, p. 104-110] Предположим, что являются моделями , где  экзистенциальна. Тогда

Доказательство. Этот факт следует, что относительно экзистенциальных формул известно, что они замкнуты относительно изоморфных вложений рассматриваемых моделей, то есть соответствующих изоморфных расширений.
Неопределенные, но используемые некоторые факты в данном разделе, можно извлечь из [19].
Мы пишем  для обозначения того факта, что в соответствующей модели  истинны все экзистенциальные предложения, которые истинны  в модели  . Элементарная теория  это есть множество всех предложений, истинных в .  
Класс выпуклых теорий удовлетворяет одному интересному свойству: пусть  выпуклая теория, тогда для любой ее модели , любое непустое подмножества  порождает единственную подструктуру, которая является моделью теории . В частности пересечение всех моделей теории , содержащиеся в данной модели и которые содержат это множество. Если теория  сильно выпукла, то тогда пересечение всех моделей теории , содержащихся в данной модели теории  также является моделью теории . Это пересечение называется ядерной моделью теории . В работе [23] замечено, что если  удовлетворяет совместному вложению и при этом она сильно выпукла, то ядерная модель этой теории единственна с точностью до изоморфизма.
Заметим, что из определения ядерности и экзистенциально алгебраической простоты йонсоновской теории следует, что понятие ядерной модели из работы [23], [33] в рамках изучения любой йонсоновской теории будет единственной и жестко вложимой моделью данной рассматриваемой теории.
Рассмотрим следующий результат.
Теорема 2.3.1 [28, с. 104-110] Для любой ядерной совершенной йонсоновской теории следующие условия эквивалентны:
1. ядерная модель ,
2.  жестко вложима  в любую экзистенциально замкнутую модель теории ,
3.  модель центра теории и существуют экзистенциальные формулы 

и

Доказательство.  
Так как теория ядерна и совершенна следует эквивалентность пунктов 1 и 2. 
Докажем из (3) в (2).
В силу индуктивности теории , если  некоторая модель теории , тогда существует , такая что , экзистенциально замкнута и  элементарно вкладывается в , относительно экзистенциальных формул. С помощью теоремы о подъеме и спуске соответствующих расширений и подмоделей мы можем заметить, что мощность  может быть любой мощности меньшей или равной мощности семантической модели данной теории. В силу совершенности  элементарно вкладывается в  относительно экзистенциальных формул, тогда в  найдется экзистенциально замкнутая подмодель  такая, что  изоморфна .

где - это экзистенциальные формулы, такие, что  и  являются моделями . По лемме 2.2.1, следовательно,

Отсюда  и следовательно,  является ядерной моделью теории .
 
В силу совершенности теории следует, что  является моделью центра рассматриваемой йонсоновской теории и в силу ее ядерности она вкладывается в любую модель данного центра ровно один раз. Так как теория совершенна, то ее центр * является модельным компаньоном теории . 
Напомним, что модельный компаньон является модельно полной теорией. Соответственно, в модельно полной теории *любая формула эквивалентна некоторой экзистенциальной формуле. Отсюда вытекает условие (3).
Следствие 2.3.1 [28, p. 104-110]  является ядерной моделью некоторой совершенной ядерной йонсонновской теории , тогда и только тогда, когда  является ядерной моделью оболочки Кайзера . 
Доказательство: Докажем необходимость утверждения.
Пусть  будет ядерной моделью вышеупомянутой совершенного ядерной йонсоновской  теорией .
Пусть  - семантическая модель . Пусть    - оболочки Кайзера  , т.е.

где   - множество всех предложений языка сигнатур теории T.
Если  является совершенным, то  является модельным компаньоном   и, следовательно, модельно полной теорией. Как следствие этого, любая формула в  эквивалентна некоторой экзистенциальной формуле. Поскольку  является семантической моделью  и моделью , то оболочка Кайзера  будет равен центру теории  , т.е.  , будет равна



Условие (3) теоремы 2.2.3 выполнено для моделей  , и отсюда следует, что  является ядерной моделью теории  . Пусть  - произвольная модель  , тогда    изоморфно вложено в    единственным способом, то есть существует   такое, что , где  изоморфна  . Более того изоморфно вложено в любую модель  .

Таким образом, оказывается, что   сильно выпукло и что  является ядерной моделью теории . 
Докажем достаточность условия. Предположим, что - сильно выпуклая теория, а  - ядерная модель теории  . Пусть  - модель  , а   - семантическая модель теории . Тогда и    для некоторого  . Поскольку , которая является моделью теории  , не имеет собственной подмодели, мы можем сказать, что модель существует.

В частности,  . Если  изоморфен некоторому другому , то аналогичным образом легко показать, что  = , и, следовательно,   является ядерной моделью теории  .
Следствие 2.3.2 [28, p. 104-110] Пусть  - ядерная модель сильно выпуклой совершенной ядерной йонсоновской теории . Тогда существуют экзистенциальные формулы    такие, что

и

Следствие 2.3.3. [28, p. 104-110] Ядерная модель  жестко вложима в каждую модель  теории  тогда и только тогда, когда выполняется условие (3) теоремы 2.2.3 с.
Теорема 2.3.2 [28, p. 104-110] Пусть  является ядерной моделью некоторой экзистенциально алгебраически простой теории . Тогда следующие условия эквивалентны.
(1)   вкладывается в каждую экзистенциально замкнутую модель центра этой теории.
(2)    - алгебраически простая модель теории   .
Доказательство. Докажем от . Пусть модель  вложена в каждую экзистенциальную замкнутую модель центра этой теории. Предположим, что модель    не принадлежит , и предположим, что модель  не вложена в модель . Поскольку  - йонсоновская теория, то в силу индуктивности этой теории существует модель   такая, что  изоморфно вложена в  , но модель  изоморфно вложена в семантическую модель . Модель  также принадлежит к множеству экзистенциально замкнутых моделей теории .
Пусть - изоморфный образ модели  в модели . Модель  является изоморфным образом модели  в модели , если   вложено в , то мы получаем противоречие с нашим предположением, что   не является вложенным в  . Поэтому предположим, что   не вложено в  и они не изоморфны. Из этого следует, что существует формула, которая их различает. Пусть эта формула имеет вид   . Без ограничения общности предположим, что в  , где , то есть в  , но по предположению в модели  , которая изоморфна модели  , будет верно, что  где  . Но и , и   принадлежат модели , которая экзистенциально замкнута в соответствии с вышеизложенным. Тогда  получаем противоречие. Таким образом, модель   является алгебраически простой моделью теории  .
Из 2 доказывается 1. Пусть  - алгебраически простая модель теории  . Таким образом,  изоморфно вложено в любую модель  , но, поскольку , мы имеем . Отсюда следует, что модель    алгебраически проста для теории , и отсюда мы заключаем, что   изоморфно вложено в любую модель из  , поскольку  

2.4 Замыкание специальных атомных подмножеств семантической модели  
Данная подглава посвящена исследованию модельно-теоретических свойств фрагментов [36], [37], [38], [39]  теоретического множества. Понятие теоретического множества определяется как частный случай йонсоновского множества [26]. Чтобы определить теоретический набор, мы берем фиксированное йонсоновское множество [26], а затем применяем универсальный квантор для всех свободных переменных из экзистенциальной формулы, которая определила это множество. И получили универсально-экзистенциальный множество удовлетворяющий требованиям йонсоновской теории, т.е. быть йонсоновской теорией. Понятно, что мы можем определить таким образом просто конечно аксиоматизируемые йонсоновские теории. Также был рассмотрен «метод реостата» и дано теоретико-модельное определение концепции реостата. Поскольку обе концепции: «теоретическое множество» и «реостат» новые, мы считаем, что изучение данной темы в рамках изучения йонсоновской теории [19], [41], [42], йонсоновского спектра [41], [42] класса экзистенциально замкнутых моделей [24], [27], [25], [42] таких фрагментов представляет собой новый многообещающий класс проблем, и их решение тесно связано со многими задачами, определившим в свое время классические проблемы теории моделей [8, 9].
До сих пор изучение йонсоновской теорий и их классов моделей [21], [22] представляло собой комплекс теоретико-модельных исследований. Задачи и постановка которых была обусловлена адаптацией понятийного аппарата и сопутствующие материалы из арсенала курса теории моделей для изучения полных теорий. Из определения йонсоновской теории ясно видно, что эти теории, вообще говоря, неполные. Следовательно, прямой перенос результатов из полных теорий в область исследований йонсоноской теории - это непростая и нелегкая задача. До сих пор мы использовали так называемый семантический метод в решение проблем, связанных с изучением йонсоновской теорий. Суть этого метода в переводе элементарных свойств языка первого порядка к самой теории, адаптируя теоретико-модельные свойства, присущие центру этой теории. Рассмотрим более подробно необходимость изучения двух вышеуказанных новых концепций: теоретического множества и реостата.
Одним из существенных факторов постановок соответствующих задач диссертации фрагменты определимых подмножеств семантической модели фиксированной йонсоновской теории,  является то, что в качестве морфизмов между моделями рассматриваемых теорий мы будем иметь дело с изоморфными вложениями. Заметим, что при исследовании полных теорий специалисты, как правило, используют элементарные вложения. И в отличие от экзистенциально замкнутых моделей, оболочка Кайзера которых всегда является йонсоновской теорией, рассматриваемые не экзистенциально замкнутые модели, тем не менее, будут также иметь оболочку Кайзера, которая будет являться йонсоновской теорией, хотя в общем случае это не так. Во всех факторах основным содержательным полем изучения данной тематики является носитель сематнической модели фиксированной йонсоновской теории, тем самым можно провести параллель между изучением полных теорий и йонсоновских теорий.
Чтобы иметь представление об исследованиях относительно преобразования малых моделей в йонсоновских теориях, можно использовать следующие источники: [24], [25]. Одна из ключевых идей, которая позволяет сравнивать понятия атомности в смысле работы [9, p. 289–330] и в смысле работы [7, p. 303–321]является идея понятия "реостата" [25], [31]. Понятно, что чем больше йонсоновское множество тем ближе рассматриваемая модель к атомности из работы [9, p. 289–330] и, наоборот, чем оно меньше, тем ближе к понятию атомности из работы [7, p. 303–321]. Зафиксируем некоторую йонсоновскую теорию  и ее семантическую модель . Все рассматриваемые в данной главе множества будут являться подмножествами данной семантической модели. Фрагменты, которые будут рассматриваться, не обязательно должны сохранять теоретико-модельные свойства вышеуказанной фиксированной йонсоновской теории. Поэтому, мы в каждом конкретном случае будем оговаривать те или иные теоретико-модельные условия в рамках которых будет рассматриваться текущая задача.
Рассмотрим необходимые определения понятий и их свойства.
Рассмотрим некоторые свойства выше определенных типов моделей и их связи с некоторыми свойствами, касающиеся синтаксических характеристик некоторой "атомности" экзистенциальных формул.
Введем некоторые свойства из работы [9, p. 289–330]обозначаемые через  суть этих свойств заключается в следующем:
: Каждая экзистенциальная формула, полная для формул, полная для экзистенциальных формул.
: Каждая экзистенциальная формула  совместная с , подразумевается некоторой -формулой  , совместной с .
Мы будем говорить, что йонсоновская теория допускает  , если эти условия выполняются для всех совместных с теорией  формул соответствующего вида.
Пусть  некоторое подмножество семантической модели  вышеуказанной фиксированной йонсоновской теории . Тогда фрагмент  множества  это есть множество всех универсально экзистенциальных предложений истинных в определимом замыкании этого множества  То есть  и , а также удовлетворяет тем условиям, которые будут определять свойство множества .
Определение 2.4.1 [23, p. 97-103] Множество  называется йонсоновским в теории , если оно удовлетворяет следующим свойствам:
а) есть определимое подмножество , где  семантическая модель теории ;
б)  есть носитель некоторой экзистенциально-замкнутой подмодели , где  есть определимое замыкание множества .
Как видно из определения, понятие йонсоновского множества очень хорошо согласовано с понятием базиса линейного пространства. Заметим, что линейные пространства является частным случаем модулей, а теория модулей является йонсоновской.
Следующее определение теоретического множества было введено Ешкеевым А.Р. в работах [44], [45], [46], [47].
Определение 2.4.2 [44, p. 155] Пусть некоторая йонсоновская теория,  ее семантическая модель теории , . Множество  называется теоретическим множеством, если
1) есть  подмножество и пусть  формула определяющая множество ;
2)  и пусть  универсальное замыкание формулы , то есть  является предложением  определяющую некоторую йонсоновскую теорию.
Для изучения йонсоновских теорий фиксированного класса было определено понятие йонсоновского спектра.
Пусть  – некоторая йонсоновская теория фиксированной сигнатуры  и  – класс всех моделей теории . Рассмотрим произвольную модель  из . Назовём йонсоновским спектром модели  множество[48]: 

 – йонсоновская теория в языке  и .

Из определения 2.4.2 легко видеть, что это может быть только конечно аксиоматизируемая теория и принадлежит йонсоновскому спектру JSp (M), где  и . Можно видеть, что, если  является конечно аксиоматизируемой теорией, то мы можем рассматривать предложения  такими, что   определяет йонсоновскую теорию теорию.
Если мы исключим квантор универсальности в , то получим формулу, которая определяет теоретическое множество, которое будет подмножеством . Таким образом, все конечно аксиоматизируемые йонсоновские теории из  будут однозначно определять некоторое теоретическое подмножество в модели .
Лемма 2.4.1 [23, p. 97-103] Пусть  некоторый фрагмент -nice a.p множества .  - совершенная экзистенциально простая теория полная для экзистенциальных предложений. Тогда фрагмент  допускает свойство .
В силу совершенности [43] все формулы относительно- центра теории , в силу модельной полноты и экзистенциальной простоты теории  мы можем предположить, что нам достаточно рассмотреть случай когда  и  эквивалентно .
Доказательство. Пусть  есть -nice  a.p  модель теории   и пусть экзистенциальная формула совместная с . Тогда   для некоторого  . Пусть  - множество всех , которым удовлетворяет . -niceness а. p, если  - модель  и  и поэтому  может быть вложено в  с каждым отображенным в . Следовательно, , поскольку  экзистенциально. Следовательно,  следует из   на моделях . По компактности мы получаем единственную -формулу , которой удовлетворяет  и такую, что, и поэтому  фрагмент  допускает свойство .
Лемма 2.4.2 [23, p. 97-103] Пусть  некоторый фрагмент- nice  a.p множества  - совершенная экзистенциально простая теория полная для -предложений. Тогда  влечет .
Доказательство. В силу Леммы 2.4.1  допускает свойство . В силу совершенности теории  и модельной полноты  не опуская общности можно предположить, что существует формула  совместная с такая, что  где  совместная с . Тогда  
поскольку является полной для -формул и  совместных с . Следовательно, 
Следовательно, является полной для экзистенциальных формул. Тем самым выполнимо.
Перейдем непосредственно к доказательству следующей теоремы.
Теорема 2.4.1 [23, p. 97-103] Пусть  некоторый фрагмент -nice  алгебраически простого  множества  и пусть - совершенной экзистенциально простой теории полной для -предложений. Тогда  является -nice алгебраически простой тогда и только тогда, когда  является -nice атомной.
Пусть  теория, полная для экзистенциальных предложений, и пусть  - счетная модель . Тогда  -nice тогда и только тогда, когда  –атомной [31], [49].
Доказательство. Предположим что  является -nice atomic. Доказательство об изоморфизме соответствующих счетных моделей по теореме 2.5 и теорема 3.2 из [9, p. 289–330] следует, что  есть -nice. Остальное следует из совершенности фрагмента   и модельной полноты .
Далее, докажем в обратную сторону. Предположить, что  есть - nice. Тогда  выполняется по лемме 2.4.1 и также  по лемме 2.4.2. Поскольку  является в частности алгебраически простой и экзистенциально замкнутой моделью в  мы знаем, что  имеет - - nice  атомная модель.
Следовательно (согласно теореме 2.2 [9, p. 289–330]) каждая экзистенциальная формула , совместная с , подразумевается экзистенциальной формулой , полной для -формул. фактически является полным для экзистенциальных формул. Согласно  существует формула , согласованная с , такая, что  Тогда также является полным для экзистенциальных формул и . Итак, по теореме 2.2 (i [9, p. 289–330]) имеет -nice атомную модель. По теореме 2.4.1  может иметь только одну алгебраически простую модель, поэтому данная алгебраически простая модель  должна быть - nice атомной.
Теорема 2.4.2 [23, p. 97-103] Пусть  выпуклый совершенный экзистенциально простой полный для -предложений фрагмент некоторого -nice множества 
Тогда следующие понятия эквиваленты:
  имеет ядерную модель,
 всякий раз, когда ) экзистенциально, а , тогда существует некоторый экзистенциальная формула  и целое число такое, что

и  - экзистенциальные предложения, то 
Доказательство. Так как  совершенна и выпукла у нее есть единственная ядерная модель, которая будет ядерной моделью и ее центра. Поэтому, из  следует из теоремы .
Доказательство  в обратную сторону следует из того факта, что .центр , тогда оболочка Кайзера  совпадает с , в силу совершенности, а оболочка Кайзера это , где  семантическая модель фрагмента . имеет модель , каждый элемент, которой удовлетворяет одной из формул  данных по условию . В силу выпуклости  эта модель  является ядерной моделью фрагмента  [53]. Далее т.к.  совершенная и экзистенциально простая теория  является экзистенциально замкнутой моделью центра  и в силу выпуклости она единственна.
Как мы хорошо знаем, в случае полных теорий специалисты по теории моделей работают в рамках изучения носителя достаточно насыщенной модели, которая называется монстр-моделью. Таким образом, основным объектом исследования данного проекта будет изучение теоретико-модельных свойств различных типов формульно определимых подмножеств некоторой фиксированной семантической модели. С помощью этих подмножеств построены модели, оболочка Кайзера которых всегда определимых предполагается быть йонсоновской теорией. Все вышеуказанные факторы говорят о том, что поставленные задачи в данном работе существенно отличаются в сторону усложнения сформулированных задач при переходе от полных теорий к йонсоновским. И это не просто обобщение, а уточнение задачи при таком переходе.  


3. СВОЙСТВА МАЛЫХ МОДЕЛЕЙ ЙОНСОНОВСКИХ ТЕОРИЙ (Основной результат)
[bookmark: _heading=h.z337ya]Глава посвящена основному результату и изучению свойств атомных и простых моделей фиксированной йонсоновской теории, полученных с помощью некоторого оператора замыкания заданного на определимых подмножествах семантической модели некоторой фиксированной йонсоновской теории. Основным результатом, является получение эквивалентности определенными таким образом атомной и простой моделей, причем это совпадение следует при предположении, что существует некоторая модель с хорошо заданными свойствами.
В этой главе определен критерий частного случая алгебраической простоты, где в качестве понятия атомности модели получено в помощью использования  некоторого формульного подмножества семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории, и замыкание этого множества представляет собой экзистенциально замкнутую подмодель этой семантической модели.

3.1 Атомные и алгебраически простые модели йонсоновских теорий
В [3, с.30-39] Т.Г. Мустафиным и А.Р. Ешкеевым были введены понятия почти, хорошей почти-слабо, конечно почти-слабо атомных моделей, одно из которых является (при некоторых предположениях о теории) эквивалентом алгебраической простоты модели [54]. Напомним некоторые понятия из работы [3, с.30-39].
Зафиксируем язык . Введём более общие обозначения для некоторых видов формул. Формула ϕ языка  называется  - формулой, если она не содержит кванторов. Продолжая по индукции,  - формулой (соответственно -формулой) назовем формулу языка, имеющую вид  (соответственно ), где  есть -формула (соответственно -формула). Очевидно, что всякая формула, находящаяся в пренексной нормальной  форме, является  или - формулой при некотором . Предложение, являющееся 
-формулой (соответственно формулой), называется  – предложением (соответственно - предложением). Экзистенциальные предложения - это -предложения, универсальные - это -предложения, универсально-экзистенциальные - это - предложения т.д.
Напомним, некоторые понятия из работы [42, P. 78-79].
Пусть  – модели языка  первого порядка. Тогда отображение  называется -вложением, если для любой формулы  и любого кортежа  из того, что , следует . Модель  теории  назовем -алгебраически простой, если  - вложима в любую модель теории .
Из приведенных определений нетрудно заметить, что понятия алгебраически простой модели и простой модели получаются из понятия -алгебраически простой модели при  и  соответственно. Если  – множество формул, то положим . Если ,  модель, то запись  означает, что . Тип  назовем -типом, если . Далее,  называется -типом  в . -тип  назовем -главным типом, если существует такая -формула , что  для любой . В этом случае говорят, что  порождает .
Легко заметить следующий факт. Пусть  - модель , тогда -атомная модель  тогда и только тогда, когда для любого  существует такая формула  что верно:
a) ;
b)  порождает .
Аналогично, если , то  слабо -атомная модель  тогда и только тогда, когда для любого  существует такая формула  что верно:
a) ;
b)  порождает .
В работах [24], [23], [28], [42, P. 78-79]  были рассмотрены свойства атомных моделей с помощью оператора замыкания задающего некоторую предгеометрию на подмножествах семантической модели фиксированной йонсоновской теории.
Пусть – это некоторый оператор замыкания, определяющий предгеометрию над  (например,  или ), где  семантическая модель теории . Ясно, что такой оператор является частным случаем оператора замыкания, и его примером является оператор замыкания, определенный на любом линейном пространстве как линейная оболочка. В дальнейшем рассматриваемые понятия производятся в рамках совершенной йонсоновской теории и если не оговаривается противное, то рассматриваемые йонсоновские теории предполагаются полными для экзистенциональных предложений.
Приведем определения, связанные с атомной и простой моделью рассматриваемой теории.
Определение 3.1.1 [27, p. 237] Множество  называется --атомным в теории , если:
1),  такая, что ;
2)  порождает ;
3) , где  класс экзистенциально замкнутых моделей теории ,
и полученная модель  называется  -  -атомной моделью теории .
Определение 3.1.2 [27, p. 237] Множество  теории  назовем почти --атомным множеством в теории , если для любого  существует формула  такая, что:
1)  совместно;
2)  порождает ;
3) , где  класс экзистенциально замкнутых моделей теории ,
и полученная модель  называется почти --атомной моделью теории .
Определение 3.1.3 [27, p. 237] Множество  назовем почти-слабо - атомным множеством в теории , если для любого  существует формула  такая, что:
1)  совместно;
2)  порождает ;
3) , где  класс экзистенциально замкнутых моделей теории ,
и полученная модель  называется почти-слабо --атомной моделью теории .
Определение 3.1.4 [27, p. 238] Множество  назовем --алгебраически простым в теории , если ,  является --атомной моделью теории , , где  и полученная модель  называется --алгебраически простой моделью теории .
Определение 3.1.5 [27, p. 238] Множество  назовем почти --алгебраически простым в теории , если ,  является почти --атомной моделью теории , , где  и полученная модель  называется почти --алгебраически простой моделью теории .
Определение 3.1.5 [27, p. 238] Множество  назовем почти-слабо --алгебраически простым в теории , если ,  является почти-слабо --атомной моделью теории , , где  и полученная модель  называется почти-слабо --алгебраически простой моделью теории .
Для удобства введём обозначения для следующих выражений:
(1) " – --атомная модель теории  ";
(2) " – слабо --атомная модель теории  ";
(3) " – почти --атомная модель теории  ";
(4) " почти-слабо --атомная модель теории ".
Тогда верна следующая лемма:
Лемма 3.1.1 [27, p. 238]
1. Если , то (1)  (2), (3)  (4).
2. Если , то (1)  (3), (2)  (4).
3. Если , то если
а) - слабо  -  атомная модель теории , то верно (1);
б)  - почти-слабо -  атомная модель теории , то верно (3).
4. Если , то (1)  (2) (3)  (4).
5. Если , то (1)  (2) (3)  (4).
6. Если , , то  -  атомная модель теории    -  атомная модель теории , где  слабо, почти, почти-слабо
Доказательство.  легко следует из определения.
Лемма 3.1.2 [27, p. 239]  Если  полна для  (т.е если  совместно и , то верно, что  и , то верно (1)  (2)(3)  (4).
Доказательство. . Так как  , то в силу пункта 2) леммы 3.1.1 достаточно показать (2)(1). Пусть имеет место (2) , , ,  порождает .
Пусть  и . Покажем , что .
Предположим противное. Пусть  совместно. Так как  полна для , то . Значит, существует  такой, что . Пусть ,  и  порождает  в силу (2). Заметим, что  (1), а также  (2).
Так как , то из (2) следует, что , т.е. . Согласно (1) в этом случае должно быть верно . Противоречие. Напомним, что .
Следствие 3.1.1 [27, p. 239]  
1) Если , то (1)  (2) (3)  (4).
2) Для любых , если , ,  полна для , то верно (1)  (2) (3)  (4).
Доказательство. . 1) следует из пункта 5) леммы 3.1.1, 2) из леммы 3.1.2.
Если , то  обозначает множество предложений вида  языка  истинных на .
Лемма 3.1.3 [27, p. 239] Если  - модель , то следующие условия эквивалентны:
1)  -  -  -алгебраически простая модель .
2) Каждую модель  можно обогатить до модели .
3) Каждую модель  можно обогатить до модели .
Доказательство. 3)  2)  1) очевидно.
Покажем 1) 3). Пусть  изоморфное вложение, , : , , , , . Тогда  в силу того, что  изоморфное вложение.
Далее имеем  т.е. . Значит,  являются моделью 
Определение 3.1.6 [27, p. 241] Пусть  – некоторое множество формул языка  от переменных . Будем говорить, что  локально опускает , если для любой совместной с  формулы  существует такая формула , что  совместима с .
Известна следующая теорема:
Теорема 3.1.1 [27, p. 242] Пусть -аксиоматизируемая непротиворечивая теория счетного языка , и для каждого  пусть - множество  формул от - переменных. Тогда, если  - локально опускает каждое , то  имеет счетную модель, опускающую каждое множество .
Тогда имеем следующий результат:
Теорема 3.1.2 [27, p. 243] Пусть  - совершенная йонсоновская теория полная для  предложений. Тогда каждая --алгебраически простая модель теории  является почти-слабо - атомной моделью .
 Доказательство. Пусть  – --алгебраически простая модель теории . Предположим, что существует такое , что  не является -главным. Так как , то по теореме 4.1.1 существует модель  теории , которая опускает . Пусть -вложением. Тогда по лемме 4.1.3 имеем . Отсюда следует, что  реализует  в . Получили противоречие с теоремой 4.5.
Определение 3.1.7 [27, p. 236] Пусть -тип, -тип, то говорят, что  и  -эквивалентны, если   . В этом случае пишут .
Известна следующая
Лемма 3.1.4 [52, p.124-130] Пусть  – совершенная йонсоновская теория полная для  предложений и , тогда существует такая модель , что :
1) ;
2)  изоморфно вложима в ;
3) для любого  
Теорема 3.1.3 [27, p. 239] Пусть  – совершенная йонсоновская теория полная для  преждложений. Тогда каждая --алгебраически простая модель теории  является почти-слабо - -атомной моделью теории .
Доказательство. Сначала докажем следующий факт (Ф). Если  и  совместно, то существует такая формула  что  совместно и . Действительно, пусть  и  совместно. В силу того, что  полна для -предложений, имеем . Так как  -аксиоматизируема, то по лемме 3.1.4 существует такая модель , что для любого  выполняется

          	  	                   (*) 

Пусть  такой, что . В силу (*) и замкнутости относительно конъюнкции типа  найдется такая формула , что . Факт (Ф) доказан.
Далее пусть  – --алгебраически простая модель теории , , . По теореме 3.1.2  – почти-слабо --атомная модель . Поэтому найдется совместная с  формула , которая порождает . Согласно (Ф) существует совместная с  формула , для которой имеет место следующее: . Очевидно  порождает . В силу произвольности  модель  является почти-слабо --атомной моделью .
Замечание. Пусть , .
Определение 3.1.8 [27, p. 236]  1) -типом называется любое множество формул, совместное с , свободные переменные которых находятся в ;
2) -тип  называется --типом, если ;
3) --тип  называется -главным типом, если существует такая последовательность  -формул, что:
a)  непротиворечиво, ;
b)  порождает , где  – множество формул из , свободные переменные которых находятся среди , ;
c) , .
Определение 3.1.9 [27, p. 235] Модель  теории  называется хорошей почти-слабо - атомной моделью , если каждая -последовательность элементов  реализует -главный  -тип.
Лемма 3.1.5 [27, p. 235] Пусть  счетная модель совершенной йонсоновской теории ,  реализует --тип. ,  изоморфно вложима в . Тогда  является хорошей почти-слабо - атомной моделью .
Доказательство. Пусть - произвольная -последовательность элементов . Так как  изоморфно вложима в , то  для некоторого .
Пусть , .
Так как  реализует -главный --тип, то существует последовательность -формул  для которых верно следующее:
1)  совместно, ;
2) порождает ,  ;
3) .
Обозначим чем через



Тогда ясно, что :
a)  ;
b) совместима с , ;
c) порождает , ;
d).
Далее, так как  изоморфно вложима в , то . Следовательно,  порождает  
Таким образом, в силу произвольности  модель  является хорошей почти-слабо --атомной моделью .
Следствие 3.1.2 [27, p. 240]   Пусть  , . Тогда:
1) если  реализует -главный --тип, то любая бесконечная  реализует некоторый - главный --тип.
2) если  хорошая почти-слабо --атомная модель , тогда  почти-слабо --атомная модель .
Доказательство. .  Cледует из леммы 3.1.5
Лемма 3.1.6 [27, p. 241] Если  имеет хорошую почти-слабо --атомную модель, то каждая -- алгебраическая простая модель  является хорошей почти-слабо --атомной моделью теории .
Доказательство. Пусть  - произвольная --алгебраически простая модель теории , - хорошая почти-слабо --атомную модель теории , тогда существует вложение . Пусть . Очевидно,  вложима в , и по лемме 4.1.5 , следовательно, и  являются хорошими почти-слабо --атомными моделями теории .
Лемма 3.1.7 [27, p. 241]  Пусть  совершенная йонсоновская теория полная для -предложений. Тогда каждая хорошая почти-слабо --атомная модель  является --алгебраически простой моделью .
Доказательство.  Пусть - элементы из . Так как  реализует - главный -тип, то существует - последовательность -формул, для которых верно условие пункта 3 определения 4.1.18 Так как  полна для -предложений, то , где . Далее, так как  для любого , то можно (шаг за шагом) постепенно найти такие  из , что  где . Но  порождает , поэтому .
Следовательно, отображение , где , является вложением.

3.2 Эквивалентность специального вида атомной и алгебраически простой моделей йонсоновской теории 
Работа Е.А. Палютина [26, c. 596–604] вносит важный вклад в теорию моделей и области, связанные с анализом и исследованием множеств. Полученные результаты имеют теоретическую и практическую ценность и могут быть применены в различных дисциплинах, включая математическую логику, информатику и теорию вычислений. Эта работа посвящена конструкциям подструктур универсальной области C, содержащих данное множество A ⊆ C которые являются минимальными с условием наличия определенных общих свойств с данной универсальной областью C [26, с. 597].
В работе [26, c. 596–604] Е.А. Палютин доказал существование позитивной оболочки для любого множества , которая является аналогом в некотором смысле атомной модели. Напомним основные понятия из работы [26, c. 596–604]. 
Пусть есть язык  и  – некоторая достаточно насыщенная структура языка , которая называется универсальной областью. 
Определение 3.2.1 [26, с. 596-600] Формула  языка  называется нормальной для , если для любых  множества  либо совпадают, либо не пересекаются. Формула  называется нормальной, если она является нормальной для любого кортежа переменных , элементы которого принадлежат кортежу . Для формул  и  формула  называется результатом -операции, применённой к формулам  
В последующем рассмотренное некоторое множеством формул , мы будем называть базисным и предполагается, что оно состоит из нормальных формул, содержащий равенство переменных, замкнуто относительно переобозначения переменных, конъюнкции и  - операции. [26, с. 597]. 
Определение 3.2.2 [26, с. 598] Некоторое множество  формул  называется базисным, если оно состоит из нормальных формул, содержит равенства переменных, замкнуто относительно переобозначения переменных, конъюнкции и P-операции. Если  – базисная формула языка , то формула вида  для некоторого кортежа  будет называться базисной над  и обозначаться просто через  
Определение 3.2.3 [26, с. 598] Множество кортежей  называется позитивным над , если  для некоторой базисной над  формулы . 
Определение 3.2.4 [26, с. 598] (a) Множество, состоящее из базисных формул над  со свободными переменными из множества  и их отрицаний, называется базисным типом над  от . 
(b) Если -тип, то через  обозначается множество всех базисных формул, входящих в тип , и называется позитивной частью типа . Через  будет обозначаться множество всех отрицаний базисных формул, входящих в тип .
 (c) Совместный тип от переменных  называется базисно полным над  от , если имеет место  для любой базисной формулы  над  от  Базисно полный над  от  базисный тип , замкнутый относительно выводимости базисных формул над  от  и их отрицаний, называется максимальным над  от . Максимальность базисного типа  означает, что среди совместных базисных типов над  от  нет собственного расширения типа  
(d) Если для базисного типа  над  от переменных  существует тип  мощности меньше λ и выполняется , то тип называется λ-позитивным типом над  от переменных . При этом тип  будем называть -основой (над ) λ-позитивного типа  (над ). Если , то λ-позитивный тип t называется позитивным типом над .
(e) Кортеж  длины  называется λ-позитивно изолированным над множеством , если его базисный тип над  является-позитивным. При  это понятие будем называть позитивной изолируемостью. 
(f) Если  - тип над , а  - отображение , то через  обозначается тип, полученный из типа заменой параметров a в его формулах на их образы . 
Определение 3.2.5 [26, с. 600] Последовательность  называется λ-позитивной конструкцией над , если для любого  элемент  λ-позитивно изолирован над множеством . При этом последовательность  называется -позитивной конструкцией (над ) множества , 
Определение 3.2.6 [26, с. 600] Множество  называется λ-позитивно конструируемым (или просто λ-конструируемым при 1 ) над , если существует позитивная конструкция  над , для которой  
Определение 3.2.7 [26, с. 601] Множество  называется позитивно компактным, если любой позитивный тип над  реализуется в . 
Определение 3.2.8 [26, с. 602] Пусть  Множество  называется позитивной  оболочкой множества , если оно позитивно компактно и позитивно конструируемо над . 
Для того, чтобы применить теорему 3.1 из [26, c. 596–604]  о существовании позитивной оболочки, в наших рассуждениях мы должны проинтерпретировать соответствующие определения понятий из работы [4] на соответствующих подмножествах семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории. Заметим, что данная интерпретация связана с понятиями следующих видов множеств: -clатомное множество, слабо -атомное множество, почти -атомное множество, почти слабо -атомное множество, -алгебраически простое множество, слабо алгебраически простое множество, почти -алгебраически простое множество, почти слабо -алгебраически простое множество. Все эти виды множеств определяются некоторым множеством базисных формул в смысле определения 3.2.2. Отметим, что понятие  − из пункта b) определения 3.2.4 используется только в -множествах, почти  множествах и соответствующих алгебраически простых множествах для данных видов атомных множеств. В дальнейшем в наших доказательствах пункт e) определения 3.2.4 используется в неявном виде только в случае -множества и слабо -множества, пункт f) не используется, но может быть полезным при изучении автоморфизмов данных видов множеств, что в данной работе не изучалось. Почему это потенциально интересно? Это следует хотя бы из того, что жёсткие модели являются частным случаем алгебраически простых моделей. Напомним, что модель называется жёсткой, если у неё единственный автоморфизм. 
Теорема 3.2.1 [26, с. 602] Для любого множества  существует его позитивная оболочка. 
Рассмотрим некоторую совершенную -полную йонсоновскую теорию . Из определения следует, что семантическая модель  этой теории является насыщенной. Пусть  – йонсоновское множество, заданное некоторой экзистенциальной сильно-минимальной формулой , так как  – сильно минимальная формула, то в качестве оператора, задающего предгеометрию на множестве всех подмножеств семантической модели , мы можем взять в качестве оператора  алгебраическое замыкание, т.е. оператор . Легко видеть, что формула  является нормальной для  в смысле определения 3.2.1. 
Докажем, что модель  является хорошей почти слабо -атомной. Действительно, поскольку  экзистенциальная сильно-минимальная формула, то каждый элемент  является почти слабо -атомным. В начале рассмотрим элементы множества . Пусть . Покажем, что элемент является -атомным в смысле работы Р. Воота [7, p. 303–321]. Предположим противное, пусть  не является -атомным, т.е. -тип  не главный. Отсюда следует, по теореме об опускании типов, существует модель , которая опускает тип  Поскольку  по условию йонсоновская теория, она является индуктивной теорией, тогда найдётся такая модель , что  изоморфно вкладывается в опускает . Но поскольку теория  совершенная, её семантическая модель  насыщена, поэтому  реализует -тип . Но тогда, так как  где  – некоторый изоморфизм и  , так как  является абстрактным классом, то -тип  реализуется в . Здесь видно явное противоречие. То есть наше предположение было неверным и элемент  является -атомным. Теперь рассмотрим элементы, лежащие только в . Пусть , тогда найдётся такая формула , которая является почти слабо -атомной формулой и Следуя определению почти слабого -атомного множества пусть , где , тогда  и следовательно ,  где  это та формула, которая определяет множество . Обозначим  тогда имеем Аналогично для элемента  мы можем найти такую формулу , что . Заметим, что множество формул  удовлетворяет определению 3.2.2 из  мы можем брать его в качестве базисного множества. 
Понятно, что множество  удовлетворяет определению 3.2.5 и является  позитивной конструкцией над . И множество  соответственно является λ-позитивно конструируемым над  в смысле определения 3.2.6. Рассматриваемые нами -типы являются λ-позитивными типами в смысле определения 3.2.4(d). Поскольку рассматриваемая теория  -полная, то, из вышеприведённых рассуждений следует, что множество  является позитивно компактным в смысле определения 3.2.7. Таким образом, мы получили, что множество  удовлетворяет определению 3.2.8 и является позитивной оболочкой множества базисного . По определению и построению ω-типа из определения 3.1.18 на элементах модели , мы можем заключить, что полученная модель  является хорошей почти-слабо -атомной моделью теории . В силу того, что рассматриваемая теория совершенна, следует, что её центр является модельно полной теорией. Поэтому-полнота рассматриваемой теории будет эквивалентна -полноте этой теории. 
Таким образом, учитывая предыдущие рассуждения и теорему 3.2.1, имеем следующий результат: 
Теорема 3.2.2 [27, p. 243] Пусть  совершенная йонсоновская теория полная для -предложений, тогда имеет хорошую почти-слабо -атомную модель. 
Таким образом, в конечном итоге, мы приходим к результату, который выражается следующим утверждением: 
Теорема 3.2.3 [27, p. 243] Пусть  совершенная йонсоновская теория полная для -предложений. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) алгебраически простая модель теории . 
2)  хорошая почти-слабо -атомная модель . 
Доказательство. . 1) ⇒ 2) следует из леммы 3.1.6, 2) ⇒ 1) из леммы 3.1.7. 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации содержатся новые, научно обоснованные теоретические результаты, являющиеся итогом достижения основной цели и решения поставленных задач. Совокупность полученных результатов имеют значение для развития исследований теоретико-модельных свойств счетных моделей экзистенциально простых йонсоновских теорий. В данной работе также присутствуют такие новые понятия, как определимые подмножества, замыкание которых порождает экзистенциально замкнутую модель, причём классы определимых подмножеств синтаксически не связаны с изначальной йонсоновской теорией или фрагментом данного множества. 
Йонсоновские теории выделяют широкий естественный подкласс индуктивных теорий, которые аксиоматизируются универсально-экзистенциальными предложениями. Сам класс йонсоновских теорий является достаточно обширным и в общем случае такие теории являются неполными, что затрудняет их изучение. 
Особый интерес представляет случай, когда определимое подмножество является теоретическим, то есть, когда его универсальное замыкание задаёт некоторую конечно аксиоматизируемую йонсоновскую теорию. Как видно из определения йонсоновской теории, такая теория является, вообще говоря, не полной, т.е. класс её моделей может содержать как бесконечные, так и конечные модели и, кроме этого, в качестве морфизмов будут использоваться изоморфные вложения.  
Таким образом, различие атрибутов технического арсенала полных и йонсоновских теорий определенным образом в существенной мере усложняют трансформацию соответствующих результатов из полных теорий в йонсоновские теории. Это связано с тем, что происходит замена элементарных вложений на изоморфные вложения и неполноты йонсоновских теорий. 
А также заметим, что после адаптации понятий и соответствующих результатов для йонсоновских спектров, мы ожидаем не просто результаты в виде переноса свойств полных теорий для йонсоновских, но и принципиально новые взаимосвязи синтаксических и семантических свойств малых моделей в рамках изучения йонсоновского спектра.  
По результатам диссертационной работы можно сделать следующие выводы:
В процессе исследования были проведены детальные аналитические исследования счетных моделей экзистенциально простых йонсоновских теорий, включающие в себя анализ их элементарных подмоделей, отношений и функций. Были исследованы основные характеристики моделей, такие как счетность, алгебраическая простота и атомность моделей, ядерность, жесткость т.д.
В результате исследования были получены новые и значимые результаты, расширяющие наше понимание теории экзистенциально простых йонсоновских теорий. Были выявлены важные связи между структурными свойствами моделей и их возможными ограничениями, что может пролить свет на более общую теорию моделей.
Основной вывод можно сказать был посвящен определению критерия  эквивалентности концепции алгебраически простой модели в определенном классе неполных теорий и атомной модели в смысле Р. Воота. Основной результат работы - доказательство критерия алгебраической простоты для частного случая. В данном случае, в качестве понятия атомности модели используется определенное подмножество семантической модели рассматриваемой йонсоновской теории. Затем, замыкание этого подмножества выбирает экзистенциально замкнутую подмодель данной семантической модели. Поставленные задачи получили свое логическое завершение и  были описаны в виде инвариантных свойств малых моделей в фиксированном классе относительно йонсоновского подобия определимых замыканий различных видов йонсоновских множеств. А также, описание малых моделей и теоретико-модельных свойств гибридов малых моделей, через оператор замыкания фиксированной предгеометрии, заданной на определимых подмножествах семантической модели рассматриваемой теории.
Этот результат представляет собой важный вклад в понимание алгебраической простоты в контексте неполных теорий. Он указывает на то, что определенное подмножество модели может служить критерием для определения алгебраической простоты в данном контексте. Критерий основан на выборе экзистенциально замкнутой подмодели через замыкание указанного подмножества.
Такой подход позволяет более точно определить и изучить свойства алгебраически простых моделей в неполных теориях. Результаты работы могут быть применены в дальнейших исследованиях в области теории моделей, специально для вообще говоря, неполной йонсоновской теории, и предоставить новые инструменты и методы для анализа и классификации моделей в данном контексте.
В целом диссертационная работа состоит из технической и непосредственно содержательной частей. К технической части относились все договоренности о нумерации утверждений, обозначенных в введении, а также список обозначений и сокращений, приведенных на первой странице диссертации. Содержательная часть состояла из введения, трех глав, которые взаимосвязаны между собой, заключения и списка использованных источников.
Таким образом, данная диссертация вносит важный вклад в изучение теоретико-модельных свойств счётных моделей экзистенциально простых йонсоновских теорий и открывает новые перспективы для дальнейших исследований в данной области.
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