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	–
	-мерное пространство, ;

	
	–
	множество комплексных чисел;

	
	–
	функция Грина;

	
	–
	мнимая часть комплексной величины ;

	
	–
	действительная часть комплексной величины ;

	
	–
	полярные координаты, ;

	
	–
	пространственные переменные;

	
	–
	временная переменная ;

	
	–
	искомая функция, решение уравнения (задачи) математической физики;

	
	–
	пространство (классов) функций, суммируемых в квадрате на области 

	
	–
	пространство (классов) существенно-ограниченных функций в области 

	
	–
	Пространство непрерывных функций в области 

	
	–
	

	
	–
	функция-оригинал  преобразования Лапласа и его изображение , 
;

	
	–
	гамма-функция Эйлера;

	
	–
	Бета-функция;

	
	–
	интеграл вероятностей, ;

	
	–
	дополнительный интеграл вероятностей,
;

	
	–
	интегральная показательная функция;

	
	–
	цилиндрическая функция I рода (функция Бесселя);

	
	–
	цилиндрическая функция II рода (функция Неймана);

	
	–
	функция Ганкеля I рода;

	
	–
	функция Ганкеля II рода;

	
	–
	модифицированная функция Бесселя I рода;

	
	–
	модифицированная функция Бесселя II рода (функция Макдональда);

	
	–
	разность значений модифицированных функций Бесселя I рода порядков  и , ;
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Общая характеристика работы. В диссертации рассматриваются граничные задачи теплопроводности в нецилиндрической области (внутренность и внешность конуса). При этом граничные условия содержат производную по временной переменной. Исследованы вопросы разрешимости псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений, к которым редуцированы исходные задачи. Для решения полученных псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений применяется метод регуляризации Карлемана-Векуа.
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Актуальность темы. Одни из первых результатов в теории начально-граничных задач для уравнений различного типа в областях с границами, движущимися со временем, были получены в работах M. Gevrey [1], A. Browne [2], E. Holmgren [3], И.Г. Петровского [4]. В указанных работах исследованы вопросы разрешимости различных одномерных по пространственной переменной смешанных параболических задач в областях с границами, изменяющимися со временем. В своих работах В.Ш Михайлов [5-6], С.Г. Крейн и Г.И. Лаптев [7], В.И. Ушаков [8], Р.Д. Алиев [9-11], В.В. Курт и А.Е. Шишков [12-13], М.О. Орынбасаров [14], Ю.А. Алхутов [15], Э.М. Карташов [16-17], Dal Passo R., Ughi M. [18] и другие математики получили дальнейшее развитие начально-граничных задач для параболических уравнений в нецилиндрических областях. Также задачи теплопроводности с подвижной границей рассматривались в работах Л.И. Камынина [19-21], В.Ш. Михайлова [22-23], М.Я. Антимирова, З.И. Геллера [24], М.И. Дубовиса [25], Д.В. Редозубова [26], Г.А. Гринберга [27-28], В.И. Квальвассера, Я.Ф. Рутнера [29].
На практике часто возникает необходимость исследовать процессы переноса тепла и массы в областях различной формы, границы которых изменяются с течением времени. Подобные проблемы возникают, например, при изучении процессов горения твердого топлива в ракетных двигателях [30], процессов разложения материалов под воздействием температуры [31], процессов передачи энергии от теплого грунта в атмосферу [32], при исследовании проблем атомной энергетики и безопасности атомных реакторов [33-34], экологии, медицины и криохирургии [35], естественного и искусственного процесса твердения бетона [36], а также при решении некоторых задач теории теплопроводности твердых тел (при тепловом ударе) [37], тепловой защите от аэродинамического нагрева при движении космических аппаратов в плотных слоях атмосферы [38-39] и др.
Также, в связи с постоянным увеличением объема использования контактной техники актуальными являются проблемы оптимального выбора параметров контактных материалов и режимов их работы. Поэтому изучение теплофизических процессов, происходящих в электрических контактах, является весьма актуальным в автоматике, приборостроении, сварочной технике, электротехнической аппаратуре и в различных устройствах, где контактные элементы служат одним из основных звеньев. Экспериментально установлено, что при размыкании контактов автоматических выключателей электрического тока, на короткое время возникает жидкометаллический мостик, существенно влияющий на эрозию материала контакта, то есть эффект стягивания осевого сечения дуги в области катода в контактное пятно [40-45].
Моделируя теплофизические свойства моста, С.Н. Харин пришел к краевой задаче, в которой в начальный момент размыкания контакта область решения отсутствует [46]. Это повлияло на интегральное уравнение краевой задачи. Оказалось, что последовательность аппроксимаций Пикара интегрального уравнения расходится. С математической точки зрения особенность рассматриваемой задачи состоит именно в наличии подвижной границы и вырождении области решения в начальный момент времени. Эта особенность и некоторые результаты ее исследования рассмотрены в работе [47].
В большинстве работ область, в которой ищется решение граничной задачи, в начальный момент времени не вырождается в точку. J.L. Lions в работе [48] предложил при решении такого рода задач применять методику, заключающуюся в сведении нецилиндрической области в цилиндрическую. В своих работах аналогичную методику применяли N.A. Larkina, A.I. Kozhanov [49], J. Ferreira, R. Benabidallah, J. Rivera, E. Munoz [50], A. Kheloufi, BK. Sadallah, S. Cherfaoui, A. Kessab [51-55], E.A. Cheblakova [56] и другие. Имеется целый ряд работ, например: R. Chapko, B.T. Johansson, V.V avrychuk [57], YF. Wang, J. Huang, XX. Wen [58], R. Dehbozorgi, K. Nedaiasl [59], где применяются численные методы решения таких задач.
Одним из удобных средств решения краевых задач теплопроводности в областях с переменными границами являются тепловые потенциалы [60]. С их помощью краевые задачи сводятся к псевдо-Вольтерровым интегральным уравнениям



которые не всегда решаются методом последовательных приближений Пикара [61]. Если ядро уравнения (0.1) обладает следующим свойством: интеграл от ядра уравнения при стремлении верхнего предела к нижнему не стремится к нулю, то соответствующие интегральные уравнения нельзя решить методом последовательных приближений и в большинстве случаев соответствующие однородные интегральные уравнения имеют ненулевые решения.
Подобные сингулярные интегральные уравнения были предметом исследования в работах Ким Е.И., Харина С.Н., Шпади Ю.Р., Отелбаева М.О., Омарова Т.Е., Кавокина А.А., Дженалиева М.Т., Бижановой Г.И., Рамазанова М.И., Койлышова У.К., Городничева С.П., Искакова С.А., Космаковой М.Т. и других авторов. Отметим, что вопросы однозначной разрешимости такого рода интегральных уравнений в определённых весовых пространствах изучены в работах [62-66], в которых найдена зависимость весовой функции решений от весовых функций правых частей уравнения. Исследование аналогичных интегральных уравнений, в частности, изучение спектральных вопросов соответствующих интегральных операторов проводилось также в работах [67-73].
Также нужно отметить, что к подобным особым интегральным уравнениям сводятся краевые задачи для спектрально-нагруженных уравнений параболического типа, когда линия нагрузки движется по закону  [74]-[80].
Как в практических приложениях, так и теоретически особый интерес вызывают краевые задачи теплопроводности в вырождающихся областях. К такому роду задач не применимы классические методы математической физики. Поэтому вопрос об исследовании граничных задач в вырождающихся в начальный момент времени областях является актуальным.
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Основная цель исследования – вопросы разрешимости граничных задач для уравнений теплопроводности с динамическими граничными условиями в областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени; решение псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений; вопросы их разрешимости.
Задачи исследования:
· постановки новых краевых задач со специальными граничными условиями для уравнений параболического в областях, вырождающихся в начальный момент времени, с границами, движущимися со временем;
· описать пространство решений задач и заданных функций;
· преобразование исходных задач;
· редукция краевых задач к псевдо-Вольтерровым интегральным уравнениям;
· решение псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений, построение резольвенты;
· решение исходных краевых задач.
Объект исследования: граничные задачи для уравнений теплопроводности с динамическими граничными условиями в областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени.
Предмет исследования: разрешимость граничных задач для уравнений теплопроводности со специальными граничными условиями в областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени и решение сопутствующих псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений.
Методика исследования. В работе применяются: методы общей теории уравнений в частных производных, теории функций и функционального анализа; специальные функции; функции комплексного переменного; методы интегральных преобразований Лапласа и Фурье.
Научная новизна. В работе предлагаются постановки новых граничных задач для уравнений параболического типа в вырождающихся областях с динамическими граничными условиями. Особенности рассматриваемых задач приводят к исследованию вопросов разрешимости псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений.
Теоретическая и практическая ценность работы. Теоретические результаты диссертационной работы вносят заметный вклад в развитие теории граничных задач для параболических уравнений в областях с границами, движущимися со временем, а также имеют немаловажное значение в теории псведо-Вольтерровых интегральных уравнений.
Практический потенциал работы связан с востребованностью рассматриваемых задач в теории контактной теплопроводности и других теплофизических процессов с изменяющимися границами раздела фаз.
Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся:
1) разрешимость специальных граничных задач для уравнений параболического типа в весовых функциональных классах;
2) эквивалентность граничных задач найденным в диссертационной работе псевдо-Вольтерровым интегральным уравнениям;
3) построение резольвенты псведо-Вольтерровых интегральных уравнений;
4) теоремы о разрешимости псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений;
5) теоремы о разрешимости исходных граничных задач.
Достоверность и обоснованность полученных в диссертации результатов подтверждаются конструктивностью разработанных и использованных методов. Вспомогательные утверждения сформулированы в виде лемм, а общие – в виде теорем, которые строго доказаны.
Апробация работы. Результаты работы прошли апробацию на международных научных семинарах и конференциях дальнего зарубежья:
· Международная конференция “Воронежская зимняя математическая школа” – февраль 2021 года, Воронеж, Российская Федерация; 
· Международная научно-практической конференции “Проблемы современной фундаментальной и прикладной математики” – 4 июня 2021, Нур-Султан, Республика Казахстан;
· Традиционная Международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки – апрель 2021 года, Алматы, Республика Казахстан;
· Традиционная Международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки – 6-8 апреля 2022, Алматы, Казахстан;
· IX Международная научная конференция “Проблемы дифференциальных уравнений, анализа и алгебры” – 24-28 мая 2022 г. Актобе, Казахстан;
· на семинаре под руководством профессора Дженалиева М.Т. (ИМиММ, Алматы, Республика Казахстан);
· на семинаре под руководством профессора Псху А.В. (ИПМиА, Нальчик, Республика Кабардино-Балкария, Российская Федерация);
· на семинаре под руководством профессора Рамазанова М.И. (КарУ имени академика Е.А. Букетова); на семинаре кафедры “Математический анализ и дифференциальные уравнения” КарУ имени академика Е.А. Букетова
и др.
Публикации. Результаты диссертационной работы опубликованы в работах [81-90]: 5 статей и 7 тезисов. Из них 2 статьи – в рейтинговых журналах с ненулевым импакт-фактором, входящих в БД Scopus, 3 статьи – в журналах рекомендованных КОКСОН МНВО РК. В работах, выполненных с соавторами, основная часть выполнена диссертантом, с соавторами обсуждались постановки выбранных задач, выбор методов исследований и конечные результаты.
Тема диссертационного исследования соответствует приоритетному направлению развития «Научные исследования в области естественных наук». Работа выполнена в рамках грантовых проектов КН МОН РК №№ AP08956033, 2020–2021, AP09259780, 2021-2023.
Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, основной части (три раздела), заключения, списка использованной литературы, приложения А. Нумерация математических утверждений (теорем, лемм, замечаний) и формул в разделах трехзначная, первое число означает номер раздела, второе число означает номер подраздела, третье число означает собственный номер математического утверждения (теоремы, леммы, замечания), формулы внутри подраздела.
Автор выражает особую благодарность и признательность отечественным научным консультантам д.ф.-м.н., профессорам М.И. Рамазанову и М.Т. Дженалиеву, зарубежному консультанту д.ф.-м.н., профессору А.В. Псху за советы, консультации и ценные замечания.
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Введение содержит оценку современного состояния теории граничных задач для уравнений параболического в областях с подвижной границей и с вырождением, исходные данные для разработки темы, обоснование необходимости проведения научно-исследовательской работы в указанных областях. Во введении обозначены актуальность и новизна темы, приведены цели, объект и предмет, задачи исследования, отражены методологическая база и положения, выносимые на защиту.
В первом разделе рассматривается краевая задача теплопроводности в области, представляющей собой перевернутый конус. При этом граничные условия содержат производную по временной переменной, такого рода задачи на практике возникают при наличии условия сосредоточенной теплоемкости. Доказана теорема о разрешимости краевой задачи в весовых пространствах существенно ограниченных функций. Исследованы вопросы разрешимости псевдо-Вольтеррового интегрального уравнения, к которому редуцирована исходная задача. Для решения полученного псевдо-Вольтеррового интегрального уравнения применяется метод равносильной регуляризации Карлемана-Векуа.
Постановка задачи. В области 
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Рис. 0.1 Область 

исследуется следующая граничная задача:





где .
Замечание 1. Решением задачи (0.2)–(0.4) при , то есть решением полной однородной задачи может быть только константа.
Чтобы освободиться от производной по времени в (0.3) вводится новая неизвестная функция:


Тогда, задача (0.2)-(0.4) сведется к следующей задаче относительно функции :





Решение задачи (0.5)-(0.7) ищется в виде суммы тепловых потенциалов простого и двойного слоя:




где  – модифицированная функция Бесселя I рода порядка ,



С помощью интегрального представления (0.8), удовлетворяя граничные условия (0.6)–(0.7), краевая задача (0.5)–(0.8) сведется к псведо-Вольтерровому интегральному уравнению:




где






Замечание 2. [93, стр.215] Если решение интегрального уравнения


определяется формулой



тогда решение следующего интегрального уравнения



определяется формулой



Используя это замечание, ищем решение следующего уравнения



где  имеет следующую особенность.
Замечание 3. Для любого значения 



причем



Из этого следует, что интегральное уравнение (0.12), а вместе с ним и уравнение (0.9) являются сингулярными и к ним нельзя применить метод последовательных приближений.
Далее ищем решение следующего “укороченного” интегрального уравнения:



которое в силу замечания 3 является характеристическим для уравнения (0.12).
Замечание 4. Если будет найдено решение уравнения (0.13), то решение уравнения (0.12) получим методом регуляризации Карлемана – Векуа.
Произведя замену переменных  и введя новые функции:



уравнение (0.13) преобразуем к следующему интегральному уравнению с разностным ядром относительно неизвестной функции :



где



Применяя к обеим частям уравнения (0.14) преобразование Лапласа, получим решение уравнения (0.14) в образах:



где



Найден оригинал резольвенты



и для нее доказана следующая лемма.
Лемма 1. Для резольвенты  справедлива оценка



Тогда, произведя обратные замены, получим решение характеристического уравнения (0.13)



где


Используя решение характеристического уравнения (0.16) и применяя метод регуляризации Карлемана-Векуа, получим следующий результат относительно интегрального уравнения (0.12).
Теорема 1. Исходное интегральное уравнение (0.12), а вместе с ним и уравнение (0.9) для любой функции  имеет единственное решение в классе функций



которое может быть найдено методом последовательных приближений.
Сформулируем основной результат раздела 1.
Теорема 2. Если выполнены условия, , то граничная задача (0.2)-(0.4) имеет решение .
Во втором разделе рассматривается аналогичная краевая задача теплопроводности, но уже вне конуса. Особенность рассматриваемой задачи также состоит в том, что граничное условие содержит производную по временной переменной и в наличии подвижной границы.
Постановка задачи. В области  рассматривается следующая граничная задача:






где . Условие (0.19) в дальнейшем (в теореме 3) обеспечивается принятым классом решений .
Также, применяя метод тепловых потенциалов, данную краевую задачу редуцируем к псевдо-Вольтерровому интегральному уравнению.




где ядра  и  определяются равенствами (0.10)-(0.11).
Нужно отметить, что в отличие от задачи, рассматриваемой в разделе 1, характеристическое однородное интегральное уравнение



имеет ненулевое решение. Это следует из того, что ядро  является несжимаемым.
Так как  является решением однородного уравнения (0.20), то



является решением однородного уравнения



Однако решение (0.22) не принадлежит классу .
Сформулируем основной результат раздела 2.
Теорема 3. Если выполнено условие , то граничная задача (0.17)–(0.20) имеет решение .
В третьем разделе рассматривается краевая задача, аналогичная задаче раздела 1, но для частного случая . Такая задача требует отдельного исследования, так как в этом случае результаты раздела 1 нельзя использовать, при  не выполняется непрерывность по индексу. Например, при удовлетворении граничного условия (0.7) в случае  интеграл будет расходиться. Поэтому задача сформулирована следующим образом.
Постановка задачи. В области  необходимо найти неизвестную функцию , удовлетворяющую уравнению



и граничным условиям:




Используя метод тепловых потенциалов, данная задача сводится к следующему псевдо-Вольтерровому интегральному уравнению:




где







Необходимо отметить, что, как и в разделе 2, соответствующее (0.26) однородное псевдо-Вольтерровое интегральное уравнение имеет ненулевое решение. Однако оно не принадлежит классу (0.27).
Замечание 5. Считаем необходимым отметить, что задачи из разделов 2 и 3 редуцируются к псевдо-Вольтерровым интегральным уравнениям, исследование которых представляет самостоятельный интерес. Показано, что соответствующие однородные интегральные уравнения имеют ненулевые решения, данный факт не имеет места для классических уравнений Вольтерра.
Для задачи (0.23)-(0.25) справедлив следующий результат.
Теорема 4. Если выполнены условия , , то граничная задача (0.23)-(0.25) имеет решение .
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В данном разделе рассматривается краевая задача теплопроводности в нецилиндрической области, представляющей собой перевернутый конус. При этом граничные условия содержат производную по временной переменной, такого рода задачи на практике возникают при наличии условия сосредоточенной теплоемкости. Доказана теорема о разрешимости краевой задачи в весовых пространствах существенно ограниченных функций. Исследованы вопросы разрешимости псевдо-Волтеррового интегрального уравнения, к которому редуцирована исходная задача. Для решения полученного сингулярного интегрального уравнения Вольтерра применяется метод равносильной регуляризации Карлемана-Векуа.
Результаты, изложенные в данном разделе, опубликованы в работах диссертанта с соавторами [82], [87], [88], [90]-[92].
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В области  рассмотрим следующую граничную задачу:





где .

[image: ]
Рис. 1.1.1 Область 

Замечание 1.1.1. Решением задачи (1.1.1)–(1.1.3) при , то есть решением полной однородной задачи может быть только константа.
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Теорема 1.2.1. Если выполнены условия , , то граничная задача (1.1.1)-(1.1.3) имеет решение .
Последующее содержание раздела посвящено доказательству Теоремы 1.2.1.
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Преобразуем уравнение (1.1.1).




Тогда в развернутом виде уравнение (1.1.1) имеет вид:



Чтобы освободиться от производной по времени в граничном условии (1.1.2) преобразуем уравнение (1.3.1). С этой целью введем новую неизвестную функцию:



Продифференцируем обе части (1.3.1) по переменной :






Отсюда имеем:







Значит, уравнение (1.3.1) примет вид:



Теперь преобразуем граничные условия (1.1.2) и (1.1.3).





Тогда




Условие (1.1.3) преобразуется следующим образом:



Таким образом, задача (1.1.1)-(1.1.3) свелась к следующей задаче относительно функции :
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Известно, что функция:



является фундаментальным решением для уравнения (1.3.3),  – параметр. Здесь и далее  – модифицированная функция Бесселя порядка .
Применяя метод тепловых потенциалов, решение задачи (1.3.3)-(1.3.5) ищем в следующем виде:



Функция (1.4.1) удовлетворяет уравнению (1.3.3) для любых плотностей потенциалов  и . Для их определения будем использовать граничные условия (1.3.4)–(1.3.5).
Преобразуем функцию (1.4.1), для этого вычислим производную :












где мы использовали соотношение



Далее найдем :














Таким образом,



и



Полученные соотношения (1.4.2)-(1.4.3) подставляем в представление решения (1.4.1). Тогда получим интегральное представление решения уравнения (1.3.3):




где
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Потребуем для функция , определяемой равенством (1.4.4), удовлетворения граничных условий (1.3.4)–(1.3.5), что позволит нам определить функции  и .










Отсюда непосредственно определяется одна из искомых плотностей – .



Таким образом,



где




Замечание 1.5.1. Если  – ограничена, то  также ограничена.
Действительно:






Используя значение производной:
















удовлетворим граничное условие (1.3.4):







Отсюда перейдем к пределу . Тогда получим, что







Для вычисления предела обозначим его через  и произведем следующие вычисления.













Таким образом,





или





где




Запишем уравнение (1.5.2) в следующем виде:



где




Замечание 1.5.2. [93, стр.215] Если решение интегрального уравнения


определяется формулой



тогда решение следующего интегрального уравнения



определяется формулой


Согласно данного замечания, будем искать решение следующего уравнения



Отметим следующее свойство ядра , из которого следует, что интегральное уравнение (1.5.6), а вместе с ним и уравнение (1.5.3) являются сингулярными и к ним нельзя применить метод последовательных приближений.

Замечание 1.5.3. Для любого значения 



причем



Для доказательства последних двух равенств воспользуемся следующей леммой.
Лемма 1.5.1. Если , то для всех значений  имеет место неравенство



где , и справедливо равенство



Доказательство. Сперва докажем неравенство (1.5.7). Для этого рассмотрим функцию



Функция  непрерывна на интервале . Если , то учитывая асимптотические равенства




имеем



Если же , то ввиду



получаем



В таком случае функция  является ограниченной при всех значениях переменной , то есть существует некоторая постоянная , что , или



Из этого неравенства находим, что



или



что и требовалось доказать. Теперь докажем равенство (1.5.8). Ввиду оценки (1.5.7) данный интеграл



абсолютно сходится при всех . Рассмотрим интеграл



зависящий от параметра . Для значений  он сходится равномерно, как при , так и при  согласно той же оценки (1.5.7), и потому представляет непрерывную функцию параметра . При  его можно записать в виде разности двух сходящихся интегралов



Имеем




Тогда



Переходя здесь к пределу при , получим требуемый результат (1.5.7). Лемма доказана.
Перейдем к доказательству равенств, указанных в замечании 1.5.3 и описывающих особенность ядра  сингулярных интегральных уравнений (1.5.6) и (1.5.3). Действительно:





Аналогично получим, что:








[bookmark: _Toc111145329]1.6	Характеристическое интегральное уравнение

Будем искать решение следующего “укороченного” интегрального уравнения:



которое в силу замечания 1.5.3 является характеристическим для уравнения (1.5.6).
Замечание 1.6.1. Если будет найдено решение уравнения (1.6.1), то решение уравнения (1.5.6) получим методом регуляризации Карлемана – Векуа.
Произведем замену переменных  и введем новые функции:



тогда уравнение (1.6.1) сведется к следующему интегральному уравнению с разностным ядром относительно неизвестной функции :



где



Замечание 1.6.2. Если , то соответствующее однородное характеристическое уравнение



имеет ненулевое решение .
Действительно, пусть , тогда





Применим преобразование Лапласа к обеим частям уравнения (1.6.2). Тогда решение уравнения (1.6.2) запишется в следующем виде [93, С. 499]:



где


Для того, чтобы найти изображение функции  воспользуемся:
1) формулой (29.169) [94, P. 350];
2) свойством: пусть , тогда  [95, С. 506]. Тогда имеем:



Для вычисления этого интеграла воспользуемся формулой (1.12.4.3) [96, С. 44]:















где мы использовали следующие соотношения:






Таким образом, получим:




или



где
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Найдем оригинал выражения . Для удобства вычислений введем обозначение  и найдем оригинал выражения



Затем воспользуемся свойствами:
1) Если , тогда



2) Если, тогда



Пусть  – нули функции , тогда [95, С.519]:



Найдем производную выражения :








Таким образом, получим, что



Тогда



где



Замечание 1.7.1. [97, С.941] Чтобы определить нули функции , используем равенство , где  – функция Бесселя – цилиндрическая функция первого рода. Функция  при любом действительном  имеет бесконечное множество действительных корней; при  все ее корни действительны и равны .
Тогда из равенства (1.7.1) и свойств изображений 1) и 2)получим:



[bookmark: _Toc111145331]1.8	Оценка резольвенты 

Докажем справедливость следующей леммы.
Лемма 1.8.1. Для резольвенты  справедлива оценка


Доказательство.






Оценим сумму :





















где  – функция Бесселя (цилиндрическая функция первого рода),  – функция Неймана (цилиндрическая функция второго рода), ,  – функции Ханкеля первого и второго рода (цилиндрические функции третьего рода). Тогда получим:



Лемма доказана.
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Мы нашли решение уравнения (1.6.2), которое имеет вид



Произведем обратные замены


и запишем решение характеристического уравнения (1.6.1) в следующем виде:



Для сходимости последнего интеграла, необходимо, чтобы



Тогда решение характеристического уравнения (1.6.1)запишем в виде



где


Справедливость последнего неравенства следует из Леммы 1.8.1.
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	Теорема 1.10.1. Исходное интегральное уравнение (1.5.6), а вместе с ним и уравнение (1.5.3) для любой функции  имеет единственное решение в классе функций



которое может быть найдено методом последовательных приближений.
Доказательство. Для решения исходного “полного” интегрального уравнения (1.5.6) представим его в виде



Считая правую часть уравнения (1.5.6) временно известной, запишем его решение:




Тогда, согласно замечанию 1.5.2, решение исходного “полного” интегрального уравнения (1.5.3) 




запишем в следующем виде:





Предварительно введем новую функцию



Тогда (1.10.2) примет следующий вид:




Изменим порядок интегрирования в повторном интеграле и, затем, поменяем ролями переменные  и :



Тогда уравнение (1.10.2) примет вид:



где


Используя (1.9.1), получим, что ядро  интегрального уравнения (1.10.3) имеет слабую особенность, так как для него справедлива оценка



Действительно:










Оценим первое слагаемое





Оценим второе слагаемое








Рассмотрим функцию



при



Данная функция монотонно убывает и максимума достигает в точке



Значит,



Таким образом, получим:







где  – Бета-функция. Это означает, что решение интегрального уравнения (1.5.3) можно найти методом Пикара. Теорема доказана.

[bookmark: _Toc111145334]1.11	Решение краевой задачи (1.1.1)-(1.1.3). Доказательство теоремы 1.2.1

Из интегрального представления решения (1.5.1) краевой задачи (1.3.3)–(1.3.5) имеем



где




и




Оценим первое слагаемое, учитывая, что :




Тогда имеем:








Таким образом



или с учетом (1.3.2)





Оценим второе слагаемое, учитывая, что . С учетом (1.3.2) будем иметь:








Отсюда следует справедливость основного результата – теоремы 1.2.1.
Замечание 1.11.1. [98] Если , то однородная задача 




сводится к однородномуинтегральному уравнению



где



имеет ненулевое решение вида




[bookmark: _Toc111145335]2	Двумерная граничная задача теплопроводности вне конуса со специальными граничными условиями

В данном разделе рассматривается краевая задача теплопроводности вне конуса. При этом граничное условие содержит производную по временной переменной. Особенность рассматриваемой задачи состоит именно в наличии подвижной границы и вырождения области решения в начальный момент времени в точку. Краевая задача теплопроводности вне конуса методом тепловых потенциалов редуцирована к псевдо-Вольтерровому интегральному уравнению. Для него построено характеристическое интегральное уравнение и найдено его явное решение. Показано, что однородное интегральное уравнение, соответствующее характеристическому уравнению, к которому редуцируется исходная краевая задача, имеет ненулевое решение. Используя оценку резольвенты характеристического уравнения, методом регуляризации Карлемана-Векуа найдено решение исходного интегрального уравнения.
Результаты, изложенные в данном разделе, опубликованы в работе диссертанта с соавторами [84].

[bookmark: _Toc111145336]2.1	Постановка граничной задачи

В области  необходимо найти неизвестную функцию , удовлетворяющую уравнению (2.1.1):



граничным условиям (2.1.2)-(2.1.2а):




начальному условию (2.1.3):



и ограниченную на бесконечности, где . Условие (2.1.2а) равномерно по  и, в дальнейшем, обеспечивается классом решений .

[image: ]
Рис. 2.1.1 Область 

Замечание 2.1.1. Решением задачи (2.1.1)–(2.1.3) при , то есть решением полной однородной задачи может быть только константа.

[bookmark: _Toc111145337]2.2	Основной результат

Теорема 2.2.1. Если выполнено условие , то граничная задача (2.1.1)–(2.1.3) имеет решение .

[bookmark: _Toc111145338]2.3	Преобразование граничной задачи

Произведем некоторые преобразования задачи (2.1.1)–(2.1.3), введя новую неизвестную функцию:



Тогда с учетом (2.3.1), задача (2.1.1)–(2.1.3) сведется к следующей:





[bookmark: _Toc111145339]2.4	Интегральное представление решения задачи (2.3.2)–(2.3.4) с помощью тепловых потенциалов

Решение задачи (2.3.2)–(2.3.4) ищем в виде теплового потенциала простого слоя:



где функция



является фундаментальным решением для уравнения (2.3.2),  – параметр. Здесь и далее  – модифицированная функция Бесселя порядка . Функция (2.4.1) удовлетворяет уравнению (2.3.2) для любой плотности  из класса



[bookmark: _Toc111145340]2.5	Сведение граничной задачи (2.3.2)–(2.3.4) к псевдо-Вольтерровому интегральному уравнению

Используя значение производной:





где введено обозначение , и удовлетворяя граничное условие (2.3.3) получим псевдо-Вольтерровое интегральное уравнение относительно искомой плотности :





где



Запишем уравнение (2.5.1) в следующем виде:




где




Замечание 2.5.1. [93, стр.215] Если решение интегрального уравнения


определяется формулой



тогда решение следующего интегрального уравнения



определяется формулой



Согласно данного замечания будем искать решение следующего уравнения



Отметим следующее свойство ядра , из которого следует, что интегральное уравнение (2.5.5), а вместе с ним и уравнение (2.5.2) являются сингулярными и к ним нельзя применить метод последовательных приближений.
Замечание 2.5.2. Для любого значения 



Причем



[bookmark: _Toc111145341]2.6	Характеристическое интегральное уравнение

Для того, чтобы найти решение интегрального уравнения (2.5.5), вначале будем искать решение следующего “укороченного” интегрального уравнения:



которое в силу замечания 2.5.2 является характеристическим для уравнения (2.5.5).
Замечание 2.6.1. Если будет найдено решение уравнения (2.6.1), то решение уравнения (2.5.5) получим методом регуляризации Карлемана – Векуа.
Произведем замену переменных  и введем новые функции:



тогда уравнение (2.6.1) сведется к следующему интегральному уравнению с разностным ядром относительно неизвестной функции :



где



Введем соответствующие односторонние функции для  и  по формулам:



а для функции  согласно формулам:



Тогда уравнение (2.6.2) запишется в следующем виде:




Уравнение (2.6.3), определенное на всей действительной оси, при  совпадает с уравнением (2.6.2) и, как будет показано ниже, решение уравнения (2.6.3) не зависит от способа доопределения уравнения на отрицательной полуоси, т.е. не зависит от функции .
Теорема 2.6.1. [99] Интегралы Фурье правой и левой односторонних функций есть краевые значения функций, аналитических соответственно в верхней и нижней полуплоскостях.
Применяя преобразование Фурье к уравнению (2.6.3), получим



где прописными буквами обозначены соответствующие образы Фурье. При выполнении условия



из (2.6.4) получаем следующую краевую задачу Римана:


где



Вычислим :





Тогда



Коэффициент задачи Римана



имеет простые полюсы в точках . Задача Римана (2.6.6) имеет индекс равный числу нулей функции  в нижней полуплоскости, включая саму ось, т.е. равен 1.  – это главная часть разложения функции  по степеням . Тогда



будет функцией, оригинал которой равен нулю при .
Теперь равенство (2.6.6) можно представить в виде



Переходя в соотношении (2.6.7) к оригиналам при , получим общее решение интегрального уравнения (2.6.2):



Отметим, что  является решением соответствующего однородного уравнения



Здесь  есть сужение на отрицательную полуось оригинала образа Фурье  и определяется согласно теории вычетов. Замкнув контур интегрирования верхней полуокружностью и используя теорию вычетов и лемму Жордана, будем иметь:



[bookmark: _Toc111145342]2.7	Оценка резольвенты 

Докажем справедливость следующей леммы.
Лемма 2.7.1. Для резольвенты  (2.6.8) справедливаоценка



Доказательство.






Оценим сумму :





















где  – функция Бесселя (цилиндрическая функция первого рода),  – функция Неймана (цилиндрическая функция второго рода), ,  – функции Ханкеля первого и второго рода (цилиндрические функции третьего рода). Тогда получим:



Лемма доказана.

[bookmark: _Toc111145343]2.8	Решение “характеристического” уравнения

Мы нашли решение уравнения (2.6.2), которое имеет вид



Произведем обратные замены



и запишем общее решение характеристического уравнения (2.6.1) в следующем виде:



Для сходимости последнего интеграла, необходимо, чтобы



Тогда решение характеристического уравнения (2.6.1)запишем в виде



где



Справедливость последнего неравенства следует из Леммы 2.7.1.

Замечание 2.8.1. Так как  является решением однородного уравнения



то



является решением однородного уравнения



Решение (2.8.1) не принадлежит классу (2.4.2).

[bookmark: _Toc111145344]2.9	Решение “полного” интегрального уравнения. Метод регуляризации Карлемана–Векуа

Теорема 2.9.1. Исходное интегральное уравнение (2.5.5) для любой функции  имеет единственное решение в классе функций



которое может быть найдено методом последовательных приближений.
Доказательство. Для решения исходного “полного” интегрального уравнения (2.5.5) представим его в виде



Считая правую часть уравнения (2.5.5) временно известной, запишем его решение:




Тогда, согласно замечанию 2.5.1, решение исходного “полного” интегрального уравнения (2.5.2) 




запишем в следующем виде:





Предварительно введем новую функцию



Тогда (2.9.3) примет следующий вид:




Изменим порядок интегрирования в повторном интеграле и, затем, поменяем ролями переменные  и :



Тогда уравнение (2.9.3) примет вид:



где


Используя (2.8.1), получим, что ядро  интегрального уравнения (2.9.4) имеет слабую особенность, так как для него справедлива оценка



Это означает, что решение интегрального уравнения (2.5.2) можно найти методом Пикара. Теорема доказана.

[bookmark: _Toc111145345]2.10	Решение краевой задачи (2.1.1)–(2.1.3). Доказательство теоремы 2.2.1

Из интегрального представления решения (2.4.1) краевой задачи (2.3.2)–(2.3.4) и учитывая, что



имеем





Оценим , учитывая, что :




Найдем последний интеграл:






Тогда имеем:







Таким образом



Отсюда следует справедливость основного результата – теоремы 2.2.1.


[bookmark: _Toc111145346]3	Двумерная граничная задача теплопроводности в конусе со специальными граничными условиями при 

В данном разделе рассматривается краевая задача, аналогичная задаче раздела 1, но для частного случая . Такая задача требует отдельного исследования, так как в этом случае результаты раздела 1 нельзя использовать, при  не выполняется непрерывность по индексу. Особенностью задачи является то, что граничные условия содержат производную по временной переменной, такого рода задачи на практике, как отмечено ранее, возникают при наличии условия сосредоточенной теплоемкости. Доказана теорема о разрешимости краевой задачи в весовых пространствах существенно ограниченных функций. Исследованы вопросы разрешимости псевдо-Вольтеррового интегрального уравнения, к которому редуцирована исходная задача. Показано, что однородное интегральное уравнение, соответствующее характеристическому уравнению имеет ненулевое решение. Для решения полученного псевдо-Вольтеррового интегрального уравнения применяется метод равносильной регуляризации Карлемана-Векуа.
Результаты, изложенные в данном разделе, опубликованы в работах диссертанта с соавторами [81], [86], [89].

[bookmark: _Toc111145347]3.1	Постановка граничной задачи и ее преобразование

В области  рассмотрим следующую граничную задачу:





Замечание 3.1.1. Решением задачи (3.1.1)–(3.1.3) при , то есть решением полной однородной задачи может быть только константа.

[bookmark: _Toc111145348]3.2	Основной результат

Теорема 3.2.1. Если выполнены условия , , то граничная задача (3.1.1)-(3.1.3) имеет решение .

[bookmark: _Toc111145349]3.3	Преобразование граничной задачи

Чтобы освободиться от производной по времени в граничном условии (3.1.2) сделаем некоторые преобразования. С этой целью введем новую неизвестную функцию:



Продифференцируем обе части (3.1.1) по переменной :





Отсюда имеем:





Значит, уравнение (3.1.1) примет вид:



Теперь преобразуем граничные условия (3.1.2) и (3.1.3).




Тогда




Условие (3.1.3) преобразуется следующим образом:



Таким образом, задача (3.1.1)-(3.1.3) свелась к следующей задаче относительно функции :





[bookmark: _Toc111145350]3.4	Интегральное представление решения задачи (3.3.3)-(3.3.5) с помощью тепловых потенциалов

Известно, что функция:



является фундаментальным решением для уравнения (3.1.1),  – параметр. Здесь и далее  – модифицированная функция Бесселя порядка .
Применяя метод тепловых потенциалов, решение задачи (3.3.3)-(3.3.5) ищем в следующем виде:



Функция (3.4.1) удовлетворяет уравнению (3.3.3) для любых плотностей потенциалов  и . Для их определения будем использовать граничные условия (3.3.4)–(3.3.5).
Преобразуем функцию (3.4.1), для этого вычислим производную :















где мы использовали соотношение



Введем следующие обозначения:





где



Тогда:



Далее найдем



Вычислим отдельно пределы каждого слагаемого:











Таким образом,




и



Подставляя полученные соотношения (3.4.2)-(3.4.3) в представление решения (3.4.1), получим интегральное представление решения уравнения (3.3.3):




где



[bookmark: _Toc111145351]3.5	Сведение граничной задачи (3.3.3)-(3.3.5) к псевдо-Вольтерровому интегральному уравнению

Потребуем для функция , определяемой равенством (3.4.4), удовлетворения граничных условий (3.3.4)–(3.3.5), что позволит нам определить функции  и .











где мы использовали асимптотическое представление интегральной показательной функции [97, C. 939]



Отсюда непосредственно определяется одна из искомых плотностей – .



Таким образом,



где




Используя значение производной:













удовлетворим граничное условие (3.3.4):







Отсюда перейдем к пределу . Тогда получим, что







Обозначим последний предел через  и найдем его.















где мы использовали асимптотическое представление функции Бесселя нулевого порядка



Таким образом,





или





где




Запишем уравнение (3.5.2) в следующем виде:




где




Замечание 3.5.2. [93, стр.215] Если решение интегрального уравнения


определяется формулой



тогда решение следующего интегрального уравнения



определяется формулой



Согласно данного замечания, будем искать решение следующего уравнения



Отметим следующее свойство ядра , из которого следует, что интегральное уравнение (3.5.6), а вместе с ним и уравнение (3.5.3) являются сингулярными и к ним нельзя применить метод последовательных приближений.

Замечание 3.5.3. Для ядра интегрального уравнения (3.5.6) справедливо



Действительно:
















[bookmark: _Toc111145352]3.6	Характеристическое интегральное уравнение

Будем искать решение следующего “укороченного” интегрального уравнения:



которое в силу замечания 3.5.3 является характеристическим для уравнения (3.5.6).
Замечание 3.6.1. Если будет найдено решение уравнения (3.6.1), то решение уравнения (3.5.6) получим методом регуляризации Карлемана – Векуа.
Произведем замену переменных  и введем новые функции:



тогда уравнение (3.6.1) сведется к следующему интегральному уравнению с разностным ядром относительно неизвестной функции :



где



[bookmark: _Toc111145353]3.7	Решение однородного характеристического уравнения

Уравнение (3.6.2) принципиальным образом отличается от уравнений Вольтерра второго рода, для которых решение существует и единственно. Решение соответствующего однородного уравнения




в общем случае, может быть и нетривиальным. Собственные функции интегрального уравнения (3.7.1) определяются корнями следующего трансцендентного уравнения [93, стр 569] относительно параметра :



В нашем случае уравнение (1.5.2) примет вид [94, (29.169), 350 стр]:



где  – функции Макдональда. Для вычисления этого интеграла воспользуемся формулой (1.12.4.3) [96, С. 44]:














где мы использовали следующие соотношения:






Таким образом, получим, что



Предположим, что . Согласно определению функции Бесселя мнимого аргумента


где  – функции Бесселя. Известно, что  имеет бесчисленное множество корней и все ее корни действительны [100, С. 525], т.е. , где . Отсюда , что противоречит условию .
Значит, необходимо найти корни уравнения



Данное уравнение имеет единственный действительный корень , это означает, что уравнение (3.7.1) имеет ненулевое решение . Тогда, возвращаясь к старым переменным , получим, что однородное интегральное уравнение, соответствующее уравнению (3.6.1), имеет собственную функцию:
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Применим преобразование Лапласа к обеим частям уравнения (3.6.2). Тогда решение уравнения (3.6.2) запишется в следующем виде [93, С. 499]:



где



Для того, чтобы найти изображение функции  воспользуемся:
3) формулой (29.169) [94, P. 350];
4) свойством: пусть , тогда  [95, С. 506]. Тогда имеем:




Тогда получим:




или



где
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Найдем оригинал выражения . Для удобства вычислений введем обозначение  и найдем оригинал выражения



Затем воспользуемся свойствами:
1) Если , тогда



2) Если , тогда



Пусть  – нули функции , тогда [95, С.519]:



Найдем производную выражения :






Таким образом, получим, что



Тогда



где



Замечание 3.9.1. [97, С.941] Чтобы определить нули функции , используем равенство , где  – функция Бесселя – цилиндрическая функция первого рода. Функция  при любом действительном  имеет бесконечное множество действительных корней; при  все ее корни действительны и равны .
Тогда из равенства (3.9.1) и свойств изображений 1) и 2)получим:
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Докажем справедливость следующей леммы.
Лемма 3.10.1. Для резольвенты  справедлива оценка



Доказательство.






Оценим сумму :






















где  – функция Бесселя (цилиндрическая функция первого рода),  – функция Неймана (цилиндрическая функция второго рода), ,  – функции Ханкеля первого и второго рода (цилиндрические функции третьего рода). Тогда получим:



Лемма доказана.
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Мы нашли решение уравнения (3.7.1), которое имеет вид



Произведем обратные замены



и запишем решение характеристического уравнения (3.6.1) в следующем виде:



Для сходимости последнего интеграла, необходимо, чтобы



Тогда решение характеристического уравнения (3.6.1) запишем в виде



где



Справедливость последнего неравенства следует из Леммы 3.10.1.
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	Теорема 3.12.1. Исходное интегральное уравнение (3.5.6), а вместе с ним и уравнение (3.5.3) для любой функции  имеет единственное решение в классе функций



которое может быть найдено методом последовательных приближений.
Доказательство. Для решения исходного “полного” интегрального уравнения (3.5.6) представим его в виде



Считая правую часть уравнения (3.5.6) временно известной, запишем его решение:




Тогда, согласно замечанию 3.5.2, решение исходного “полного” интегрального уравнения (3.5.3) 



запишем в следующем виде:





Предварительно введем новую функцию



Тогда (3.12.2) примет следующий вид:




Изменим порядок интегрирования в повторном интеграле и, затем, поменяем ролями переменные  и :



Тогда уравнение (3.12.2) примет вид:



где


Используя (3.11.1), получим, что ядро  интегрального уравнения (3.12.3) имеет слабую особенность, так как для него справедлива оценка



Это означает, что решение интегрального уравнения (3.5.3) можно найти методом Пикара. Теорема доказана.
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Из интегрального представления решения (3.5.1) краевой задачи (3.3.3)–(3.3.5) имеем



где




и



Оценим первое слагаемое, учитывая, что :









или



Оценим второе слагаемое, учитывая, что . С учетом (3.3.1) будем иметь:





Отсюда следует справедливость основного результата – теоремы 3.2.1.
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В диссертационной работе в весовых классах существенно ограниченных функций исследованы граничные задачи теплопроводности в нецилиндрической области, представляющей собой перевернутый конус. Также граничные задачи исследованы вне конуса. Особенность такого рода задач состоит в наличии границы, движущейся со временем, и вырождающейся области решения в начальный момент времени. Исследованы вопросы разрешимости псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений, к которым редуцированы исходные задачи. Показано, что в некоторых случаях соответствующие однородные псевдо-Вольтерровые интегральные уравнения имеют ненулевые решения. Для решения полученных псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений применяется метод регуляризации Карлемана-Векуа.
Основные результаты, касающиеся вопросов разрешимости граничных задач для параболического уравнения в областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени, с динамическими граничными условиями на подвижной границе сводится к следующему:
1) даны постановки новых граничных задач с динамическими граничными условиями для уравнений теплопроводности в областях, вырождающихся в начальный момент времени, с границами, движущимися со временем;
2) определены пространства решений задач и заданных функций;
3) выполнено преобразование исходных задач;
4) произведена редукция граничных задач к псевдо-Вольтерровым интегральным уравнениям;
5) доказаны теоремы о разрешимости псевдо-Вольтерровых интегральных уравнений, построены их резольвенты;
6) доказаны теоремы о разрешимости исходных граничных задач.
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