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Актуальность темы исследования. Широкий класс практических задач сводится к решению дифференциальных уравнений с неограниченными коэффициентами, заданных на всей числовой прямой. В настоящей работе основным объектом исследования является сингулярное дифференциальное уравнение второго порядка вида



где ,  — положительная и дважды непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывная функция, , . В случае , , уравнение (1) является линейным. Если же указанные коэффициенты зависят также от искомой функции  (, ), то уравнение (1) является нелинейным дифференциальным уравнением. Сингулярность уравнения (1) означает, что оно задано в некомпактной области, а его коэффициенты могут быть неограниченными функциями.
В случае, когда , уравнение (1) представляет собой сингулярное уравнение Штурма-Лиувилля, которое находит применение в квантовой механике, теоретической физике и в других областях наук и имеет хорошо развитую теорию [1]. Эта теория систематизированно изложена в монографиях Э. Ч. Титчмарша, Б. М. Левитана и И. С. Саргсяна, А. Г. Костюченко и И. С. Саргсяна, М. Рида и Б. Саймона, М. Отелбаева, К. Т. Мынбаева и М. Отелбаева, Б. Эверитта, М. Наймарка, М. Федорюка [2–10]. Относительно малоисследованным в теории уравнений (1) считается случай, когда коэффициент  при первой производной искомого решения является неограниченным. В этом случае, вообще говоря, теория уравнений 
Штурма-Лиувилля не применима. В диссертационной работе рассматриваются вопросы разрешимости, единственности решения, а также установления гладкостных свойств решений уравнения (1) с быстрорастущей функцией .
К уравнению вида (1) с неограниченным коэффициентом , а также его многомерным обобщениям сводятся задачи стохастического анализа и стохастических дифференциальных уравнений. Их известными представителями являются уравнения Орнштейна-Уленбека и 
Фоккера-Планка-Колмогорова, которые активно изучаются начиная с первой половины двадцатого века [11–14]. В теории броуновского движения частиц промежуточный и старший коэффициенты  и  представляют, соответственно, такие параметры движения, как смещение и ковариационная матрица [15]. Одной из важных задач является нахождение новых более общих классов ковариационных матриц, включая случай вырождения уравнения, при котором (1) остаётся корректно разрешимым.
Помимо этого, в приложениях широко известны проекционные методы (например, преобразования Фурье или Лапласа), которые сводят изучение некоторых уравнений в частных производных к обыкновенным дифференциальным уравнениям, в частности, к уравнению (1). Поэтому настоящее исследование касается и уравнений в частных производных, заданных в неограниченной области.
Одним из основополагающих свойств решения дифференциального уравнения (1) является его так называемая -максимальная регулярность, то есть выполнение оценки



c некоторой постоянной , не зависящей от искомой функции , здесь  — норма пространства . При этом неравенство (2) называют коэрцитивной оценкой или оценкой -максимальной регулярности решения уравнения (1). В этом случае, соответствующий уравнению (1) дифференциальный оператор  называется разделимым в пространстве . Для оператора Штурма-Лиувилля термин «разделимость» введен Б. Эвериттом и М. Гирцем [16]. Эффективные условия разделимости оператора Штурма-Лиувилля и некоторых общих классов эллиптических операторов установлены в работах М. Отелбаева, О. Д. Апышева, К. Х. Бойматова, Р. Ойнарова, М. Б. Муратбекова [17–21]. В них, помимо других преимуществ, не накладываются ограничения на какие-либо производные коэффициентов операторов. Представляет интерес доказательство 
-максимальной регулярности решения уравнения (1), когда  быстро растёт и не подчиняется росту других коэффициентов, которое было проведено в данном диссертационном исследовании.
Важной для дифференциальных уравнений также является задача изучения фредгольмовости операторов. Фредгольмовы операторы хорошо изучены и имеют богатую теорию, аналогичную теории интегральных операторов второго рода. Одним из характеристик близости заданного ограниченного оператора к фредгольмовому является его так называемый радиус фредгольмовости [22].
В середине XX века было получено следующее ключевое утверждение, доказанное А. М. Молчановым [23] для оператора Штурма-Лиувилля



Для того чтобы обратный к  оператор  был компактным в пространстве , необходимо и достаточно, чтобы при каждом  коэффициент  удовлетворял условию



Обобщение данного результата для довольно общих классов эллиптических операторов с негладкими и колеблющимися коэффициентами было получено в работах [18–20, 24, 25]. В настоящей работе вопрос об оценке радиуса фредгольмовости и условия компактности изучаются для резольвенты  уравнения (1) в случае неограниченного коэффициента .
Научная новизна и важность полученных результатов. Главное отличие рассматриваемого уравнения (1) от ранее исследованных сингулярных дифференциальных уравнений второго порядка состоит в том, все его коэффициенты ,  и  являются не ограниченными, а коэффициент  при первой производной не подчиняется старшему и младшему коэффициентам уравнения.
Отметим, что в работах [2–10] рассмотрен случай, когда в (1) , а рост коэффициента  на бесконечности ограничен некоторой положительной степенью . В [15, 26–35], а также посвящённых многомерным обобщениям уравнения (1) работах предполагается, что промежуточный коэффициент  может расти на бесконечности не быстрее чем .
Вопрос о разрешимости уравнения (1) в случае, когда  растёт быстрее  и не зависит от , а функция  предполагается отделённой от нуля и ограниченной, ранее изучался в [36–39], см. также [40–42]. В настоящей диссертационной работе в отличие от них рассмотрен случай, когда коэффициент  может стремиться к нулю при  или при , то есть, когда уравнение (1) является вырождающимся. В упомянутых выше работах [15, 26–35] уравнение (1), наряду с ограничительными условиями на коэффициент , было исследовано при .
Изучение уравнения (1) в рассматриваемых нами случаях требует привлечения качественно новых методов и средств исследования. В настоящей работе, в частности, выясняется, что рост коэффициента  позволяет сильно ослабить ограничения на коэффициент , например  может менять знак и стремиться к  с определённой скоростью [36, 37], при этом скорость стремления  к  зависит от порядка роста . Напомним, что при изучении сингулярного уравнения Штурма-Лиувилля (случай ,  в (1)) обычно требуют выполнения неравенства  при некотором  [8]. Для уравнения (1) с неограниченным  такое условие не обязательно.
Целью настоящей работы является расширение классов коэффициентов ,  и , при которых уравнение (1) продолжает иметь надлежащие свойства разрешимости и гладкости решения, а также установление спектральных свойств связанного с уравнением (1) сингулярного дифференциального оператора второго порядка .
Задачи диссертационного исследования:
· нахождение условий существования и единственности решения линейного уравнения (1) в пространстве  ;
· установление условий максимальной регулярности решения линейного уравнения (1);
· установление спектральных и аппроксимативных свойств линейного оператора , соответствующего уравнению (1);
· нахождение условий разрешимости нелинейного уравнения (1).
В диссертационной работе использованы следующие методы исследования:
· методы априорных оценок и локализации,
· теория операторов с замкнутой областью значений,
· теория Шаудера,
а также использованы весовые неравенства типа Харди и аппарат средних функций М. Отелбаева.
Основные положения, выносимые на защиту и результаты исследования. На защиту вынесены следующие основные результаты диссертационного исследования:
· найдены достаточные условия корректной разрешимости линейного уравнения (1) в пространстве  ;
· для достаточно широкого класса линейных уравнений вида (1) доказана -максимальная регулярность решения ;
· найдены достаточные условия корректной разрешимости линейного уравнения (1) в пространстве  в случае, когда коэффициенты  и  являются сильно колеблющимися функциями;
· получены двусторонние оценки радиуса фредгольмовости резольвенты  линейного оператора , порождающего (1), в пространстве , 
;
· установлен критерий компактности резольвенты линейного оператора  в случае  в пространстве , ;
· получены достаточные условия разрешимости и -максимальной регулярности решения нелинейного уравнения (1).
Апробация полученных результатов. Результаты диссертационного исследования докладывались на следующих научных конференциях:
· XV Международная научная конференция студентов, магистрантов и молодых ученых «Ломоносов – 2019», г. Нур-Султан, 2019 г.;
· Международная научная конференция «Теоретические и прикладные вопросы математики, механики и информатики», посвящённая 
70-летию д.ф.-м.н., профессора Рамазанова М. И., г. Караганда, 2019 г.;
· Международная конференция «Actual problems of analysis, differential equations and algebra (EMJ–2019)», г. Нур-Султан, 2019 г.;
· XV Международная научная конференция студентов и молодых ученых «Ǵylym jáne bіlіm-2020», г. Нур-Султан, 2020 г.;
· Традиционная международная апрельская математическая конференция, г. Алматы, 2020, 2021 гг.;
· Международная научно-практическая конференция «Проблемы современной фундаментальной и прикладной математики», посвященная 30-летию независимости Республики Казахстан и 
20-летию Казахстанского филиала МГУ имени М. В. Ломоносова,
г. Нур-Султан, 2021 г.
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 11 работах, из которых 1 статья [43] — в рейтинговом журнале Turkish Journal of Mathematics, входящем в квартиль Q3 базы данных Web of Science, 3 статьи 
[44–46] — в изданиях, рекомендованных Комитетом по обеспечению качества в сфере образования и науки Министерства образования и науки Республики Казахстан, 7 работ [47–53] — в материалах международных научных конференций. В совместных публикациях научному консультанту К. Н. Оспанову принадлежат постановки задач исследования, а формулировки и доказательства основных утверждений проведены соискателем самостоятельно.
Тема диссертационного исследования соответствует приоритетному направлению развития «Научные исследования в области естественных наук», специализированное научное направление «Фундаментальные и прикладные исследования в области математики и механики». Часть результатов диссертации вошли в заключительный отчет по грантовому проекту AP05131649 «Эллиптические уравнения со смещением: регулярность и аппроксимативные свойства решений» (2020 г.), а также в промежуточный отчет за 2020 г. по проекту АР08856281 «Нелинейные эллиптические уравнения с неограниченными коэффициентами».
Структура и объём диссертации. Диссертационная работа изложена на 83 страницах и состоит из введения, двух разделов, разбитых на подразделы, заключения и списка использованных источников. Нумерация формул и утверждений состоит из трёх индексов, первый из которых показывает номер раздела, второй — номер подраздела, а третий — собственный номер формулы или утверждения в данном подразделе. Список использованных источников включает 63 наименования.
Следует отметить, что, если не оговорено противное, обозначения в конкретном подразделе распространяются только на этот подраздел. Через  (иногда с нижним индексом) обозначаются положительные постоянные, которые являются различными в различных местах диссертационной работы.
Краткое содержание диссертационной работы. Первый раздел посвящён изучению разрешимости и свойств решений линейного дифференциального уравнения (1), то есть случаю  и .
В подразделе 1.1 приведены известные определения и утверждения, которые используются в дальнейшем. В подразделе 1.2 рассматривается уравнение



где ,  — положительная и дважды непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывная функция, , .
Пусть дифференциальный оператор  определён на множестве  дважды непрерывно дифференцируемых функций с компактным носителем. Обозначим через  замыкание оператора  в пространстве . Решением уравнения (3) назовём функцию  такую, что . 
Для заданных непрерывных функций  и  положим







Сначала рассматривается уравнение



где . Определим оператор  на множестве  и обозначим через  замыкание оператора  в пространстве . Решением уравнения (4) будем называть функцию  такую, что .
Для уравнения (4) имеют место следующие теоремы 1 и 2.
Теорема 1. Пусть ,  — дважды непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывно дифференцируемая функция и выполнены следующие условия:





и пусть найдётся такое , что



Тогда уравнение (4) для любой правой части  имеет единственное решение  и для  справедлива оценка



Пример 1. Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение в 



где , , 



Легко убедиться, что коэффициенты (5) удовлетворяют условиям теоремы 1. Следовательно, уравнение (5) однозначно разрешимо и для решения  верна оценка



Отметим, что  и , то есть уравнение (5) вырождается в окрестности .
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, , а также существует постоянная  такая, что



Тогда для решения  уравнения (4) справедлива оценка



Основным результатом подраздела 1.2 является следующая теорема.
Теорема 3. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 2, а  — непрерывная функция такая, что  Тогда для любой правой части  уравнение (3) имеет единственное решение  и для  справедливо неравенство



где  зависит только от  и .
Пример 2. Рассмотрим в  следующее уравнение



Коэффициенты уравнения (7) удовлетворяют условиям теоремы 3, поэтому указанное уравнение для любого  имеет единственное решение , и для  выполнена следующая оценка



В подразделе 1.3 в пространстве  рассматривается следующее уравнение 



Предполагаем, что  и  — гладкие функции, а .
Пусть  является замыканием в пространстве  следующего оператора  c . Решением уравнения (8) называется функция  из , удовлетворяющая равенству .
Справедлива следующая теорема.
Теорема 4. Пусть  — дважды непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывно дифференцируемая функция и 



Тогда уравнение (8) для любой правой части  имеет единственное решение  и для  справедлива оценка



где  — норма .
Заметим, что в отличие от теоремы 2 в теореме 4 условие (6) на колебания коэффициентов  и  не налагается. Разделимость операторов 
Штурма-Лиувилля и Шредингера без условий на колебание их коэффициентов была доказана в работах [54] и [20].
Далее в этом же подразделе исследуется следующее более общее уравнение



Считается, что функции ,  удовлетворяют условиям теоремы 4, а . Через  обозначим замыкание в норме  оператора  с областью определения 
. Решением уравнения (9) назовём элемент  такой, что . Доказана следующая теорема.
Теорема 5. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 4, а  — непрерывная и ограниченная функция. Тогда уравнение (9) для любого  имеет единственное решение  и для  выполнена оценка -максимальной регулярности



Подраздел 1.4 посвящён изучению уравнения (3) в случае, когда коэффициенты  и  не удовлетворяют условиям (6), то есть являются сильно колеблющимися.
Пусть  и  — некоторые действительные непрерывные функции. Введём обозначение







Теорема 6. Пусть  — дважды непрерывно дифференцируемая, а  — непрерывно дифференцируемая функции, для которых выполнены условия теоремы 1 при  и условия



где  — непрерывная функция и . Тогда для любого 
 уравнение (3) имеет единственное решение  и для  справедлива следующая оценка 



Пример 3. Рассмотрим уравнение с сильно колеблющимися коэффициентами





Нетрудно проверить, что коэффициенты уравнения (10) удовлетворяют условиям теоремы 6. Следовательно, для любого  уравнение (10) имеет единственное решение  и для  справедлива оценка максимальной регулярности





Второй раздел диссертации посвящён спектральным и аппроксимационным вопросам, связанным с линейным уравнением (3), а также изучению нелинейного случая уравнения (1), то есть случая , 
. Кратко изложим результаты раздела.
Определение 1. Радиусом фредгольмовости ограниченного оператора  называют следующую величину



где  — множество всех компактных в  операторов.
В подразделе 2.1 получены оценки радиуса фредгольмовости резольвенты  оператора , полученного замыканием в  дифференциального оператора второго порядка



определённого в .
Теорема 7. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 3. Тогда существует постоянная  такая, что для радиуса фредгольмовости  резольвенты  оператора  справедливы следующие оценки:



С помощью этой теоремы в подразделе 2.2 доказан следующий критерий компактности резольвенты оператора .
Теорема 8. Пусть выполняются условия теоремы 3. Тогда резольвента  компактна в  тогда и только тогда, когда 



Подраздел 2.3 посвящён изучению в пространстве  нелинейного уравнения



Для непрерывных функций двух переменных  и  положим







Определение 2. Решением уравнения (11) будем называть элемент , если существует последовательность  дважды непрерывно дифференцируемых функций такая, что



для каждой функции 
Основным результатом данного подраздела является следующее утверждение.
Теорема 9. Пусть  дважды непрерывно дифференцируема и ограничена,  непрерывно дифференцируема,  непрерывна в  и выполнены следующие условия:





найдётся такое , что



для каждого 





Тогда для любой правой части  уравнение (11) имеет решение  и для  справедливо соотношение 
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В данном разделе исследуются достаточные условия корректной разрешимости сингулярного линейного дифференциального уравнения второго порядка в пространстве , , а также получены коэрцитивные оценки его решения. В подразделе 1.1 приведены известные утверждения, которые будут использоваться в дальнейших подразделах. Основные результаты изложены в подразделах 1.2–1.4.
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Следующие теоремы 1.1.1 и 1.1.2 ввиду их значимости для дальнейшего исследования приведём с доказательствами.
Теорема 1.1.1. [55] Пусть , . Тогда существует такая постоянная , что неравенство



справедливо тогда и только тогда, когда 



Более того, если  — наименьшая постоянная, удовлетворяющая равенству (1.1.1), то 



Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно установить неравенство (1.1.2) между  и . Докажем, что . Для случая  покажем, что



Для этого введём функцию  следующим образом 



Согласно неравенству Гёльдера -тая степень левой части (1.1.3) ограничена следующим выражением



По теореме Фубини последнее выражение равно



Далее, выполнив внутреннее интегрирование, очевидно получаем, что интеграл



равен



который в свою очередь, согласно определению , не превосходит следующее выражение



После вычисления внешнего интеграла убеждаемся, что последнее выражение равно



(1.1.6) по определению  ограничено следующим выражением



Далее в (1.1.4) используем то, что величина интеграла (1.1.5) ограничена сверху выражением (1.1.6), поэтому интеграл (1.1.4) не превосходит -тую степень правой части неравенства (1.1.3). Таким образом, неравенство (1.1.3) доказано для .
В случаях  и , для доказательства  необходимо показать, что



Для  соотношение (1.1.7) вытекает из замены порядка интегрирования в левой части неравенства. Если же , то



откуда напрямую следует (1.1.7).
Для доказательства , заметим, что для неотрицательной  уменьшение интервалов интегрирования в (1.1.1) влечёт для  неравенство



Достаточно показать, что



Если  и , то (1.1.9) следует напрямую из (1.1.8) применением подстановки . Если  и
, то оценка (1.1.9) следует из неравенства (1.1.8) при подстановке вместо  характеристической функции множества, в котором , и дальнейшим устремлением в полученном соотношении . Если , (1.1.9) проверяется непосредственно. Если , то существует функция  такая, что  и . Если , то из неравенства (1.1.8) с этой же функцией  следует, что , поэтому оценка (1.1.9) выполняется; если же , то (1.1.9) очевидно верно. Теорема доказана.
Теорема 1.1.2. [55] Если , то существует такая постоянная , что неравенство



справедливо тогда и только тогда, когда



Более того, если  — наименьшая постоянная, удовлетворяющая равенству (1.1.10), то



Доказательство. Сначала допустим, что  и 
 почти всюду на . Пусть  — функция из . Согласно теореме Фубини интеграл


равен следующему выражению



Согласно неравенству Гёльдера последний интеграл ограничен следующим произведением

которое по теореме 1.1.1 ограничено сверху следующим выражением


Далее, из обратного неравенства Гёльдера следует, что . Предельным переходом проверяются случаи, когда  или  равны 0 либо  на множестве положительной меры. Доказательство того, что  проводится аналогично соответствующему доказательству теоремы 1.1.1. Теорема доказана.
Лемма 1.1.1. [18] Пусть функция  удовлетворяет условию  где  — непрерывная функция, стремящаяся к  при . Тогда существует покрытие  пространства  и набор функций , для которых выполнены
а) , , ;
б)  при ;
в)  при ;
г)  содержится в кубе  с ребром, равным  и центром в точке , где ;
д) каждое множество  может пересекаться не более с чем  множествами из семейства .
Определение 1.1.1. Пусть  — линейный оператор, , , где ,  — линейные нормированные пространства, Графиком линейного оператора  называется подмножество  пространства .
Следующие два определения эквивалентны.
Определение 1.1.2. Линейный оператор  называется замкнутым, если его график образует замкнутое линейное подпространство пространства .
Определение 1.1.3. Линейный оператор  называется замкнутым, если из , ,  следует, что  и .
Лемма 1.1.2. Пусть  — полное линейное нормированное пространство,  — линейное нормированное пространство,  — замкнутый линейный оператор с  и для любого  имеет место следующее неравенство



Тогда множество значений  оператора  замкнуто в .
Доказательство. Пусть  — сходящаяся последовательность в , то есть существует  такое, что



Обозначим прообраз  за , то есть , . Так как последовательность  фундаментальна и из (1.1.11) следует, что



поэтому последовательность  также фундаментальна. Вследствие полноты пространства  существует такой элемент , что



Таким образом, из (1.1.12) и (1.1.13) следует, что  — предельная точка графика оператора , откуда, учитывая замкнутость оператора , следует, что точка  принадлежит графику , то есть  и . Таким образом, , то есть  — замкнутое множество. Лемма доказана.
Теорема 1.1.3. [56] Пусть  и  — два банаховых пространства,  — замкнутый оператор, действующий из  в , такой, что . Тогда следующие четыре утверждения эквивалентны:
а) множество  замкнуто в ;
б) множество  замкнуто в ;
в) ;
г) ;
где  и  — ядра операторов  и  соответственно, то есть
, 
Определение 1.1.4. Пространством Гёльдера  с показателем  на множестве  называется множество непрерывных на  функций , удовлетворяющих условию

 образует нормированное пространство. Норма в нём определяется следующим образом:


Примечание. Если условие (1.1.14) выполняется для , то



Следовательно, пространство Гёльдера с показателем  состоит только из постоянных функций. Поэтому пространства Гёльдера рассматриваются для показателя . Также отметим, что пространство  является банаховым при .
Через  обозначается множество функций  таких, что 



для любой функции  из множества  бесконечно дифференцируемых функций с компактным носителем.
Определение 1.1.5. Пусть функции . Функцию  будем называть обобщённой производной функции  в  и обозначать , если для любого  выполнено равенство:



Если у функции  существует обобщённая производная, то она определяется единственным образом с точностью до множества меры нуль.
Определение 1.1.6. Две нормы  и  в пространстве  называются эквивалентными, если существуют такие положительные константы  и , что для любого элемента 



Определение 1.1.7. Пространством Соболева  называется множество функций , имеющих обобщённые производные , с нормой


при , а в случае  — с нормой



Отметим, что норма  эквивалентна следующей норме



 является банаховым пространством, а  является гильбертовым пространством со следующим скалярным произведением:



Определение 1.1.8. Функция  называется абсолютно непрерывной на множестве , если для любого  существует такое , что для любого счётного множества непересекающихся интервалов  таких, что



выполняется



Легко видеть, что абсолютно непрерывная функция  непрерывна. Кроме того, для неё существует интегрируемая функция  такая, что
.
Пример 1.1.1. Рассмотрим следующие функции на отрезке  



Легко убедиться в том, что:
а)  интегрируемая функция на ,
б)  на ,
в)  для .
Следовательно,  абсолютно непрерывна на отрезке , однако для любого 



а значит . Таким образом, не каждая абсолютно непрерывная функция принадлежит классу Гёльдера.
Абсолютно непрерывная функция  принадлежит пространству Соболева , если .
Определение 1.1.9. Пусть  и  — банаховы пространства, с нормами  и  соответственно. Будем говорить, что пространство  вложено в , если  — подпространство , а также существует постоянная  такая, что  для любого .
Пространство  вложено в . Более того, верно следующее утверждение.
Теорема 1.1.4. [57] (Неравенство Морри). Пусть , тогда существует такая постоянная , что



для всех , где .
Определение 1.1.10. Пусть операторы  и  определены в одном и том же нормированном пространстве . Будем называть оператор  -ограниченным, если  и для любого 



где  и  — некоторые неотрицательные постоянные, не зависящие от .
Теорема 1.1.5. [58] Пусть  и  — операторы, действующие из  в . Пусть  существует и ограничен из  в  (так что  замкнут). Пусть  является -ограниченным с постоянными  и  в (1.1.15), удовлетворяющими неравенству 



Тогда оператор  замкнут и обратим,  ограничен из  в  и выполняются неравенства



Кроме того, если  компактен, то компактен и оператор . Здесь  означает норму оператора.

[bookmark: _Toc86042984]1.2 Разрешимость линейного уравнения в пространстве  

Рассмотрим уравнение



где ,  — положительная и дважды непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывная функция, , .
Пусть дифференциальный оператор  определён на множестве  дважды непрерывно дифференцируемых функций с компактным носителем. Обозначим через  замыкание оператора  в пространстве . Решением уравнения (1.2.1) назовём функцию  такую, что .
Пусть  и  — заданные непрерывные функции, . Положим







Лемма 1.2.1. Пусть  и  — функции такие, что . Тогда для любой непрерывно дифференцируемой функции с компактным носителем  справедливо неравенство



причём, если  — наименьшая постоянная, для которой выполнено неравенство (1.2.2), то 



Доказательство. Пусть , а также , , , , , , где  — характеристическая функция множества . Из теоремы 1.1.2 вытекает, что в условиях леммы для функции  справедливо неравенство



причём если  — наименьшая постоянная, для которой выполнено неравенство (1.2.3), то



Пусть . В силу введённых ранее обозначений



Поэтому, применяя (1.2.3) к функциям, имеем



или



Если  — наименьшая постоянная, для которой выполнено это неравенство, то в силу (1.2.4), имеем



Сложив (1.2.3) и (1.2.5), получим



Причём в силу (1.2.4) и (1.2.6), . Лемма доказана.
Рассмотрим уравнение



где . Возьмём оператор , определённый в множестве , и обозначим через  его замыкание в пространстве . Решением уравнения (1.2.7) будем называть функцию  такую, что
.
Лемма 1.2.2. Пусть ,  — дважды непрерывно дифференцируемая, а  — непрерывно дифференцируемая функции и выполнены следующие условия:





Тогда для любого  справедлива оценка



Доказательство. Для , положим  и



Пусть  — некоторое число, . Имеем 



Так как , то нетрудно убедиться, что



поэтому



Выберем , тогда . Применив неравенство Гёльдера к левой части (1.2.11), получим



Из (1.2.11) следует, что



поэтому, в силу последней оценки, получаем



или



Отсюда следует соотношение



Таким образом, для  справедливо равенство



По условию (1.2.8)



следовательно, из (1.2.12) имеем



Далее, применяя лемму 1.2.1, с учётом условия (1.2.9), получим



Из (1.2.12), (1.2.13) и (1.2.14) вытекает следующая оценка для :



Пусть теперь , тогда по определению  существует последовательность  такая, что  и
. Пополнение множества  по норме 



обозначим через. Согласно оценке (1.2.15)

Откуда следует, что последовательность  фундаментальна. Так как пространство  является банаховым, а оператор  замкнут, то последовательность  сходится к элементу , то есть
. Переходя к пределу при  в (1.2.16), имеем



Таким образом, неравенство (1.2.15) верно для всех функций . Лемма доказана.
Лемма 1.2.3. Если выполнены условия леммы 1.2.2, то  — замкнутый оператор в пространстве .
Доказательство. Пусть последовательность  такая, что



В силу выбора , найдётся последовательность  такая, что  и . Согласно неравенству (1.2.10), для любых  выполнена оценка



Поскольку  замкнут, выполняется соотношение



Поэтому последовательность  фундаментальна. Тогда из неравенства (1.2.18) следует, что последовательность  фундаментальна в . В силу полноты  существует , что



Так как  — замкнутый оператор, то , значит . Из соотношения (1.2.20) получаем  при . Отсюда и из (1.2.17) в силу замкнутости операции обобщённого дифференцирования следует , поэтому .
Из соотношений (1.2.19) и (1.2.20), в силу замкнутости , получим 



Лемма доказана.
Лемма 1.2.4. Если выполнены условия леммы 1.2.2 и , то .
Доказательство. В силу соотношения (1.2.10) получаем . Пусть , тогда существует  такая, что . Следовательно,







Лемма доказана.
Теорема 1.2.1. Пусть ,  — дважды непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывно дифференцируемая функция и выполнены следующие условия:





и пусть найдётся такое , что



Тогда уравнение (1.2.7) для любой правой части  имеет единственное решение  и для  справедлива оценка



Доказательство. Единственность решения уравнения (1.2.7), а также выполнение оценки (1.2.22) следует из леммы 1.2.2. Из этой леммы следует также, что оператор , соответствующий уравнению (1.2.7), обратим и  замкнуто.
Докажем, теперь, что  совпадает с  Для этого в силу леммы 1.2.4 достаточно показать, что . Поскольку оператор  замкнут, а согласно (1.2.10) для любого  выполнено неравенство



то  — замкнутое множество, согласно лемме 1.1.2.
Докажем, что . Допустим противное, пусть . Пусть  — оператор, сопряжённый к . Тогда, принимая во внимание, что



в силу теоремы 1.1.3, найдётся ненулевой элемент  такой, что



Следовательно,



Так как  плотно в , то из последнего равенства следует



В силу гладкости  и  получаем, что , далее получим



Тогда



или



Если , то , поэтому считаем, что . Имеем



Так как , то для  получим



где



Тогда при  справедливо неравенство



которое влечёт . Получили противоречие, поэтому . Теорема доказана.
Пример 1.2.1. Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение в пространстве 



где , , 



Функция  дважды непрерывно дифференцируема, так как 







Покажем, что коэффициенты уравнения (1.2.23) удовлетворяют условиям (1.2.8), (1.2.9) и (1.2.21), где .
Рассмотрим функцию



Так как  при  и  при , то 



Кроме того, , следовательно, условие (1.2.8) выполнено.
Проверим условие (1.2.9). Поскольку , имеем . Вследствие чётности функции 





Очевидно, что для любого 





Поэтому условие (1.2.21) выполняется.
Тогда по теореме 1.2.1 уравнение (1.2.23) для любого  однозначно разрешимо и для его решения  верна оценка



Отметим, что , а , то есть уравнение (1.2.1) является вырождающимся уравнением в окрестности .
Теорема 1.2.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.2.1, , а также существует постоянная  такая, что



Тогда для решения  уравнения (1.2.7) справедлива оценка



Доказательство. Прежде всего рассмотрим оператор



где . По теореме 1.2.1 оператор  обратим и обратный к нему оператор  определён на всём . В силу (1.2.12) следующее неравенство выполняется для всех :



Отсюда, с учетом (1.2.13), имеем



Пусть , где  и пусть  — последовательность функций из  такая, что



Положим , . Из оценки (1.2.26) и условия (1.2.24) следует, что





Обозначим





В любой точке  суммы в правых частях состоят из не более чем двух слагаемых, поэтому  и  корректно определены.
Проверим действие оператора . Учитывая равенство
 а также свойства , получаем





где  — тождественный оператор. Итак,



Оценим сверху норму оператора 











Ввиду (1.2.27),



а из свойств функций  следует, что



Следовательно,  при , поэтому найдётся  такое, что  для всех . Тогда из (1.2.28) в силу теоремы Банаха вытекает, что



Докажем теперь оценку (1.2.25). Согласно (1.2.27) и (1.2.29) для  имеем









Тогда в силу равенства (1.2.7) получим



Отсюда, при  и , следует оценка (1.2.25). Теорема доказана.
Определение 1.2.2. Решение  уравнения (1.2.1) называется -максимально регулярным, если для него выполняется оценка 



где константа  не зависит от .
Достаточное условие -максимальной регулярности решения уравнения (1.2.1) даёт следующее утверждение.
Теорема 1.2.3. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 1.2.2, а  — непрерывная функция такая, что  Тогда для любой правой части  уравнение (1.2.1) имеет единственное решение  и для  справедливо неравенство



где  зависит только от  и .
Доказательство. Сделаем в уравнении (1.2.1) замену , где . Если обозначить





то (1.2.1) преобразуется к следующему виду



Обозначим через  замыкание в  дифференциального оператора , . Легко показать, что  и  удовлетворяют условиям теоремы 1.2.2, поэтому справедлива следующая оценка



Согласно лемме 1.2.1



Если число  выберем таким, что , то



Тогда по теореме 1.1.5 получим, что оператор  обратим и его область значений совпадает с . Сделав обратную замену , имеем, что для любой функции  существует единственное решение уравнения (1.2.1). Далее, в силу (1.2.31) и (1.2.33) выполнено неравенство



Из оценки (1.2.32) следует



Последние два неравенства влекут



Отсюда обратной заменой  получим требуемую оценку (1.2.30). Теорема доказана.
Пример 1.2.2. Рассмотрим в пространстве  следующее уравнение



Проверим, что коэффициенты данного уравнения удовлетворяют условиям теоремы 1.2.3.
а) Так как , а , то условие (1.2.8) выполняется.
б) Так как  — чётная функция, то





Условие (1.2.9) также выполнено.
в) Далее



поэтому выполнено условие (1.2.10).
г) Пусть , тогда



с другой стороны



Аналогично



а также



Таким образом, условие (1.2.24) выполнено.
д) Вычислим  из теоремы 1.2.3. Так как  при , а функция  — чётная, то





Также заметим, что  — ограниченная функция.
Таким образом, коэффициенты уравнения (1.2.34) удовлетворяют всем условиям теоремы 1.2.3, поэтому указанное уравнение имеет единственное решение  и для  выполнена следующая оценка
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Рассмотрим следующее уравнение в пространстве 



где  — дважды непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывно дифференцируемая функция, а .
Случай  исследуется отдельно, так как этот случай несколько отличается от рассмотренного в подразделе 1.2 случая   (см. уравнение (1.2.7)). Как показано ниже, решение  уравнения (1.3.1) является -максимально регулярным без условия вида (1.2.24) на колебания коэффициентов  и . Аналогичные утверждения в случае уравнения 
Штурма-Лиувилля и Шрёдингера были установлены ранее в работах [54, 20].
Пусть  — замыкание в пространстве  оператора  с . Решением уравнения (1.3.1) называется функция  из , удовлетворяющая равенству .
Для заданных функций  и  определим следующие величины









Лемма 1.3.1. [36] Пусть  и  — непрерывные функции, такие, что 
. Тогда для  справедливо неравенство



Причём  — наименьшая константа, при которой имеет место это неравенство.
Теорема 1.3.1. Пусть  — дважды непрерывно дифференцируемая, а  — непрерывно дифференцируемая функции такие, что



Тогда уравнение (1.3.1) для любой правой части  имеет единственное решение  и для  справедлива оценка



где  — норма .
Доказательство. Пусть функция ,  — некоторое число, . Используя интегрирование по частям, имеем




Применяя неравенство Гёльдера, получаем





положив , имеем  и , то есть



или



то есть



Переходя к пределу при , имеем



Заметим, что условие (1.3.2) влечёт , тогда лемме 1.3.1 имеем



Последние два неравенства влекут соотношение



где .
Пусть теперь , тогда в силу выбора  существует последовательность  такая, что  и
 при . Пополнение множества  по норме
 обозначим через . Тогда оценка (1.3.4) примет следующий вид:



Отсюда следует, что последовательность  фундаментальна в . Так как пространство  является банаховым, и оператор  замкнут, то последовательность  сходится к элементу , то есть . Тогда переходя к пределу при  в (1.3.5), имеем



то есть неравенство (1.3.4) верно для всех функций . Отсюда следует, что оператор  обратим, а из леммы 1.1.2 получим, что  замкнуто.
Из равенства



и (1.3.4) по неравенству Минковского следует, что



Следовательно,



Оценка (1.3.3) доказана.
Теперь докажем, что решение уравнения (1.3.1) существует. В силу замкнутости  достаточно показать, что . Предположим противное, что . Обозначим за  оператор, сопряжённый к . Вследствие равенства  (см. теорему 1.1.3) и плотности  в , найдётся ненулевой элемент  такой, что . Непосредственным вычислением убеждаемся, что



Отсюда следует, что . Пусть  такая точка, что . Из (1.3.6) имеем



Равенство (1.3.7) перепишем в следующем виде:



Если



то для каждого  получаем



или


из которого с учётом условия (1.3.2) следует, что



Тогда, если  — такая точка, что , то 



для всех .
Если же , то при 



или  для всех . Следовательно, . Получено противоречие, из которого следует, что . Теорема доказана.
Рассмотрим теперь более общее чем (1.3.1) уравнение



Здесь функции ,  удовлетворяют условиям теоремы 1.3.1. Введём обозначение 



Через  обозначим замыкание в норме  оператора  с областью определения . Решением уравнения (1.3.8) назовём элемент 
 такой, что .
Теорема 1.3.2. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 1.3.1, а  — непрерывная и ограниченная функция. Тогда уравнение (1.3.8) имеет единственное решение  и для  выполнена следующая оценка 
-максимальной регулярности:



Доказательство. Так как выполнено условие (1.3.2) теоремы 1.3.1, оператор  ограниченно обратим, и обратный оператор  действует ограниченно из  в пространство Соболева



Пусть  — непрерывно дифференцируемая функция, причём
, где ,  — некоторые числа. Рассмотрим оператор



действующий из  в себя.
Пусть  удовлетворяет условиям теоремы 1.3.1. Очевидно, что следующий оператор



является обратимым из  в , и выполнена следующая оценка



Следовательно, 



Так как , то операторы  и  имеют одинаковую область определения .
Пусть  — непрерывно дифференцируемая функция, удовлетворяющая условию



Определим интервалы , , . Через  обозначим продолжение на  сужения в  функции  такое, что



Определим  как минимальный замкнутый оператор в  такой, что



Тогда, аналогично оператору , представленному ранее, оператор  при каждом  ограниченно обратим в , причём в силу (1.3.10) справедлива следующая оценка:



Из условия (1.3.2) в теореме 1.3.1 следует, что



то есть



или



Пусть   такие функции, что



Введём оператор



Очевидно, что  определён на всём  и ограничен.
Пусть , тогда







Оценим сверху норму последней суммы. Согласно (1.3.10) и свойствам  имеем







поэтому в силу (1.3.13) получим

























Таким образом, из равенства (1.3.12) приходим к соотношению



где



Тогда существует  такое, что  для всех . Следовательно, из (1.3.14), полагая , имеем



где  — тождественный оператор.
Оператор  при  отображает  на себя взаимно однозначно. Следовательно,  есть правый обратный оператор к . В результате мы доказали, что решение уравнения (1.3.8) существует для любого .
Покажем теперь, что для решения  уравнения (1.3.8) справедлива коэрцитивная оценка (1.3.9). Для этого достаточно получить оценку вида



для любого . Согласно представлению (1.3.15)



где  — правый обратный к оператору .
Полагая  при , имеем









Вследствие этого получаем

















Согласно оценке (1.3.11)





Далее, согласно неравенству Минковского и (1.3.16) приходим к оценке



которая в свою очередь влечёт



Теорема доказана.
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В данном подразделе получены условия корректной и коэрцитивной разрешимости для следующего уравнения



где для коэффициентов  и  условия (1.2.24) не выполнены. Такими коэффициенты будут, если, например, являются сильно колеблющимися. Такие условия обычно появляются при оценке нормы старшей производной исходной функции в сингулярном дифференциальном уравнении второго порядка. В работе [59] приведён пример уравнения Штурма-Лиувилля с колеблющимся коэффициентом, решение которого не является максимально регулярным. Поэтому ослабление условий на колебания коэффициентов, при которых уравнение (1.4.1) остается максимально регулярным, является одной из важных задач в изучении уравнения (1.4.1).
Прежде всего рассмотрим уравнение



Пусть ,  и  — замыкание оператора  в норме . Функцию  такую, что , назовём решением уравнения (1.4.2).
Пусть  и  — некоторые действительные непрерывные функции. Введём обозначения







Для полноты изложения ещё раз приведём формулировку для случая  теоремы 1.2.1, доказанной нами в подразделе 1.2.
Теорема 1.2.1’. Пусть  — дважды непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывно дифференцируемая функция и выполнены следующие условия:



и пусть найдётся такое , что 



Тогда уравнение (1.4.2) для любой правой части  имеет единственное решение  и для  справедлива оценка



При выполнении условия (1.4.3) в разделе 1.2 было также доказано следующее неравенство (см. формулу (1.2.12))



где .
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1.4.1. Пусть  — дважды непрерывно дифференцируемая, а  — непрерывно дифференцируемая функции, для которых выполнены условия (1.4.3) и (1.4.4) теоремы 1.2.1’. Пусть, кроме того 



где  — непрерывная функция и . Тогда для решения  уравнения (1.4.2) верна следующая оценка



Доказательство. В силу леммы 1.1.1 и условия (1.4.5) существует такое покрытие   множества  (то есть ), что 



и каждый интервал  пересекается с остальными не более чем конечное число  раз. Также существует набор функций  таких, что



Пусть ,  и   — сужения на  функций ,  и , соответственно, а . Рассмотрим следующую задачу





Решением задачи (1.4.7), (1.4.8) назовём функцию , для которой найдётся последовательность  из множества  дважды непрерывно дифференцируемых финитных в  функций такая, что  и
 при . Здесь  — норма в  Обозначим через  () замыкание оператора  с () в норме пространства . Функция  является решением задачи (1.4.7), (1.4.8) тогда и только тогда, когда  и . Из общей теории дифференциальных уравнений следует, что для любого  решение задачи (1.4.7), (1.4.8) существует.
Введём следующие обозначения:







Пусть . Интегрируя по частям , получим





С другой стороны, согласно неравенству Гёльдера





Из (1.4.9) и (1.4.10) следует



Отсюда, так как , имеем



Далее, по теореме 1.1.2



В силу (1.4.12) и (1.4.13)



Согласно (1.4.11)



Отсюда, с учётом условия (1.4.5) и выбора , имеем





Тогда



В силу (1.4.7) и (1.4.13) для любого  имеем



Поскольку оператор  замкнут, неравенство (1.4.15) остаётся справедливым для всех , в частности, для решения задачи (1.4.7), (1.4.8).
Пусть  — оператор со следующей областью значений:



и



Поскольку , а для любого  выполнено неравенство (1.4.14), оператор  ограниченно обратим.
Определим следующие операторы для :





В любой точке  суммы в правых частях состоят из не более чем  слагаемых, поэтому  и  определены корректно.
Пусть  для всех , где . Рассмотрим оператор . B интервале  действия операторов  и  совпадают, поэтому, учитывая равенство  и свойства , получаем





тем самым, приходим к соотношению



Оценим сверху норму оператора 







Ввиду (1.4.11)



поэтому, используя свойства функций , имеем





Таким образом,



Следовательно,  при , поэтому найдётся число  такое, что  для всех . Из теоремы 1.2.1’ вытекает, что оператор , обратный к , существует и ограничен в . Из (1.4.16) в силу теоремы Банаха вытекает, что



Докажем теперь оценку (1.4.6). Согласно (1.2.12’) и (1.4.17), для любого  имеем











Таким образом,



Отсюда, полагая  и , получим оценку (1.4.6). Теорема доказана.

Теорема 1.4.2. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 1.4.1, а  — непрерывная функция такая, что . Тогда для любого 
 уравнение (1.4.1) имеет единственное решение  и для  справедлива следующая оценка 



Доказательство. Пусть в (1.4.1) , где . Введём следующие обозначения





Тогда уравнение (1.4.1) преобразуется к следующему виду



Обозначим через  замыкание в  дифференциального оператора , определённого в . Функцию  назовём решением уравнения (1.4.19), если она удовлетворяет равенству . Ясно, что если функция  является решением уравнения (1.4.1), то  является решением уравнения (1.4.19) и наоборот.
Легко показать, что функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 1.4.1, поэтому



Согласно лемме 1.2.1 и последнему неравенству



Выберем , тогда . По теореме 1.1.5 получим, что оператор  (здесь  — тождественный оператор) обратим, и его область значений совпадает с . Это означает, что уравнение (1.4.19) однозначно разрешимо для любого , тогда уравнение (1.4.1) также имеет единственное решение  для всех .
Применяя лемму 1.2.1, получаем оценку



из которой с учётом (1.4.6) следует (1.4.18). Неравенство (1.4.18) в свою очередь влечёт единственность решения уравнения (1.4.1). Теорема доказана.
Пример 1.4.1. Рассмотрим следующее уравнение





Легко проверить, что если взять  в теореме 1.4.1, то коэффициенты уравнения (1.4.20) удовлетворяют условиям теоремы 1.4.2, поэтому для любого  уравнение (1.4.20) имеет единственное решение  и для  справедлива оценка





Отметим, что коэффициенты уравнения (1.4.20) являются сильно колеблющимися, для них условия (1.2.24) не имеют места.


[bookmark: _Toc86042987]2 ПРИЛОЖЕНИЯ ОЦЕНОК МАКСИМАЛЬНОЙ РЕГУЛЯРНОСТИ К НЕЛИНЕЙНЫМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ И СПЕКТРАЛЬНЫМ ВОПРОСАМ

В данном разделе будут приведены некоторые приложения оценок максимальной регулярности решений дифференциальных уравнений второго порядка, которые были получены в первом разделе.

[bookmark: _Toc86042988]2.1 Оценки радиуса фредгольмовости резольвенты дифференциального оператора второго порядка

Для оператора Штурма-Лиувилля результат Молчанова [23] обобщён в работах [24, 25] для довольно общих классов эллиптических операторов с негладкими и колеблющимися коэффициентами. В случае несамосопряженных операторов такие результаты были получены с использованием тех свойств, которые присущи к полуограниченным самосопряженным операторам. Однако эти результаты были установлены в тех случаях, когда промежуточные члены дифференциального оператора второго порядка либо равны нулю, либо в операторном смысле подчинены сумме крайних членов. Указанные требования не выполняются тогда, когда промежуточный коэффициент сильно растет (см. [37, 43]), этот случай рассмотрен в настоящей работе.
Близость заданного ограниченного оператора к компактному оператору характеризуется его так называемым радиусом фредгольмовости [21]. Ниже мы даем оценку радиуса фредгольмовости одного класса дифференциальных уравнений второго порядка с быстрорастущим промежуточным коэффициентом.
Рассмотрим линейное уравнение



где ,  — непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывная функция, , . Пусть ,  и  — замыкание оператора  в норме . Функцию  такую, что , назовём решением уравнения (2.1.1). Отсюда следует, что однозначная разрешимость уравнения (2.1.1) эквивалентна ограниченной обратимости оператора .
Определение 2.1.1. Радиусом фредгольмовости ограниченного оператора  называют следующую величину



где  — множество всех компактных в  операторов.
Пусть , , а ,  и  — те же величины, что и в подразделе 1.4. Если , то согласно теореме 1.1.2 величины  и  являются нормами.
Определение 2.1.2. Пусть  и  — нормированные пространства, причём . Преобразование , ставящее в соответствие каждому элементу  этот же элемент из пространства  называется оператором вложения.
Через  обозначим пополнение множества  по норме



Следующая лемма есть частный случай теоремы 3 [22].
Лемма 2.1.1. Пусть функция  непрерывна на  и существует такая константа , что



Предположим, что оператор вложения  ограничен. Тогда для радиуса фредгольмовости  оператора  справедлива следующая оценка



где 



а постоянная  не зависит от .
Имеет место следующее утверждение.
Лемма 2.1.2. Пусть функция  непрерывна на  и существует такая положительная константа , что



Предположим, что оператор вложения  ограничен. Тогда для радиуса фредгольмовости  оператора  справедлива следующая оценка



где 



а постоянная  не зависит от .
Доказательство. Пусть , соответственно . Положим , тогда  и . Пусть также 
, а , причём , тогда . Далее







Следовательно, , откуда по лемме 2.1.1 следует, что 



Однако





Лемма доказана.
Приведём ещё одну лемму.
Лемма 2.1.3. [60] Пусть ,  — объединения попарно непересекающихся промежутков и пусть



такие линейные операторы, что 



и



где . Тогда



Основным результатом настоящего подраздела является следующее утверждение.
Теорема 2.1.1. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 1.2.3. Тогда существует постоянная  такая, что для радиуса фредгольмовости  обратного к  оператора  справедливы следующие оценки:



где  — постоянная, определённая в подразделе 1.2.
Доказательство. Через  обозначим пополнение множества  по норме



Пусть , положим





Тогда, очевидно, . Пусть  — оператор вложения пространства  в , , а  и  — сужения оператора  в пространства  и  соответственно. По лемме 2.1.3 имеем



Следовательно, имеем неравенство



которое влечёт следующее соотношение






Также из (2.1.3) имеем



следовательно,



Из последнего неравенства и (2.1.4) следует оценка



Согласно теореме 1.2.3 оператор  ограничен из  в пространство  с нормой 



которое в силу условия  совпадает с . Ясно, что  является ограниченным оператором из  в . Таким образом,  есть взаимно однозначное соответствие между пространствами  и , поэтому из неравенств (2.1.5) вытекают соответствующие оценки (2.1.2). Теорема доказана.

[bookmark: _Toc86042989]2.2 Критерий компактности резольвенты вырожденного оператора в пространстве 

Наличие компактности резольвенты указывает на возможность приближения решения дифференциального уравнения элементами конечномерных подпространств. Ниже мы, аналогично теореме Молчанова [23], доказанной для оператора Штурма-Лиувилля, дадим критерий компактности резольвенты для одного дифференциального оператора второго порядка с быстрорастущим членом при первой производной искомой функции.
Для непрерывной функции  введём следующее обозначение (см. [22]):



Лемма 2.2.1. Пусть  — непрерывная функция и существует такая постоянная , что



Тогда существует такая постоянная , что 



Доказательство. Пусть . Из непрерывности функции , а также из условия  следует, что



Так как , то , следовательно, условие (2.2.1) выполняется при . Откуда с учётом предыдущего равенства следуют соотношения





и





Полагая , получим требуемые оценки. Лемма доказана.
Далее отметим, что через  и  обозначены функции, определённые в подразделе 1.4.
Лемма 2.2.2. Пусть функция  непрерывна и удовлетворяет условию 



а  — оператор вложения. Тогда оператор  является компактным в том и только том случае, если



Доказательство. В силу леммы 2.2.1 равенство  выполняется тогда и только тогда, когда выполнено равенство . Отсюда, принимая во внимание теорему 2 [22], получаем утверждение леммы. Лемма доказана.
Лемма 2.2.3. Пусть функция  непрерывна и удовлетворяет условию 



а  — оператор вложения. Тогда оператор  является компактным в том и только том случае, если 



Доказательство. Пусть . Положим  и . Тогда компактность оператора вложения  эквивалентна компактности оператора вложения , причём 
. В силу леммы 2.2.2 оператор  компактен тогда и только тогда, когда выполняется равенство . С другой стороны,



где . В результате получаем искомое равенство. Лемма доказана.
Лемма 2.2.4. Пусть функция  определена, непрерывна и удовлетворяет условию (2.2.1), а  — оператор вложения. Тогда  является компактным оператором в том и только в том случае, если 



Доказательство. Положим





Тогда  и  Докажем, что вложение  является компактным в том и только том случае, когда компактны следующие операторы вложения:  и 
.
Пусть  и  — компактные операторы. Рассмотрим функцию . Согласно лемме 1.2.1 имеем





Используя первое условие в (2.2.2), для любого элемента  получаем 



Аналогично, рассмотрев функцию , получим



Следовательно, вследствие известного критерия Фреше-Колмогорова о компактности множества в пространстве , оператор вложения  является компактным.
Пусть теперь  — компактный оператор, докажем, что оператор вложения  компактен. Рассмотрим фундаментальную последовательность  из единичного шара : , . Так как множество  плотно в , то, не ограничивая общности, можно считать, что  при  для некоторого . Пусть 



Последовательность  является фундаментальной в , следовательно сходится в , так как оператор  компактен. Тогда по построению, последовательность  сходится в , поэтому оператор  также является компактным.
Аналогично доказывается, что оператор вложения  также является компактным. Лемма доказана.
Теорема 2.2.1. Пусть выполняются условия теоремы 1.2.3. Тогда резольвента  оператора  компактна в  тогда и только тогда, когда 



Доказательство. Согласно теореме 1.2.3 резольвента  ограничена из пространства  в пространство . По лемме 2.2.4 условие (2.2.2) и компактность вложения оператора  являются эквивалентными. Теорема доказана.

[bookmark: _Toc86042990]2.3 Условия разрешимости и -максимальной регулярности решения нелинейного дифференциального уравнения второго порядка

В данном подразделе рассматривается уравнение вида



где  — положительная и дважды непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывная функция, . Изучение данного уравнения для случая , 
 было проведено в работе [38]. В данном подразделе приведены достаточные условия разрешимости, а также ограниченности норм слагаемых в левой части уравнения (2.3.1).
Мы будем существенно пользоваться результатами подраздела 1.2, а именно, теоремой 1.2.3 при . Для полноты изложения приведём это утверждение, а также ещё одну лемму, которые были применены в первом разделе к линейному уравнению второго порядка



Сформулируем эти утверждения для случая .
Лемма 1.2.1’. Пусть  и  — функции такие, что . Тогда для  справедливо неравенство 



причём, если  — наименьшая постоянная, для которой справедлива это неравенство, то



Здесь ,  и  — постоянные, которые были определены в подразделе 1.2.
Пусть оператор  определён на множестве , обозначим через  замыкание  в пространстве . Решением уравнения (2.3.2) будем называть функцию , удовлетворяющую равенству .
Теорема 1.2.3’. Пусть  — дважды непрерывно дифференцируемая функция,  — непрерывно дифференцируемая функция, а  — непрерывная функция, удовлетворяющие следующим условиям:



Предположим, что найдётся такое , что



и существует постоянная  такая, что 



Тогда для любой правой части  линейное уравнение (2.3.2) имеет единственное решение  и для  справедливо неравенство 



где  зависит только от ,  и .
Для непрерывных функций двух переменных  и  положим









Определение 2.3.1. Решением уравнения (2.3.1) будем называть элемент , если существует последовательность  дважды непрерывно дифференцируемых функций такая, что



для каждой функции 
Теорема 2.3.1. Пусть  дважды непрерывно дифференцируема и ограничена,  непрерывно дифференцируема,  непрерывна в  и выполнены следующие условия:





найдётся такое , что



для каждого 





Тогда для любой правой части  уравнение (2.3.1) имеет решение  и для  справедливо соотношение 



Доказательство. Через  обозначим пространство непрерывных и ограниченных функций со следующей нормой . Пусть  и  — заданные положительные числа. Рассмотрим замкнутый шар  радиуса  в пространстве 



Возьмём произвольную функцию  из шара  и обозначим через  замыкание в  следующего линейного дифференциального оператора



первоначально определённого на множестве . Рассмотрим уравнение



Функцию , удовлетворяющую (2.3.4) (в смысле ), назовём решением этого уравнения. Заметим, что для функций , ,  выполнены условия теоремы 1.2.3’, поэтому для любого  уравнение (2.3.4) имеет и притом единственное решение
 и для  верна оценка





Пусть . Применяя неравенство Гёльдера для , получаем











Выберем числа  и  так, что



Тогда приходим к следующему соотношению







Воспользовавшись леммой 1.2.1’ и условием , имеем



Пусть  и , где  из условия (2.3.3). Тогда из (2.3.6), (2.3.7) и (2.3.8) следует неравенство



Отсюда, полагая , с учётом условия (2.3.3), получаем следующую оценку



Это оценка остаётся верной для всех  таких, что . Тогда, согласно лемме 1.2.1’, она справедлива и для таких , которые удовлетворяют неравенству



Таким образом, в силу (2.3.5), леммы 1.2.1’ и условия (2.3.3), решение  уравнения (2.3.4) удовлетворяет неравенству





где константа  не зависит от .
Выберем постоянную  такой, что . Пусть  — обратный к  оператор. Положим . Из (2.3.9) следует, что оператор  отображает шар  в себя. Более того,  переводит  в следующее множество



Далее имеют место следующие предложения а) – в).
а) Из вложения  следует, что множество функций  равномерно ограничено.
б) Согласно теореме 1.1.4, где , для функций  из  выполнено неравенство Морри



где  — пространство Гёльдера с нормой



Следовательно, для любой функции 



а значит множество функций из  равностепенно непрерывно.
в) Из оценки (2.3.9) следует, что



поэтому для любой функции  из 



Вследствие утверждений а) – в) легко показать, что множество  является компактным в пространстве .
Рассмотрим такую последовательность функций , что 
 при , и обозначим . Тогда  и в силу линейности  получаем



Вследствие этого, принимая во внимание, что функции  и  непрерывны в , имеем для любого 







при .
Так как , имеем . Поскольку множество  компактно в , а оператор  замкнут, последовательность  является фундаментальной и сходится к элементу  (в силу единственности предела). Следовательно,  — непрерывный оператор.
Таким образом, непрерывный оператор  отображает шар  в себя и компактен, следовательно, по теореме Шаудера оператор  имеет неподвижную точку, то есть существует элемент  такой, что . Согласно нашему выбору,  удовлетворяет уравнению



Кроме того, в силу (2.3.9) справедлива следующая оценка



Рассмотрим последовательность положительных чисел 
, сходящуюся к нулю. Обозначим через  неподвижную точку оператора  , тогда согласно последним двум соотношениям имеем



и





Пусть  — некоторый конечный отрезок. Так как пространство  компактно вложено в , то в силу оценки (2.3.10) существует подпоследовательность  последовательности , сходящаяся к  по норме , то есть



Тогда, согласно определению 2.3.1,  является решением уравнения (2.3.1), а из (2.3.10) следует соотношение



Теорема доказана.


[bookmark: _Toc86042991]ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Дифференциальные уравнения второго порядка типа Штурма-Лиувилля с неограниченными коэффициентами изучаются с начала XX века в связи с применениями в квантовой механике начиная с работ Г. Вейля [61, 62]. Орнштейн, Уленбек, Колмогоров и другие авторы отметили приложения этих уравнений в описании броуновского движения частиц [11, 12, 63]. Теория сингулярных дифференциальных уравнения второго порядка с промежуточным коэффициентом начала интенсивно развиваться с 90-х годов прошлого столетия в связи с новыми применениями в стохастическом анализе, стохастических дифференциальных уравнениях, биологии и финансовой математике. Настоящая диссертационная работа является естественным продолжением этих исследований и развивает функциональные методы изучения общих дифференциальных уравнений второго порядка с неограниченными коэффициентами. Основным объектом исследования в ней является дифференциальное уравнение вида 



заданное на всей действительной оси , где , ,  — гладкие и, вообще говоря, неограниченные функции, а  (). В диссертационном исследовании рассмотрены линейный (когда , , ) и нелинейный (когда , , ) варианты этого уравнения. Решаются задачи о существовании сильного обобщенного решения (и единственности решения в линейном случае), его -максимальной регулярности. Эти результаты применены к оценке радиуса фредгольмовости и исследованию компактности резольвенты, когда уравнение является линейным. Главным отличием исследуемых нами дифференциальных уравнений от известных результатов многочисленных авторов является сильный рост коэффициентов уравнения и их быстрая колеблемость. Рассмотренный в данной работе класс дифференциальных уравнений обобщает известные уравнения Штурма-Лиувилля, а методы изучения имеют принципиальные отличия от известных методов изучения указанных уравнений.
Диссертация состоит из двух разделов. Первый раздел посвящён случаю линейного уравнения, основными в нем являются следующие результаты:
· Найдены условия корректной разрешимости вышеприведенного сингулярного дифференциального уравнения второго порядка в пространствах  , когда промежуточный коэффициент  имеет доминирующий рост, а коэффициент может неограниченно расти, либо стремиться к нулю в окрестности бесконечно удаленной точки.
· Получены достаточные условия -максимальной регулярности решения  указанного уравнения, доказаны соответствующие равномерные оценки. Когда  (гильбертов случай) получена оценка максимальной регулярности для случая сильно колеблющихся коэффициентов с помощью известного аппарата усреднения М. Отелбаева. А когда  показано, что максимальная регулярность не зависит от колебания коэффициентов.
Основные результаты второго раздела диссертации следующие:
· Установлены двусторонние оценки радиуса фредгольмовости резольвенты  линейного дифференциального уравнения с неограниченными промежуточными и младшими коэффициентами, заданного в пространстве  . Показана эквивалентность с точностью до постоянного множителя радиуса фредгольмовости и одного выражения, зависящего от промежуточного коэффициента . Установлено необходимое и достаточное условие компактности резольвенты линейного уравнения в пространстве .
· Доказано существование обобщенного решения широкого класса нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка с неограниченными промежуточными коэффициентами в пространстве . Получены достаточные условия максимальной регулярности решения, из которых, в частности следует, что решение удовлетворяет уравнению почти всюду, это решение и его производные вплоть до второго порядка суммируемы с весом.
Полученные результаты обобщают более ранние исследования [36–38], посвященные дифференциальному уравнению с быстрорастущим промежуточным коэффициентом. Они также распространяют результаты работ [17–21, 54] на новые классы дифференциальных уравнений второго порядка.
В доказательствах утверждений были использованы метод Фридрихса, неравенства типа Харди, метод локализации, аппарат усреднения функции по М. Отелбаеву, теория линейных операторов с замкнутой областью значений, теорема Шаудера о неподвижной точке и др.
Результаты диссертации носят теоретический характер, они могут быть применены в изучении свойств решений дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных эллиптического типа с неограниченными коэффициентами, в спектральной теории неограниченных операторов. Кроме того, они могут применяться в тех задачах стохастического анализа, теории броуновского движения, финансовой математики и биологии, которые приводятся к исследованному в представленной работе типу дифференциальных уравнений второго порядка.
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