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Общая характеристика работы. В диссертационной работе в соболевских классах изучаются вопросы разрешимости начально-граничных задач для уравнения Бюргерса в областях с подвижными границами и вырождающихся в точку в начальный момент времени с нелинейными граничными условиями типа Неймана. 

[bookmark: _Toc107404579]0.1	Современное состояние темы и актуальность

Актуальность темы. Как известно, подходящими моделями движения жидкости в пористых средах являются нелинейные уравнения Бюргерса и их модификации [1]-[6]. Проникновение фронта смачивания в пористую среду является классической задачей со свободной границей. Исторически первым и наиболее известным примером является модель Грина-Ампта (Green-Ampt) для потока воды в почвах [7]. Существует огромное разнообразие ситуаций: химически реагирующие среды; деформируемые среды; эффекты капиллярности; тепло-массообмен; потоки смесей; среды со сложной структурой; загрязнение; рекультивация; заморозка грунта; производство композитных материалов; пивоварение и др.
Ввиду этого изучение уравнения Бюргерса имеет длинную историю, часть из которой дана в работах [8]-[11], а также в монографиях [12] и [13].
В литературе принято называть область нецилиндрической, если хотя бы одна из частей её границы движется со временем. Если границы области с изменением времени не меняют своей формы, то область называют цилиндрической. Для таких областей теория краевых задач достаточно хорошо развита.
В работах [8] и [9] в пространствах Соболева установлена корректность граничной задачи для уравнения Бюргерса в нецилиндрической области. При этом область независимых переменных вырождалась в точку по нелинейному закону, и на границе ставились однородные условия Дирихле. Если в [8] было требование, чтобы заданная невырожденная область преобразовывалась с помощью регулярной замены независимых переменных в прямоугольную область; то в работе [9] это требование исключается (область независимых переменных вырождается в начальный момент времени). В пространствах Соболева методами Фаэдо-Галеркина и априорных оценок устанавливается существование и единственность регулярного решения исследуемых граничных задач.
В работе [14] в угловой области изучается граничная задача для уравнения теплопроводности с производной по времени в граничных условиях. Там же отмечается, что случай неоднородной граничной задачи "... оказывается полезным при изучении некоторых задач со свободными границами". Например, для однофазной задачи "... Стефана при следующих предположениях: жидкая фаза с положительной температурой  занимает отрезок , при  задается положительный поток тепла, а свободная граница  начинается у твердой стенки , т.е. выполняется условие ". В работе [14] установлена теорема об однозначной разрешимости рассматриваемой там граничной задачи в весовых гельдеровских пространствах.
Отметим, что спектр применения краевых задач для уравнений параболического типа в области с границей, изменяющейся во времени, достаточно широк. Подобного рода задачи возникают: при изучении тепловых процессов в электрических контактах [15], процессов экологии и медицины [16], при решении некоторых задач гидромеханики [17], термомеханики при тепловом ударе [18] и так далее.
Обширная литература посвящена исследованию разрешимости линейных и нелинейных параболических уравнений в цилиндрических областях. Однако, что касается нелинейных граничных задач в вырождающихся нецилиндрических областях, то они изучены сравнительно мало.
Для угловых областей в лебеговых классах изучены граничные задачи теплопроводности и установлены теоремы об их разрешимости, сведением к сингулярным интегральным уравнениям Вольтерра второго рода [19], [20].
В [21] исследованы различные случаи неоднородности по границе. В этих случаях показано, что имеет место как единственная разрешимость, так и неединственная разрешимость для соответствующих граничных задач.
Поэтому исследование начально-граничных задач для уравнения Бюргерса с нелинейными и наличием производной по времени граничными условиями в областях вырождающихся в точку в начальный момент времени весьма актуально.
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Основная цель исследования – это вопросы разрешимости краевых задач для уравнения Бюргерса со специальными граничными условиями в областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени.
Задачи исследования:
· постановки новых краевых задач для уравнения Бюргерса в нецилиндрических вырождающихся областях с нелинейными и наличием производной по времени граничными условиями;
· решение спектральной задач;
· постановка и решение приближенных задач;
· решение семейства вспомогательных граничных задач в четырехугольных областях (в виде трапеций);
· априорные оценки для решения задач;
· доказательство теорем единственности и существования краевых задач для уравнения Бюргерса в вырождающихся областях;
· исследование начально-граничной задачи для уравнения типа Буссинеска в нецилиндрической области.
Объект исследования: краевые задачи для уравнений Бюргерса и Буссинеска с нелинейными и наличием производной по времени граничными условиями в нецилиндрических областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени.
Предмет исследования: разрешимость краевых задач для уравнений Бюргерса и Буссинеска с нелинейными и наличием производной по времени граничными условиями в областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени.
Методика исследования. В работе используются методы общей теории дифференциальных уравнений в частных производных, функционального анализа, метод априорных оценок, Фаэдо-Галеркина.
Научная новизна. В отличие от исследованных до настоящего времени задач для уравнений Бюргерса и Буссинеска, в настоящей работе предлагаются постановки и решения новых краевых задач, с нелинейными и наличием производной по времени граничными условиями для уравнений Бюргерса и Буссинеска в нецилиндрических областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени. 
Теоретическая и практическая ценность работы. Результаты диссертации имеют теоретический характер. В ней развиваются методы априорных оценок и Фаэдо-Галеркина для исследования ряда краевых задач для уравнений Бюргерса и Буссинеска в нецилиндрических областях, вырождающихся в точку в начальный момент времени.
Практическая ценность работы определяется тем, что уравнения Бюргерса, Буссинеска и их модификации являются подходящими моделями движения жидкости в пористых средах, нелинейных тепловых полей в контактных устройствах высокого напряжения, нелинейных процессов диффузии и распространения инородных включений в потоках водных и атмосферных ареалов.  В последние годы граничные задачи для этих уравнений активно исследуются, так как процессы, протекающие в пористых средах, особую важность приобретают для глубокого осмысления и понимания в задачах разведки и эффективной разработки нефтяных и газовых месторождений.
Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся:
1) однозначная разрешимость в соболевских классах нелинейной граничной задачи типа Неймана для уравнения Бюргерса в прямоугольной области;
2) теоремы о разрешимости в соболевских классах нелинейной граничной задачи для уравнения Бюргерса в вырождающейся области, точка вырождения которой находится в начале координат;
3) теоремы о разрешимости нелинейной граничной задачи для уравнения Бюргерса в нелинейно вырождающейся области с производными по времени в граничных условиях;
4) достаточные условия корректности нелинейной краевой задачи для уравнения Бюргерса в вырождающейся области с динамическими граничными условиями;
5) достаточные условия однозначной слабой разрешимости граничных задач для уравнения Буссинеска в вырождающихся областях.
Достоверность и обоснованность проведенных исследований обеспечиваются конструктивностью разработанных и использованных методов. Вспомогательные утверждения затрагиваемых проблемных вопросов каждого раздела сформулированы в виде лемм, и они строго доказаны, а общие – в виде теорем и их доказательства представлены в подробном изложении.
Апробация работы. Результаты диссертации были апробированы на международных конференциях, в том числе на конференциях дальнего зарубежья, сделаны доклады на семинарах: под руководством профессора Дженалиева М.Т. (ИМиММ, Алматы, Республика Казахстан); под руководством профессора Псху А.В. (ИПМиА, Нальчик, Республика Кабардино-Балкария, Российская Федерация); под руководством профессора Рамазанова М.И. (КарУ имени академика Е.А. Букетова); кафедры “Математический анализ и дифференциальные уравнения” КарУ имени академика Е.А. Букетова и др; на международных конференциях: “Воронежская зимняя математическая школа” –февраль 2021 года, Воронеж, Российская Федерация; Традиционная международная апрельская математическая конференция в честь Дня работников науки – 6-8 апреля 2022, Алматы, Казахстан.
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в работах [73-89]: 5 статей и 2 тезиса. Из них 1 статья – в журнале с ненулевым IF, входящим в список Scopus и 4 статьи в журналах, рекомендованных КОКСОН МНВО РК. В работах, выполненных с соавторами, основная часть выполнена диссертантом, с соавторами обсуждались постановки выбранных задач, выбор методов исследований и конечные результаты.
Тема диссертационного исследования соответствует приоритетному направлению развития «Научные исследования в области естественных наук». Работа выполнена в рамках грантового проекта Комитета науки Министерства образования и науки Республики Казахстан № AP08855372, 2020-2022 гг.
Структура диссертации. Диссертационная работа состоит из введения, трех разделов, заключения, списка литературы и приложения. Нумерация формул, теорем, лемм, утверждений и замечаний в разделах трехзначная, первое число означает номер раздела, второе – номер подраздела, третье – собственный номер формулы, теоремы, леммы, утверждения и замечания внутри подраздела.
Автор выражает искреннюю признательность д.ф.-м.н., профессорам М.Т. Дженалиеву, М.И. Рамазанову и зарубежному консультанту д.ф.-м.н., профессору А.В. Псху за ценные советы, консультации и ценные замечания.
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Введение содержит оценку современного состояния теории краевых задач для уравнений Бюргерса и Буссинеска в различных областях с подвижной границей, исходные данные для разработки темы, обоснование необходимости проведения научно-исследовательской работы в указанных областях. Во введении обоснованы актуальность и научная новизна темы, приведены цели, объект и предмет, задачи исследования, отражены методологическая база и положения, выносимые на защиту.
В первом разделе исследуется начально-граничная задача для уравнения Бюргерса в прямоугольной области, которую можно считать модельной. Дело в том, что такая задача часто возникает при изучении уравнения Бюргерса в областях с подвижными границами. Методами функционального анализа, априорных оценок и Фаэдо-Галеркина в пространствах Соболева в прямоугольной области показана корректность начально-граничной задачи для уравнения Бюргерса с нелинейными граничными условиями типа Неймана.
В области  рассматривается вспомогательная начально-граничная задача:




 					(1.1.3)

где заданные непрерывные функции  удовлетворяют условиям


(1.1.4)
с заданными положительными постоянными

 	(1.1.5)

Умножим уравнение (1.1.1) скалярно в  на функцию . С учетом начального (1.1.3) и граничных условий (1.1.2), в результате будем иметь слабую постановку задачи (1.1.1)-(1.1.3):





Введем приближенное решение



которое удовлетворим приближенному варианту задачи (1.3.1)-(1.3.2):






для всех  и . Справедливы следующие утверждения.
Лемма 1.3.1. Задача (1.3.4)-(1.3.5) имеет единственное решение .
Лемма 1.4.1. Существует положительная, независящая от , постоянная , такая, что для всех  имеет место оценка



Лемма 1.4.2. Для положительной постоянной , независящей от , при всех  имеет место неравенство



Лемма 1.4.3. Для положительной постоянной , независящей от , при всех  имеет место неравенство:



Лемма 1.5.1. Пусть выполнены условия (1.1.4)-(1.1.5) и . Тогда начально-граничная задача (1.1.1)-(1.1.3) имеет слабое решение в пространстве .
Лемма 1.5.2. При условиях Леммы 1.5.1 решение  начально-граничной задачи (1.1.1)-(1.1.3) единственно.
Из утверждений Лемм 1.5.1 и 1.5.2 следует справедливость основного результата данного раздела.
Теорема 1.1.1. Пусть  и выполнены условия (1.1.4)-(1.1.5). Тогда граничная задача (1.1.1)-(1.1.3) имеет единственное решение

.

Переходим к изложению результатов раздела 2. В подразделе 2.1 рассматривается следующая задача. 
Пусть  – треугольная область, одна из вершин которой находится в начале координат, и  – сечение области  при фиксированной временной переменной . В области  рассматривается следующая граничная задача для уравнения Бюргерса:




где




где (для пространства )  есть фактор-пространство по подпространству , состоящим из всевозможных постоянных , определяемых на множестве .
Для решения задачи (2.1.1)-(2.1.4) мы рассмотрим семейство граничных задач, каждая из которых рассматривается в области, представляющей собой соответствующую трапецию.
Пусть ,  – трапеция, и  – сечение трапеции при заданном . Отметим, что в точке  область  уже не вырождается в точку, кроме того между исходной областью  и областями  имеют место строгие включения  и, очевидно, что .
В невырождающейся области  (для каждого конечного ) рассматривается граничная задача:






Преобразуем граничную задачу (2.1.5)-(2.1.7) так, чтобы она была бы поставлена в прямоугольной области. Для этого произведем преобразование независимых переменных: перейдем от переменных  к переменным . Имеем



 прямоугольная область, и  – сечение прямоугольника  при любом фиксированном ,



Так как



то для производной по  от функции  (2.1.9) получаем



Теперь вычислим производные от функции  (2.1.9) по переменной :



Запишем граничную задачу (2.1.5)-(2.1.7) в области :






Замечание 2.1.1. Формулы (2.1.8)-(2.1.9) являются взаимно-однозначными, т.е. обратимыми. В дальнейшем, этим свойством мы будем пользоваться.
Вместо (2.1.10)-(2.1.12) в области  рассматривается более общая граничная задача:






где заданные непрерывные функции  для каждого фиксированного числа  удовлетворяют условиям



с заданными положительными постоянными 
Замечание 2.1.2. Для коэффициентов граничной задачи (2.1.10)-(2.1.12) условия (2.1.16) имеют место и соответственно принимают вид:







Справедлива следующая теорема.
Теорема 2.1.1. Пусть  – фиксированное число. Тогда, если 



и  удовлетворяют условиям (2.1.16), то граничная задача (2.1.13)-(2.1.15) имеет единственное решение




которое удовлетворяет оценке:




где 
Из теоремы 2.1.1 как ее следствие получаем следующее утверждение.
Теорема 2.1.2. Пусть  – фиксированное число. Тогда, если 

,

то граничная задача (2.1.10)-(2.1.12) имеет единственное решение




которое удовлетворяет оценке:




где 
Сформулировали следующее утверждение:
Теорема 2.1.3. Пусть  – фиксированное число. Тогда, если , то граничная задача (2.1.5)-(2.1.7) имеет единственное решение ,  которое удовлетворяет оценке:




где 
Доказательства теорем 2.1.1-2.1.2 проводятся методом Галеркина, при этом используются следующие леммы.
Лемма 2.1.1. Существует положительная постоянная , независящая от , такая, что при всех  имеет место неравенство:





где 
Лемма 2.1.4. Для положительных постоянных , независящих от , при всех  имеют место неравенства:





где 
Отсюда можно сформулировать основной результат данного подраздела.
Теорема 2.1.4. Пусть . Тогда задача (2.1.1)-(2.1.2) имеет единственное решение (2.1.4) 

.

Причем, следы решения удовлетворяют условиям .

В подразделе 2.2 в соболевских классах исследуются вопросы разрешимости граничной задачи для уравнения Бюргерса в нелинейно вырождающейся области с производными по времени в граничных условиях. 
Пусть на заданном конечном интервале  существует такая точка  (точка  может быть достаточно малой, но должна быть отделена от нуля, т.е. ), что имеет место следующее представление заданной функции :



Здесь функции  и  заданы и удовлетворяют условиям



где  являются заданными постоянными. Таким образом,  должна быть на интервале  дифференцируемой и дополнительно на интервале  строго монотонно возрастающей функцией.
Далее, пусть  – область, которая вырождается при  и  – сечение области  при фиксированной временной переменной . В области  рассматривается следующая граничная задача для уравнения Бюргерса:




где , где  или 


Основной задачей данного подраздела является вопрос разрешимости граничной задачи (2.2.3)-(2.2.4) при условиях (2.2.1), (2.2.2) и (2.2.5). Эта задача разбивается на две подзадачи: 
А. При условиях (2.2.1), (2.2.2) и (2.2.5) установить разрешимость граничной задачи (2.2.3)-(2.2.4) в области

.

Б. При условиях (2.2.1), (2.2.2) и (2.2.5) установить разрешимость граничной задачи (2.2.3)-(2.2.4) в области  с начальным условием



где соответственно через  и  обозначены решения задач 2.2.2 и 2.2.3.
Доказана справедливость следующих теорем: 
Теорема 2.2.1. Пусть  – сужение функции  на множество . Тогда задача (2.2.3)-(2.2.4) имеет единственное решение :




Теорема 2.2.2. Пусть  – сужение функции  на множество . Тогда задача (2.2.3) имеет единственное решение




Из утверждений теорем 2.2.1 и 2.2.2 получен основной результат данного подраздела.
Теорема 2.2.3. Пусть выполнены условия (2.2.1), (2.2.2) и  (2.2.5). Тогда граничная задача (2.2.3)-(2.2.4) имеет единственное решение




В разделе 3 изучены вопросы корректной разрешимости начально-граничных задач для одномерного уравнения типа Буссинеска в области с подвижной границей.
Пусть  и  граница , . В области , представляющей собой трапецию, рассматривается начально-граничная задача для уравнения типа Буссинеска



с граничными



и начальными условиями



где  – заданные функции.
Доказаны следующие теоремы.
Теорема 3.1.1. Пусть 



Тогда начально-граничная задача (3.1.1)-(3.1.3) имеет единственное решение



Теорема 3.1.2 (О гладкости). Пусть 



Тогда начально-граничная задача (3.1.1)-(3.1.3) имеет единственное решение
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В данном разделе мы рассматриваем начально-граничную задачу для уравнения Бюргерса в прямоугольной области, которую в некотором смысле можно принять за модельную. Дело в том, что такая задача часто возникает при изучении уравнения Бюргерса в областях с подвижными границами. В подтверждение сказанного можно сослаться, например, на работы [8] и [9]. Методами функционального анализа, априорных оценок и Фаэдо-Галеркина в пространствах Соболева и в прямоугольной области мы показываем корректность начально-граничной задачи для уравнения Бюргерса с нелинейными и наличием производной по времени граничными условиями типа Неймана.
Проникновение фронта смачивания в пористую среду является классической задачей со свободной границей. Исторически первым и наиболее известным примером является модель Грина-Ампта (Green-Ampt) для потока воды в почвах [7]. Существует огромное разнообразие ситуаций (химически реагирующие среды, деформируемые среды, эффекты капиллярности, массообмен, потоки смесей, среды со сложной структурой, загрязнение, рекультивация, заморозка грунта, производство композитных материалов, пивоварение и др.).
Как известно, подходящими моделями движения жидкости в пористых средах являются нелинейные уравнения Бюргерса и их модификации [1]-[6].
Спектр применения краевых задач для уравнений параболического типа в области с границей, изменяющейся во времени, достаточно широк. Подобного рода задачи возникают: при изучении тепловых процессов в электрических контактах [15], процессов экологии и медицины [16], при решении некоторых задач гидромеханики [17], термомеханики при тепловом ударе [18] и так далее.
В данном разделе в соболевских классах изучаются вопросы разрешимости начально-граничной задачи для уравнения Бюргерса в прямоугольной области с нелинейными граничными условиями типа Неймана.
В подразделе 1.1 дается постановка изучаемой граничной задачи, и сформулирован основной результат работы. Мы изучаем вопросы однозначной разрешимости двух вспомогательных граничных задач для уравнения Бюргерса в прямоугольной и непрямоугольной областях, которые используются при доказательстве основных результатов работы. Первой вспомогательной задаче посвящены подразделы 1.2-1.5, в которых методами априорных оценок и Фаэдо-Галеркина устанавливается ее корректность в классах Соболева. В подразделах 1.4-1.5 доказана теорема 1.1.1 – основной результат раздела.
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В области  мы рассматриваем вспомогательную начально-граничную задачу:




 					(1.1.3)

где заданные непрерывные функции  удовлетворяют условиям


(1.1.4)
с заданными положительными постоянными

 	(1.1.5)

Теорема 1.1.1 (Основной результат). Пусть  и выполнены условия (1.1.4)-(1.1.5). Тогда граничная задача (1.1.1)-(1.1.3) имеет единственное решение

.
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Для применения метода Фаэдо-Галеркина нам необходимо решить следующую спектральную задачу:





получаемую применением метода разделения переменных  из следующей задачи





Общее решение уравнения (1.2.1) ищем в виде
 

Удовлетворяя (1.2.4) граничным условиям (1.2.2)-(1.2.3), получаем








Нетрудно заметить, что решения уравнений




соответственно близки к точкам  и , и с ростом  приближаются сколь-угодно близко справа к соответствующим указанным точкам  и , т.е.  при  (см. рисунок 1.1-1.2). Если обозначим через , то получим: .
По теореме Пэли-Винера ([22], глава V, 86, пример) системы функций (1.2.6) и (1.2.8) полна в , так как для нее мало отличающейся будет система функций:



которая является полной в  Для последней системы достаточно сделать замену . Получим систему синусов:



которая полна в 
Отметим, что система функций (1.2.6) и (1.2.8) не является ортогональной в .
Замечание 1.2.1. Применимость теоремы Пэли-Винера ([22], глава V, 86, пример) следует из соотношений:




[image: ]
Рисунок 1.2.1 – Графики функций 

[image: ]
Рисунок 1.2.2 – Графики функций 

[bookmark: _Toc107404585]1.3 Постановка и решение приближенной задачи

Умножим уравнение (1.1.1) скалярно в  на функцию . В результате с учетом начального (1.1.3) и граничных условий (1.1.2) будем иметь слабую постановку задачи (1.1.1)-(1.1.3):





Введем приближенное решение



которое удовлетворим приближенному варианту задачи (1.3.1)-(1.3.2):






для всех  и .
Лемма 1.3.1. Задача (1.3.4)-(1.3.5) имеет единственное решение .
Доказательство. В силу того, что система функций   является базисом в , имеем

конечного ;

 – матрица Грамма,  – скалярное произведение в , 
,

=


Далее, если мы введем обозначения




где





для всех  тогда задача (1.3.4)-(1.3.5) эквивалентна следующей задаче Коши для конечной системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений



Заметим, что функции  хорошо определены, а функция  интегрируема в квадрате (в силу ). Поэтому задача Коши (1.3.6) однозначно разрешима на некотором интервале , где . Однако, согласно устанавливаемых далее априорных оценок, мы получаем, что это решение  продолжается до конечного времени .
Таким образом, мы находим функции  как решение задачи Коши (1.3.6) для каждого фиксированного конечного , а вместе с ними и единственное приближенное решение  задачи (1.3.4)-(1.3.5). Лемма 1.3.1 полностью доказана.
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Лемма 1.4.1. Существует положительная, независящая от , постоянная , такая, что для всех  имеет место оценка



Доказательство. Умножая (1.3.4) на , суммируя результат по  от  до  и используя равенство



получаем




Теперь, интегрируя (1.4.1) по  от  до  и используя неравенство Коши




будем иметь




Из (1.4.2) следует



Применяем неравенство Гронуолла, получим оценку для . Используя эту оценку в (1.4.2), мы устанавливаем требуемую оценку Леммы 1.4.1.
Согласно вложения  из Леммы 1.4.1 непосредственно следует
Следствие 1.4.1. Существует положительная, независящая от , постоянная , такая, что для всех  имеет место неравенство


где  – постоянная вложения .
Лемма 1.4.2. Для положительной постоянной , независящей от , при всех  имеет место неравенство



Доказательство. Учитывая равенство



которое следует из (1.2.4) и (1.3.3), и умножая равенство (1.3.4) на  и суммируя по  от  до , мы получаем







Мы воспользуемся соотношениями (аналогичные верны и для слагаемого с 





где 

Установим следующую оценку




В предыдущем соотношении мы использовали интерполяционное неравенство из ([23], Theorems 5.8–5.9, p.140–141). Теперь, применяя неравенство Юнга ():



где




отсюда получаем





где постоянная  определяется согласно оценкам Леммы 1.4.1 и Следствия 1.4.1.
Аналогично предыдущему получаем





где постоянная  определяется согласно оценкам Леммы 1.4.1 и Следствия 1.4.1.
Сперва мы рассмотрим оценки нелинейных слагаемых из (1.4.4). Прежде всего, имеем





Далее, учитывая интерполяционное неравенство из ([23], Theorems 5.8–5.9, p.140–141)




из (1.4.8) получим





Здесь мы воспользовались неравенством Юнга (1.4.5), где




Далее, для двух последних слагаемых из (1.4.4) будем иметь:


, 				 (1.4.10)


С учетом неравенств (1.4.6)-(1.4.11), интегрируя (1.4.4) от  до , получаем





где



Оценим два последних интегральных слагаемых из (1.4.12). Используя (1.4.6)-(1.4.7), имеем




Таким образом, (1.4.12) принимает вид:




Из неравенства (1.4.13) аналогично как в доказательстве Леммы 1.4.1 мы получаем искомую оценку (1.4.3). Лемма 1.4.2 полностью доказана.
Лемма 1.4.3. Для положительной постоянной , независящей от , при всех  имеет место неравенство:



Доказательство. Запишем уравнение (1.1.1) для приближенного решения :



Из уравнения (1.4.15) получаем




Согласно вложения     имеет    место     неравенство Отсюда, учитывая Леммы 1.4.1 и 1.4.2, мы получаем





где  – постоянная вложения ,  и  – постоянные из Лемм 1.4.1 и 1.4.2 соответственно.
Оценка (1.4.14) следует из (1.4.16), (1.4.17) и из утверждений Лемм 1.4.1 и 1.4.2. Лемма 1.4.3 полностью доказана.
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Леммы 1.4.1-1.4.3 показывают, что последовательность галеркинских приближений  ограничена в пространстве , а последовательность  соответственно в .
Таким образом, мы можем выделить слабо сходящуюся подпоследовательность (для которой обозначение индексов мы сохраним прежним ): 

 слабо в 
 сильно в  и почти всюду в 

Лемма 1.5.1. Пусть выполнены условия (1.1.4)-(1.1.5) и . Тогда начально-граничная задача (1.1.1)-(1.1.3) имеет слабое решение в пространстве .
Доказательство. Пусть , т.е. из класса бесконечно дифференцируемых финитных функций. Введем обозначение , где . Теперь, умножая интегральное тождество (1.3.4) на функцию  и интегрируя полученный результат по  от  до , получим






Так как  плотно в , то интегральное тождество (1.5.3) можно переписать в виде






В интегральном тождестве (1.5.4) перейдем к пределу при . В выражениях, соответствующих линейным слагаемым уравнения (1.1.1) и граничных условий (1.1.2), переход к пределам осуществляется согласно соотношениям (1.5.1). Что касается нелинейных слагаемых, то здесь мы имеем следующее:






так как согласно (1.5.2) и (1.5.1) имеет место предельное соотношение



Далее, согласно (1.5.4) и (1.5.2) аналогично предыдущему будем иметь






Итак, переходя к пределу при  в интегральном тождестве (1.5.4) с учетом предельных соотношений (1.5.5)-(1.5.7), а также в начальном условии (1.3.3), получим







Заметим, что интегральное тождество (1.5.8) справедливо и для любых тестовых функций , т.е. имеем




Далее, возвращаясь к (1.5.8) и учитывая, что следы  и  из  тестовых функций  не зависимы друг от друга и произвольны, в этом случае из (1.5.8) следуют тождества




т.е. подынтегральные выражения в квадратных скобках из (1.5.10)-(1.5.12) определяют нулевые функционалы над пространствами  и , и принадлежат пространствам  и . Таким образом, из (1.5.10)-(1.5.12) мы получаем, что слабая предельная функция  удовлетворяет уравнению (1.1.1) и граничным условиям (1.1.2), а из (1.5.9) следует, что она удовлетворяет начальному условию (1.1.3). Этим завершается доказательство Леммы 1.5.1.
Лемма 1.5.2. При условиях Леммы 1.5.1 решение  начально-граничной задачи (1.1.1)-(1.1.3) единственно.
Доказательство. Пусть начально-граничная задача (1.1.1)-(1.1.3) имеет два различных решения  и . Тогда их разность  будет удовлетворять следующей однородной задаче:





Согласно Лемм 1.4.1 и 1.4.2 имеем



Умножая уравнение (1.5.13) на функцию  скалярно в  и учитывая (1.5.14)-(1.5.16), мы получаем






Оценим правую часть (1.5.17). Согласно (1.5.16) и по Лемме 1.4.1 имеем:








Далее, имеем







Нам нужны оценки








где  – норма оператора вложения .
На основе соотношений (1.5.17)-(1.5.22) устанавливаем




Отсюда, применяя неравенство Гронуолла, получаем:



Это означает, что  в , т.е. решение начально-граничной задачи (1.1.1)-(1.1.3) может быть только одним. Лемма 1.5.2 полностью доказана.
Из утверждений Лемм 1.5.1 и 1.5.2 следует справедливость Теоремы 1.1.1.
Таким образом, мы полностью доказали основной результат раздела Теорему 1.1.1.
Таким образом, нами установлена теорема об однозначной разрешимости в соболевских классах граничной задачи типа Неймана для уравнения Бюргерса в прямоугольной области. Установленные результаты могут оказаться полезными в задачах моделирования (а) нелинейных тепловых полей в контактных устройствах высокого напряжения, (б) нелинейных процессов диффузии и распространения инородных включений в потоках водных и атмосферных ареалов и др.
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Как отмечено выше, исследование уравнения Бюргерса имеет давнюю историю, часть из которой приводится в работах [8] и [9], а также в книгах [12] и [13].
В работах [8] и [9] были исследованы вопросы разрешимости граничных задач для уравнения Бюргерса в непрямоугольной области. Если в [8] требуется, чтобы она (невырожденная область) преобразовывалась с помощью регулярной замены (независимых) переменных в прямоугольную область; то в работе [9] это требование исключается (область независимых переменных вырождается в начальный момент времени). В пространствах Соболева методами Фаэдо-Галеркина и априорных оценок устанавливается существование и единственность регулярного решения исследуемых граничных задач.
В работе [14] в угловой области изучается граничная задача для уравнения теплопроводности с производной по времени в граничных условиях. Там же отмечается, что случай неоднородной граничной задачи "... оказывается полезным при изучении некоторых задач со свободными границами". Например, для однофазной задачи "... Стефана при следующих предположениях: жидкая фаза с положительной температурной температурой  занимает , при  задается положительный поток тепла, а свободная граница  начинается у твердой стенки , т.е. выполняется условие ". Отметим, что в работе [14] установлена теорема об однозначной разрешимости рассматриваемой там граничной задачи в весовых гельдеровских пространствах.
Спектр применения краевых задач для уравнений параболического типа в области с границей, изменяющейся во времени, достаточно широк. Подобного рода задачи возникают: при изучении тепловых процессов в электрических контактах [15], процессов экологии и медицины [16], при решении некоторых задач гидромеханики [17], термомеханики при тепловом ударе [18] и так далее.
Обширная литература посвящена исследованию разрешимости линейных и нелинейных параболических уравнений в цилиндрических областях. Однако, что касается нелинейных граничных задач в вырождающихся нецилиндрических областях, то они изучены сравнительно мало.
Для угловых областей в лебеговых классах нами изучались граничные задачи теплопроводности и установлены теоремы об их разрешимости, сведением к сингулярным интегральным уравнениям Вольтерра второго рода [19], [20].
В [21] нами были изучены различные случаи неоднородности по границе. В этих случаях показано, что имеет место как единственная разрешимость, так и неединственная разрешимость для соответствующих граничных задач.
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В данном разделе в соболевских классах мы изучаем вопросы разрешимости граничной задачи для уравнения Бюргерса в угловой линейно вырождающейся области с производными по времени в граничных условиях (в некотором смысле аналог задачи Солонникова-Фазано [14] для уравнения Бюргерса). В подразделе 2.1.1 мы даем постановку изучаемой граничной задачи, по отношению к которой в подразделе 2.1.2 мы строим последовательность граничных задач уже в невырождающихся областях. Здесь же мы с помощью преобразования независимых переменных приходим к семейству задач в соответствующих прямоугольных областях. Сформулированы ряд теорем об их однозначной разрешимости. В подразделе 2.1.3 установлены априорные оценки для решения вышеуказанных граничных задач. В этом же пункте сформулирован основной результат работы в виде теоремы для исходной нелинейной граничных задач в вырождающейся треугольной области. Доказательства этих теорем даны в подразделах 2.1.4 и 2.1.5.
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Пусть  – треугольная область, одна из вершин которой находится в начале координат, и  – сечение области  при фиксированной временной переменной . В области  рассматривается следующая граничная задача для уравнения Бюргерса:




где



В данном разделе изучается вопрос существования и единственности решения граничной задачи (2.1.1)-(2.1.2) в соболевском пространстве (всюду в разделе обозначения пространств соответствуют принятым в книге [24]):



где (для пространства )  есть фактор-пространство по подпространству , состоящим из всевозможных постоянных , определяемых на множестве .
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К задаче (2.1.1)-(2.1.4) мы поставим семейство граничных задач, каждая из которых рассматривается в области, представляющей собой соответствующую трапецию.
Итак, пусть ,  – трапеция, и  – сечение трапеции при заданном . Отметим, что в точке  область  уже не вырождается в точку, кроме того между исходной областью  и областями  имеют место строгие включения  и, очевидно, что .
В невырождающейся области  (для каждого конечного ) рассматривается граничная задача:






Мы хотим преобразовать граничную задачу (2.1.5)-(2.1.7) так, чтобы она была бы поставлена в прямоугольной области. Для этой цели мы сделаем преобразование независимых переменных: перейдем от переменных  к переменным . Имеем



 прямоугольная область, и  – сечение прямоугольника  при любом фиксированном ,



Так как



то для производной по  от функции  (2.1.9) получаем



Теперь вычислим производные от функции  (2.1.9) по переменной :



Запишем граничную задачу (2.1.5)-(2.1.7) в области :






Замечание 2.1.1. Формулы (2.1.8)-(2.1.9) являются взаимно-однозначными, т.е. обратимыми. В дальнейшем, этим свойством мы будем пользоваться.
Вместо (2.1.10)-(2.1.12) в области  мы будем рассматривать более общую граничную задачу:






где заданные непрерывные функции  для каждого фиксированного числа  удовлетворяют условиям



с заданными положительными постоянными 
Замечание 2.1.2. Для коэффициентов граничной задачи (2.1.10)-(2.1.12) условия (2.2.12) имеют место и соответственно принимают вид:







Справедлива следующая теорема.
Теорема 2.1.1. Пусть  – фиксированное число. Тогда, если 



и  удовлетворяют условиям (2.1.16), то граничная задача (2.1.13)-(2.1.15) имеет единственное решение




которое удовлетворяет оценке:




где 
Из теоремы 2.1.1 как ее следствие получаем следующее утверждение.
Теорема 2.1.2. Пусть  – фиксированное число. Тогда, если 

,

то граничная задача (2.1.10)-(2.1.12) имеет единственное решение




которое удовлетворяет оценке:




где 
На основе, установленных ниже в разделе 2.1.3, лемм 2.1.1, 2.1.3 и 2.1.4 доказательство теоремы 2.1.1 может быть проведено методом Галеркина (например, как в [24]).
Дадим соответствие функциональных пространств в терминах независимых переменных  и :





Далее, учитывая соответствия пространств (2.1.19)-(2.1.20), в соответствии с теоремой 2.1.2, а также формул преобразования (2.2.8)-(2.2.9) мы можем сформулировать следующее утверждение:
Теорема 2.1.3. Пусть  – фиксированное число. Тогда, если  (2.1.19), то граничная задача (2.1.5)-(2.1.7) имеет единственное решение  (2.1.20),  которое удовлетворяет оценке:




где 
Теорема 2.1.3 доказывается в разделе 2.1.4.
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Здесь мы установим ряд лемм, на основе которых методом Галеркина могут быть проведены доказательства теорем 2.1.1-2.1.2, сформулированных в предыдущем разделе.
Лемма 2.1.1. Существует положительная постоянная , независящая от , такая, что при всех  имеет место неравенство:





где 
Доказательство. Умножая уравнение (2.1.13) скалярно в  на  и учитывая (2.1.14), получаем







или





Так как




то, используя неравенства (2.1.23) и




и интегрируя соотношение (2.1.22) от  до , с учетом (2.1.15) получаем



где





Из (2.1.24) мы будем иметь следующие неравенства:




Для неравенства (2.1.25) мы будем применять следующую лемму 2.1.2 из работы Bihari I. [14], которую приведем в ее оригинальной формулировке.
Лемма 2.3.2. Пусть  – положительные непрерывные функции  и  (постоянные), далее  – неотрицательная неубывающая непрерывная функция для . Тогда из неравенства



следует неравенство



где ,



и  – обратная функция для  существует в силу монотонности 
Очевидно, что переменная  может принадлежать под-интервалу  из , так чтобы аргумент  принадлежал бы области определения функции . Поэтому, может оказаться, что условие (2.1.26) будет выполняться лишь для  с некоторым определяемым .
В нашем случае, мы имеем



Прежде всего, отметим, что согласно ()  является строго возрастающей функцией. Вычислим интеграл



Учитывая (2.1.28), для величины  будем иметь



Далее, для нахождения обратной функции  необходимо относительно  решить следующее алгебраическое уравнение:



Сведем равенство (2.1.30) к следующему квадратному уравнению ()



Для корней  и  уравнения (2.1.31) будут соответствовать обратные функции :



где .
Первая обратная функция из (2.1.32) неотрицательна на , но не подходит для наших целей, так как она терпит разрыв второго рода при . Вторая лишена этой особенности, она всюду непрерывна и ограничена на . Таким образом, имеем



Теперь из (2.1.33) и (2.1.29) получаем



то есть,



Теперь, применяя неравенство (2.1.26) из леммы 2.1.2 для (2.1.25), будем иметь оценку




Осталось получить оценку для слагаемого . На основе оценки (2.1.34) мы будем иметь



Отметим, что постоянные  и  в оценках (2.1.34)-(2.1.35) удовлетворяют условиям



Таким образом, оценки (2.1.34)-(2.1.35) завершают доказательство леммы 2.1.1.

Лемма 2.1.3. Для положительной постоянной , независящей от , при всех  имеет место неравенство:




где 
Доказательство. Умножая уравнение (2.1.13) скалярно в  на  и учитывая (2.1.14), получаем






или





Сперва мы рассмотрим оценку нелинейного слагаемого из (2.1.37). Прежде всего, имеем




Далее, учитывая интерполяционное неравенство из ([23], Theorems 5.8–5.9, p.140–141)




из (2.1.38) получим





Здесь мы воспользовались неравенством Юнга ():



где




Далее, для двух последних слагаемых из (2.1.37) будем иметь:




Из (2.1.37), (2.1.39)-(2.1.40) получаем





или, интегрируя (2.1.41) по  от  до , будем иметь





где



Из неравенства (2.1.42) аналогично как в доказательстве леммы 2.1.1 мы получаем искомую оценку (2.1.36). Лемма 2.1.3 полностью доказана.
Лемма 2.1.4. Для положительных постоянных , независящих от , при всех  имеют место неравенства:





где 
Доказательство. Утверждение леммы 2.1.4 следует из лемм 2.1.1 и 2.1.3, а также уравнения (2.1.13) и граничных условий (2.1.14).
Таким образом, применяя метод Галеркина [24], на основе лемм 2.1.1, 2.1.3 и 2.1.4 непосредственно получаем справедливость утверждения теоремы 2.1.1 и априорной оценки (2.1.17), а вместе с ними и справедливость теоремы 2.1.2 и априорной оценки (2.1.18).
Теперь мы можем сформулировать основной результат раздела.
Теорема 2.1.4 (Основной результат). Пусть . Тогда задача (2.1.1)-(2.1.2) имеет единственное решение (2.1.4) 

.

Причем, следы решения удовлетворяют условиям .
Доказательство теоремы 2.1.4 будет проведено ниже.
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Здесь мы установим ряд лемм, на основе которых будет доказана теорема 2.1.3, сформулированная в подразделе 2.1.2 Следующие три леммы являются следствиями соответственно лемм 2.1.1, 2.1.3-2.1.4.
Лемма 2.1.5. Существует положительная постоянная , независящая от , такая, что при всех  имеет место неравенство:




где 
Лемма 2.1.6. Для положительной постоянной , независящей от , при всех  имеет место неравенство:




где 
Лемма 2.1.7. Для положительных постоянных , независящих от , при всех  имеет место неравенство:





где 
На основе утверждений лемм 2.1.5-2.1.7, применяя метод Галеркина [24], мы устанавливаем справедливость теоремы 2.1.3.
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Доказательство теоремы 2.1.4 основано на теореме 2.1.3. В граничных задачах (2.1.5)-(2.1.7) каждый элемент из последовательности  продолжим нулем соответственно на всю треугольную область  и на интервал . В результате, мы получим последовательность функций, обозначаемую через



Очевидно, что каждая четверка функций из последовательности (2.1.43) удовлетворяет граничной задаче (2.1.1)-(2.1.2) согласно утверждению теоремы 2.1.3. Кроме того заметим, что оценка (2.1.21) будет усилена, если заменить в ее правой части  на выражение , так как



где 
Таким образом, мы получаем ограниченную последовательность функций (2.1.43), из которой можно выделить слабо сходящуюся последовательность, т.е. (для этой подпоследовательности сохраним обозначение  для индекса). Будем иметь





Так как из (2.1.44) следует, что



тогда согласно (2.1.44)-(2.1.47) мы можем перейти к пределу при  в интегральных тождествах









Итак, мы установили, что граничная задача (2.1.1)-(2.1.2) имеет слабое решение  в смысле интегральных тождеств (2.1.48)-(2.1.50).
Покажем единственность. Пусть граничная задача (2.1.1)-(2.1.2) имеет два различных решения  и . Тогда их разность  будет удовлетворять однородной граничной задаче:




Установим, что граничная задача (2.1.51)-(2.1.52) не будет иметь нетривиального решения, отличающегося от постоянной. Ясно, что

 и 

Умножая уравнение (2.1.51) на функцию  скалярно в  учитывая (2.1.52), получаем





Интегрируя по частям




из (2.1.54) будем иметь





Теперь оценим правую часть соотношения (2.1.55). Учитывая (2.1.53), имеем







Отсюда и из (2.1.55) мы получаем



где





Единственность решения граничной задачи (2.1.1)-(2.1.2) установлена, а вместе с ней полностью доказана теорема 2.1.4.
Таким образом, доказаны теоремы о разрешимости в соболевских классах граничной задачи для уравнения Бюргерса в вырождающейся области, точка вырождения которой находится в начале координат.
Результаты данного подраздела далее обобщены на случай, когда мы имеем область независимых переменных  представленную в виде криволинейного треугольника, подвижная сторона которого может изменяться по правилу , и выполнено условие . При этом, от функции  требуется выполнение некоторых естественных условий. Например, функция  должна удовлетворять следующим двум условиям: 1o. в достаточно малом промежутке времени  функция  имела бы представление , где  − заданная положительная постоянная (у нас в работе она равнялась единице); 2o. на интервале  функция  была бы непрерывно дифференцируемой и обладала бы свойством монотонности, обеспечивающей взаимно однозначное преобразование от независимых переменных  к переменным .
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В данном разделе в соболевских классах мы изучаем вопросы разрешимости граничной задачи для уравнения Бюргерса в нелинейно вырождающейся области с производными по времени в граничных условиях. Рассматриваемая задача в некотором смысле является аналогом задачи Солонникова-Фазано [14] для уравнения Бюргерса. 
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Пусть на заданном конечном интервале  существует такая точка  (точка  может быть достаточно малой, но должна быть отделена от нуля, т.е. ), что имеет место следующее представление заданной функции :



Здесь функции  и  заданы и удовлетворяют условиям



где  являются заданными постоянными. Таким образом,  должна быть на интервале  дифференцируемой и дополнительно на интервале  строго монотонно возрастающей функцией.
Далее, пусть  – область, которая вырождается при  и  – сечение области  при фиксированной временной переменной . В области  рассматривается следующая граничная задача для уравнения Бюргерса:




где , где  или 


Замечание 2.2.1. Предположим, что наличие нелинейного члена  в граничных условиях (2.2.4) диктуется только наличием конвективной составляющей в уравнении Бюргерса, обеспечивающей нелинейный «массовый» перенос и обмен на границе. Мы исходили из того, что в уравнении (2.2.3) конвективные и диффузионные члены могут быть записаны в виде .
Задача 2.2.1. При условиях (2.2.1), (2.2.2) и (2.2.5) установить разрешимость граничной задачи (2.2.3)-(2.2.4).
Задачу 3.1.1 мы разбиваем на следующие две подзадачи:
Задача 2.2.2. При условиях (2.2.1), (2.2.2) и (2.2.5) установить разрешимость граничной задачи (2.2.3)-(2.2.4) в области

.

Задача 2.2.3. При условиях (2.2.1), (2.2.2) и (2.2.5) установить разрешимость граничной задачи (2.2.3)-(2.2.4) в области  с начальным условием



где соответственно через  и  обозначены решения задач 2.2.2 и 2.2.3.
Замечание 2.2.2. Нетрудно видеть, что решение  задачи 2.2.1 может быть получено из решений  задачи 2.2.2 и  задачи 2.2.3. Таким образом, нам достаточно решить задачи 2.21.2 и 2.2.3.
Основные результаты работы по задачам 2.2.2 и 2.2.3 формулируются в виде следующих теорем (всюду в работе обозначения пространств соответствуют принятым в книге [24]).
Теорема 2.2.1. Пусть  – сужение функции  на множество . Тогда граничная задача (2.2.3)-(2.2.4) имеет единственное решение :




Теорема 2.2.2. Пусть  – сужение функции  на множество . Тогда задача (2.2.3) имеет единственное решение




Таким образом, из утверждений теорем 2.2.1 и 2.2.2 будет следовать основной результат работы по задаче 2.2.1.
Теорема 2.2.3 (Основной результат). Пусть выполнены условия (2.2.1), (2.2.2) и  (2.2.5). Тогда граничная задача (2.2.3)-(2.2.4) имеет единственное решение




Доказательства теорем 2.2.1 – 2.2.3 будут проведены ниже.
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Пусть нам задана функция , которая отличная от .  В области  мы рассматриваем следующую начально-граничную задачу 




с начальным условием



где  заданные положительные постоянные, функции  и  удовлетворяют условию



Задача 2.2.4. Доказать однозначную разрешимость начально-граничной задачи (2.2.7) - (2.2.9) при условиях (2.2.10).
Выполним обратимое преобразования независимых переменных



мы перейдем от независимых переменных  к переменным . В этом случае область  преобразуется в прямоугольную область  Задача 2.2.4 принимает следующий вид  





с начальными условиями



где 
Для удобства в дальнейших рассуждениях перепишем начально-краевую задачу (2.2.12)-(2.2.13) в виде:







где заданы непрерывные функции  определяемые соотношениями



которые согласно условиям (2.2.10) удовлетворяют следующим




с заданными положительными постоянными



Справедлива следующая теорема.
Теорема 2.2.4. Пусть  и условия (2.2.17) выполнены. Тогда краевая задача (2.2.148)-(2.2.16), т.е. задача (2.2.11)-(2.2.13), имеет единственное решение




Мы приводим доказательство теоремы 2.2.4 ниже в разделах 2.2.4-2.2.6.
Далее, принимая во внимание соответствие пространства в областях  и 







мы устанавливаем следующее утверждение
Теорема 2.2.5. Пусть выполняются условия (2.2.10) и . Тогда начально-краевая задача (2.2.7)-(2.2.9) однозначно разрешима в пространстве
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К области  из раздела 2.2.1 мы сопоставим семейство областей  представляющих собой криволинейные трапеции, и  – сечение  при заданном . Отметим, что в точке  область  уже не вырождается в точку, кроме того между исходной областью  и областями  имеют место строгие включения  и, очевидно, что 
На криволинейных трапециях  мы рассмотрим следующие граничные задачи для уравнения Бюргерса с неизвестными функциями  соответственно:





с начальным условием

Для каждого фиксированного  начально-граничная задача (2.2.24)-(2.2.26) является задачей вида (2.2.7)-(2.2.9) при условиях (2.2.10), для которых справедлива теорема 2.2.5. Из теоремы 2.2.5 получаем
Теорема 2.2.6. Пусть для функции  выполнены условия (2.2.1), (2.2.2), (2.2.5) и . Тогда для каждого фиксированного  начально-граничная задача (2.2.24)-(2.2.26) однозначно разрешима в пространстве



Для продолжения доказательства теоремы 2.2.1. нам понадобится следующее утверждение:
Теорема 2.2.7. В соответствии с условиями теорем 2.2.1 и 2.2.6, справедлива следующая  оценка




Для доказательства теоремы 2.2.7 установим ряд лемм.
Лемма 2.2.1. Для всех  справедлива оценка




где положительная постоянная  не зависит от .
Доказательство. Умножая (2.2.24) на  скалярно в , получаем



где



Заметим, что  не зависит от .
Отсюда получаем два неравенства




Наконец, применяя неравенство Гронуолла из (2.2.29)-(2.2.30), получаем оценку (2.2.28). Это завершает доказательство леммы 2.2.1.
Лемма 2.2.2. Для всех  справедлива оценка




где положительная постоянная  не зависит от .
Доказательство. Умножая (2.2.24) на  скалярно в , получаем






Сначала рассмотрим оценки нелинейных членов из (2.2.32). Прежде всего, у нас есть




Далее, учитывая интерполяционное неравенство из ([23], Теоремы 5.8-5.9, p. 140-141)


 из (2.2.33) получаем






Здесь мы использовали неравенство Юнга 



где 



Заметим, что для двух нелинейных членов в правой части (2.2.32) справедливы следующие оценки:






В неравенствах (2.2.35)-(2.2.36) воспользуемся оценкой (2.2.28) из леммы 2.2.1. В (2.2.35) необходимо оценить последний член справа.
Учитывая интерполяционное неравенство из ([23], Theorem 5.9, p.140-141), получим






где  – постоянная из теоремы 5.9, с. 140-141 [23],  – постоянная из условия (2.2.24) для функции .
Далее, для последнего члена из (2.2.32) имеем




Из (2.2.32), (2.2.34)-(2.2.38) получаем




где



или, интегрируя (2.2.39) относительно  от  до , мы получаем





где .
Из неравенства (2.2.40), аналогично доказательству леммы 2.2.1, получаем требуемую оценку (2.2.31). Лемма 2.2.2 полностью доказана.
Лемма 2.2.3. Для всех  справедливы оценки





где положительные постоянные  и  не зависят от .
Доказательство. Оценка (2.2.41) следует из уравнения (2.2.24). Мы имеем



Согласно вложению  неравенство  выполняется. Отсюда, учитывая леммы 2.2.1 и 2.2.2, получаем




Оценка (2.2.41) следует из (2.2.44), (2.2.45) и из утверждений лемм 2.2.1 и 2.2.2. 
Остается доказать справедливость оценок (2.2.42)-(2.2.43). Из граничных условий (2.2.25) получаем






Оценки (2.2.42)-(2.2.43) следуют из (2.2.46)-(2.2.47) и утверждений лемм 2.2.1 и 2.2.2 соответственно. Лемма 2.2.3 полностью доказана.
Учитывая очевидное неравенство  из лемм 2.2.1-2.2.3 сразу получаем оценку (2.2.27) из теоремы 2.2.7. Таким образом, мы доказали теорему 2.2.7.
Переходим к вопросу об однозначной разрешимости преобразованной вспомогательной начально-граничной задачи (2.2.11)-(2.2.13), то есть к доказательству теоремы 2.2.4, которой посвящены разделы 2.2.4-2.2.6.
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Мы умножаем уравнение (2.2.11) скалярно в  на функцию . В результате, принимая во внимание с учетом начальных условий (2.2.13) и граничных условий (2.2.12) будем иметь слабую постановку задачи (2.2.11)-(2.2.13):







Пусть задан некоторый базис  в пространстве  Мы вводим следующее приближенное решение



Далее удовлетворим этому решению приближенный вариант задачи (2.2.48)-(2.2.49):




для всех  и 
Лемма 2.2.4. Задача (2.2.51)-(2.2.52) имеет единственное решение 
Доказательство. Поскольку система функций  является базисом в , для наименьшего собственного значения  матрица



где




имеем оценки



поскольку  — матрица Грама, и она положительно определена, а  и  являются неотрицательными конечными симметричными матрицами по критерию неотрицательной определенности квадратичной формы (by Theorem 8
of [26], chapter 1). Легко проверить, что все главные миноры матриц  и неотрицательны. Отсюда следует, что для  существует обратная матрица  для каждого фиксированного .
Далее, если ввести обозначение




где





для всех  тогда задача (2.2.51)-(2.2.52) эквивалентна следующей задаче Коши для конечной системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений



Обратите внимание, что функции  хорошо определены, а функция  интегрируема в квадрате (из-за ). Следовательно, задача Коши (2.2.53) однозначно разрешима на некотором интервале , где  Однако, согласно установленным ниже априорным оценкам, получаем, что это решение  продолжается до конечного времени 
Поэтому найдем функции  как решение задачи Коши (2.2.53) для каждой фиксированной конечной , а вместе с ними и единственное приближенное решение  задачи (3.4.48)-(2.2.51). Лемма 2.2.4 полностью доказана.
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Лемма 2.2.5. Для всех  справедлива оценка




где положительная постоянная  не зависит от .
Лемма 2.2.6. Для всех  справедлива оценка




где положительная постоянная  не зависит от .
Лемма 2.2.7. Для всех  справедливы оценки





где положительные постоянные  и  не зависят от .
Замечание 2.2.3. Доказательства лемм 2.2.5-2.2.7 мы не приводим, так как вспомогательная начально-граничная задача (2.2.11)-(2.2.13) является частным случаем задачи с подвижной границей (2.2.7)-(2.2.9), для которой априорные оценки подробно устанавливаются выше в леммах 2.2.1-2.2.3. Заметим, что наличие переменных коэффициентов в (2.2.11)-(2.2.13) при условиях (2.2.14), налагаемых на эти коэффициенты, не играет существенной роли в получении априорных оценок в леммах 2.2.5-2.2.7.
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Леммы 2.2.5-2.2.7 показывают, что последовательности приближений Галеркина  ограничены в прямом произведении пространств  и последовательности  ограничены в . Следовательно, мы можем извлечь слабо сходящиеся подпоследовательности (для которых обозначение индексов мы сохраним тем же ):





На основании соотношений (2.2.59)-(2.2.62) устанавливаем следующие Леммы 2.2.8-2.2.9.
Лемма 2.2.8. Пусть выполнены условия (2.2.14) и  Тогда начально-граничная задача (2.2.11)-(2.2.13) имеет слабое решение в пространстве 
Лемма 2.2.9. В соответствии с условиями леммы 2.2.8 решение  начально-граничной задачи (2.2.11)-(2.2.13) является единственным.
Замечание 2.2.4. Мы не приводим здесь доказательства лемм 2.2.8-2.2.9, поскольку вторая вспомогательная начально-граничная задача (2.2.11)-(2.2.13) является частным случаем задачи с движущейся границей (2.2.59)-(2.2.60), соответствующие утверждения для этих лемм подробно изложены ниже в разделах 2.2.7-2.2.8 в доказательстве теоремы 3.1.1.
Из утверждений лемм 2.2.8 и 2.2.9 следует справедливость теоремы 3.2.1. Из этой теоремы также следует справедливость теоремы 3.1.2.
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Доказательство теоремы 2.2.1 основано на теореме 2.2.7. В краевых задачах (2.2.24)-(2.2.26) каждый элемент из последовательности



мы продолжаем с нулями, соответственно, для всей области  и для всего интервала . В результате получим последовательность функций, которую обозначим через



Очевидно, что каждая четверка функций из последовательности (2.2.63) удовлетворяет граничной задаче (2.2.3)-(2.2.4) в области  согласно утверждению теорем 2.2.1-2.2.2. Кроме того заметим, что оценка (2.2.27) будет усилена, если заменить в ее правой части  на выражение , так как  для .
Таким образом, мы получаем ограниченную последовательность функций (2.2.63), из которой можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность (для этой подпоследовательности сохраним обозначение  для индекса), т.е. будем иметь





Так как из (2.2.64)-(2.2.66) следует, что





Тогда согласно (3.7.64)-(3.7.69) мы можем перейти к пределу при  в интегральных тождествах








Итак, мы установили, что граничная задача (2.2.3)-(2.2.4) имеет решение  в смысле интегральных тождеств (2.2.70)-(2.2.72). Доказана часть существования теоремы 2.2.1.
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Пусть граничная задача (2.2.3)-(2.2.4) имеет два различных решения  и . Тогда их разность  будет удовлетворять однородной граничной задаче :





По леммам 2.2.1-2.2.2 имеем



Умножая уравнение (2.2.73) на функцию  скалярно в  учитывая (2.2.74)-(2.2.76), получаем






Здесь мы использовали равенство



Теперь оценим правую часть соотношения (2.2.77). Учитывая (2.2.76) и лемму 2.2.1, имеем












На основании соотношений (2.2.77)-(2.2.80) положим





Теперь оценим предпоследний член из (2.2.81). Принимая во внимание интерполяционное неравенство из ([23], Theorem 5.9, p.140-141), мы имеем





где  – постоянная из теоремы 5.9., p.140-141 [23].
Из (2.2.81)-(2.2.82), применяя неравенство Гронуолла, получаем



Это означает, что  в   и  в  т.е. решение начально-граничной задачи (2.2.3)-(2.2.4) может быть только одним. Единственность доказана.
Таким образом, мы установили справедливость теоремы 2.2.1. Справедливость теоремы 2.2.2 доказана выше. Основной результат нашей работы, теорема 2.2.3, следует из формулировок теорем 2.2.1 и 2.2.2.
Итак, в классах Соболева установлена теорема о корректности краевой задачи для уравнения Бюргерса в вырождающейся области с динамическими граничными условиями. В рассматриваемом случае точка вырождения области находится в начале координат. Движущаяся часть границы подчиняется нелинейному закону.
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Теория уравнений Буссинеска и его модификации всегда привлекала и привлекает внимание как математиков-теоретиков, так и прикладников. Уравнение Буссинеска, а также их модификации занимают важное место при описании движения жидкости и газа, в том числе, в теории нестационарной фильтрации в пористых средах. Здесь отметим лишь работы [6] и [27]-[31]. В последние годы граничные задачи для этих уравнений активно исследуются, так как они моделируют процессы в пористых средах. Процессы, протекающие в пористых средах, особую важность приобретают для глубокого осмысления и понимания задач разведки и эффективной разработки нефтяных и газовых месторождений.
В данном разделе мы изучаем вопросы корректной постановки начально-граничных задач для одномерного уравнения типа Буссинеска в области с подвижной границей. Для простоты область представлена трапецией. Используя метод монотонных операторов, мы доказываем теоремы об однозначной слабой разрешимости рассматриваемых граничных задач.
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Пусть  и  граница , . В области , представляющей собой трапецию, рассматривается начально-граничная задача для уравнения типа Буссинеска



с граничными



и начальными условиями



где  – заданные функции.
Нами установлены следующие теоремы.
Теорема 3.1.1 (Основной результат). Пусть 



Тогда начально-граничная задача (3.1.1)-(3.1.3) имеет единственное решение



Теорема 3.1.2 (О гладкости). Пусть 



Тогда начально-граничная задача (3.1.1)-(3.1.3) имеет единственное решение
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Для доказательства теоремы 3.1.1 сначала рассмотрим вспомогательную начально-граничную задачу. Для этой цели перейдем от переменных  к  по формулам  и преобразуем трапецию  в прямоугольную область  где   Это преобразование является взаимно-однозначным. Введя обозначения  и , мы запишем вспомогательную начально-граничную задачу для (3.1.1)-(3.1.3) в следующем виде:





В силу взаимно-однозначности преобразования независимых переменных  данные задачи (3.2.1)-(3.2.3), очевидно, удовлетворяют условиям:



Справедливы следующие теоремы.
Теорема 3.2.1. При условиях (3.2.4) начально-граничная задача (3.2.1)-(3.2.3) однозначно разрешима



Теорема 3.2.2 (О гладкости). Пусть



Тогда начально-граничная задача (3.2.1)-(3.2.3) имеет единственное решение





[bookmark: _Toc107404607]3.3 Вспомогательные утверждения

Для доказательства теоремы 3.2.1 вначале мы установим ряд вспомогательных утверждений. Обозначим через  оператор задачи (3.2.1)-(3.2.3)

 где


и оператор  представим в виде:

 где 

Покажем, что оператор  будет обладать свойством монотонности, если ввести соответствующим образом скалярное произведение. Для этого возьмем в качестве скалярного произведения



где 
Покажем справедливость следующей леммы.
Лемма 3.3.1. Оператор  является монотонным в смысле скалярного произведения (3.3.3) в пространстве , т.е. справедливо неравенство:



К доказательству леммы 3.3.1. Нам достаточно показать, что оператор  является монотонным и условие (3.3.4) будет выполнено (согласно [32], гл. 2, п. 3.1). Действительно, с одной стороны, имеем




С другой стороны, из условия выпуклости функционала  следует



Таким образом, получаем



Для оператора  согласно скалярного произведения (3.3.3) имеем:




где  – решение следующей задачи: 
Введем в рассмотрение выпуклый функционал



Для производной Гато функционала (3.3.6) имеем



т.е. с учетом (3.3.7) получаем следующие условия выпуклости функционала (3.3.6):




Замечание 3.3.1. С другой стороны, неравенство (3.3.8) является следствием положительной определенности оператора  Далее, на основе соотношений (3.3.5) и (3.3.8) устанавливаем, что для оператора  имеет место условие монотонности



Таким образом, мы показали справедливость утверждения (3.3.6) леммы 3.3.1.
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Предварительно заметим, что нелинейный оператор  (3.3.1)-(3.3.2) граничной задачи (3.2.1)-(3.2.2) обладает следующими свойствами:

 - хеминепрерывный оператор,    



Это непосредственно следует из леммы 3.3.1, а также из ([32], Chap. 2, Proposition 1.1).
Напомним определение хеминепрерывного оператора.
Определение 3.4.1. Всякий оператор  обладающий свойством:  функция  непрерывна как функция из  в , называется хеминепрерывным.
Теперь возьмем в качестве основного пространства:



где  – решение задачи



Далее имеем



где каждое вложение плотно и непрерывно. В обозначениях (3.4.4)-(3.4.6) введем линейный непрерывный функционал

 т.е. определяется элемент .

Наконец, введем


Имеем



и



где форма  соответствует вариационным неравенствам (3.3.4) и (3.3.8). Теперь, используя (3.4.7), получаем для начально-граничной задачи (3.2.1)-(3.2.3) следующую вариационную ее формулировку:





где 
Мы хотим показать, что соотношения (3.4.8), (3.4.9) допускают однозначную разрешимость.
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Покажем, что вариационная задача (3.4.8), (3.4.9) имеет решение. Воспользуемся методом Фаэдо-Галеркина. Пусть  – "базис" в пространстве . Согласно соотношениям (3.4.8) и (3.4.9) определим приближенное решение  начально-граничной задачи (3.2.1)-(3.2.3) на подпространстве  натянутое на :


 в 

Из уравнений (3.4.10)-(3.4.11)  определяется на интервале  Однако, в силу справедливости неравенства (3.4.3)  из (3.4.10)-(3.4.11) получаем





так как






где  – постоянная вложения , так как по предположениям (3.4.4) и (3.4.6):  Здесь также использовано неравенство Юнга ():



где



Аналогичные вычисления имеем для выражения из (3.4.12):



Теперь, используя вариант леммы Бихари из ([33], гл. 1, с. 1.3, пример 1.3.1; здесь важно, что ), из (3.4.12) следует, что  и что

 ограничены в 

Следовательно, мы можем выделить такую подпоследовательность , что






в силу условия (3.4.2)  и, следовательно,  ограничены в 
Продолжим  на действительную ось нулем вне интервала , а соответствующие продолжения обозначим через . Из (3.4.10)-(3.4.11) следует, что




Теперь мы можем перейти к пределу в (3.4.13) при  и фиксированном , откуда имеем




и, следовательно,



Сужая (3.4.14) , мы получим, что



откуда , следовательно,  и  имеют смысл, и, сравнивая с (3.4.14), мы получим, что  и . Итак, мы докажем существование решения, если покажем, что



Из свойства (3.3.4), т. е. (3.4.7), следует, что



Согласно (3.4.10)-(3.4.11)




и, следовательно,




откуда (поскольку :




Из (3.4.15) мы можем заключить, так как интегрирование по частям законно, что



Сопоставляя это равенство с (3.4.17) и (3.4.19), а также учитывая (3.4.18), получим



Теперь мы используем свойством хеминепрерывности (3.4.1) оператора , для доказательства того, что из (3.4.20) следует (3.4.16). Положим  тогда из (3.4.18) следует, что



откуда



устремляя  в (3.4.21), мы получим, что



Следовательно, . Существование решения задачи (3.2.1) и (3.2.3) доказано.
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Пусть  и  есть два решения задачи (3.4.8)-(3.4.9). Тогда их разность  удовлетворяет однородной задаче:





и в силу (3.4.12) и свойства монотонности оператора  имеем:



где  — норма оператора   промежуточное пространство [34]. 
Замечание 3.4.1. Дадим интерпретацию решения задачи (3.4.8)-(3.4.9) как решения задачи (3.2.1)-(3.2.3). Вводя  в (3.4.8), получаем




Следовательно, отсюда имеем





Или, учитывая равенство (3.3.5), последнее тождество можно записать в следующем виде



т. е. функция  удовлетворяет уравнению типа Буссинеска (3.2.1). Теперь, возвращаясь к (3.4.22) и учитывая (3.4.23), получаем




Из последних равенств следует выполнение граничных условий (3.2.2). Наконец, из непрерывности функции  получаем, что начальное условие (3.2.3) имеет смысл. Это завершает доказательство теоремы 3.2.1.
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Так как преобразование независимых переменных  является взаимно-однозначным, то имеет место взаимное соответствие функциональных классов, определяющих заданные функции и решения начально-граничных задач. Поэтому из теоремы 3.2.1 получаем справедливость утверждения теоремы 3.1.1 в части существования решения начально-граничной задачи (3.1.1)-(3.1.3). Покажем справедливость утверждения теоремы 3.1.1 в части единственности решения задачи (3.1.1)-(3.1.3).
Покажем, что оператор  в задаче (3.1.1)-(3.1.3) будет обладать свойством монотонности, если ввести соответствующим образом скалярное произведение. Для этой цели возьмем в качестве скалярного произведения



где . 
Справедлива следующая лемма.
Лемма 3.5.1. Оператор  является монотонным в смысле скалярного произведения (3.5.1) в пространстве , т. е. справедливы неравенства:



К доказательству леммы 3.5.1. Для каждого  оператор  является монотонным и условие (3.5.2) выполнено (согласно [32], гл. 2, с. 3.1). Действительно, с одной стороны, имеем




С другой стороны, из условия выпуклости функционала   следует



Таким образом, получаем



т. е. неравенство (3.5.2) установлено. Лемма 3.5.1 доказана.
Теперь мы готовы показать единственность решения в задаче (3.1.1)-(3.1.3). Для этого, используя неравенство (3.5.2), мы получаем для начально-граничной задачи (3.1.1)-(3.1.3) следующую вариационную ее формулировку: 





где



Пусть  и  есть два решения задачи (3.5.3)-(3.5.4). Тогда их разность  удовлетворяет однородной задаче:




и благодаря свойства монотонности оператора  (3.5.2), имеем:



Таким образом, теорема (3.1.1) полностью доказана.
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В диссертационной работе исследованы вопросы однозначной разрешимости в соболевских классах граничной задачи типа Неймана для уравнения Бюргерса в прямоугольной области. Установленные результаты могут оказаться полезными в задачах моделирования: нелинейных тепловых полей в контактных устройствах высокого напряжения; нелинейных процессов диффузии и распространения инородных включений в потоках водных и атмосферных ареалов и др.
Доказаны теоремы о разрешимости в соболевских классах граничной задачи для уравнения Бюргерса в вырождающейся области, точка вырождения которой находится в начале координат.
Далее данные результаты обобщены на случай, когда область независимых переменных  представлена в виде криволинейного треугольника, подвижная сторона которого может изменяться по правилу , и выполнено условие . При этом, от функции  требуется выполнение некоторых естественных условий. Например, функция  должна удовлетворять следующим двум условиям: 1o. в достаточно малом промежутке времени  функция  имела бы представление , где  − заданная положительная постоянная (у нас в работе она равнялась единице); 2o. на интервале  функция  была бы непрерывно дифференцируемой и обладала бы свойством монотонности, обеспечивающей взаимно однозначное преобразование от независимых переменных  к переменным .
В классах Соболева доказана теорема о корректности краевой задачи для уравнения Бюргерса в вырождающейся области с динамическими граничными условиями, при этом точка вырождения области находится в начале координат, а движущаяся часть границы подчиняется нелинейному закону.
Исследованы начально-граничные задачи для одномерного уравнения типа Буссинеска в области, представляющей собой трапецию. Методами теории монотонных операторов доказаны теоремы об их однозначной слабой разрешимости в соболевских классах.
Основные результаты, полученные в диссертации:
· даны постановки новых краевых задач для уравнений Бюргерса и Буссинеска в нецилиндрических вырождающихся областях; 
· описаны пространства решений и заданных функций;
· установлены разрешимость вспомогательных приближенных задач;
· установлены априорные оценки для решения рассматриваемых задач;
· найдены достаточные условия существования и единственности краевых задач для уравнения Бюргерса в вырождающихся областях;
· доказаны теоремы о существовании и единственности решений начально-граничных задач для уравнения типа Буссинеска в нецилиндрической области.
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