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КІРІСПЕ

[bookmark: _Hlk159515333]Мәселенің өзектілігі. Шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді күй немесе шығыс кері байланысы арқылы робасты басқару мәселелері сызықтық емес басқару теориясының ең маңызды есептерінің бірі болып табылады және бұл мәселені шешу үшін соңғы онжылдықтарда қарқынды зерттеулер жүргізілуде. Қазіргі кезде индустриалды-инновациялық дамуға бет алған Қазақстан үшін өнеркәсіптегі және ауылшаруашылығындағы техникалық жүйелер жұмысының орнықтылығы мен қауіпсіздігін қамтамасыз ету және басқару мәселелерін зерттеудің маңызы зор. Бұл диссертациялық жұмыста шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді күй немесе шығыс кері байланысы арқылы робасты басқару мәселелерін шешу жолдары қарастырылады. Диссертациялық жұмыста алынатын негізгі нәтижелер математикалық басқару теориясының дамуы болып табылатындықтан өте өзекті мәселе болып көрінеді және ол жоғары дәрежелі сызықтық емес жүйелерді орнықтандыру мен ізге түсіру мәселесін күй немесе шығыс кері байланыс арқылы шешуге мүмкіндік береді. 
Зерттеу мақсаты мен міндеті.
Шын мәніндегі сызықтық емес жүйелер класстарын орнықтандыру, ізіне түсіру үшін күй кері байланыс немесе шығыс кері байланыстың негізінде жүзеге асырудағы робасты басқару әдісінің құрылымын ұсыну. MathLab қатарлы бағдарламалау құралдарының көмегімен жоғары дәрежелі шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді орнықтандыру, ізге түсіру мәселесінде табылған әдіс-амалдар мен дәлелденген нәтижелерімізді нақтылы сандық мысалдар арқылы олардың дұрыстығына көз жеткізу, іске асыру. Зерттеу нәтижелерін жоғары дәрежелі ғылыми журналдарда жариялау.
Зерттеу жұмыстың ғылыми жаңалығы:
Анықталмаған сызықтық емес мүшелер және уақыт айнымалы кешігулер пайда болғандықтан, бар нәтижелердегі бақылаушылар және Ляпунов-Красовский функционалдары  біздің анықталмаған уақыт айнымалы кешігуі бар шын мәнінде сызықтық емес  жүйеге қолданылмайды. Сондықтан, сәйкес Ляпунов-Красовский функционалын таңдап, қолжетімді бақылаушыны құру оңай жұмыс емес. Бұл диссертациялық жұмыста біз жаңа Ляпунов-Красовский функционалын енгіземіз және біртекті үстемдік тәсілін қолдана отырып, сызықтық емес мүшелері нақты анық болмағандықтан туындаған талдау мен жобалаудағы бірқатар қиындықтарды жеңеміз. 
Бақылаушыға негізделген шығыс кері байланысты контроллері ұсынылады және сәйкес тұйықталған жүйенің шығыс ізге түсіруіне кепілдік беріледі. Сонымен қатар, бұл жұмыста осыған дейінгі алынған нәтижелерді уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық емес жүйелерге дейін кеңейтеміз. 
Жұмыстың практикалық маңызы
Басқару теориясының ең маңызды есептерінің бірі болып табылатын бақылау жүйелерін автоматты басқару  қазіргі уақытта өмірдің барлық салаларында кең қолданысқа ие. Мысалы, автопилоттарды, ұшқышсыз ұшу аппараттары мен зымырандарды басқару, химия өнеркәсібіндегі температураны бақылау, өндірістегі робот-манипуляторлар қозғалысын басқару және т.б. MathLab  бағдарламалау жүйесінің көмегімен жоғары дәрежелі шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді орнықтандыру және ізге түсіру мәселесінде табылған әдіс-амалдар мен дәлелденген нәтижелерімізді нақтылы сандық модельдеу жүргізу.
Қорғауға ұсынылатын негізгі қағидалар:
Ляпунов-Красовский функционалы және төмендетілген-ретті бақылаушының көмегімен, біртекті үстемдік тәсілі мен қуатты интеграторды қосу әдісі арқылы, тұйықталған жүйенің барлық күйлерінің шектеулі болуын қамтамасыз ететін және бір уақытта ізге түсіру қателігін мейлінше азайтатын шығыс кері байланысты контроллерін әзірлеу.
Докторанттың жеке қосқан үлесі.
Диссертациялық зерттеулер тақырыбы бойынша ғылыми материалдарды талдау мен жалпылау, сызықтық емес басқару теориясының  тиімді әдістерін таңдау жолдарын зерттеді , теориялық және эксперименттік ғылыми зерттеулер жүргізді. Жоғары дәрежелі шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді орнықтандыру, ізге түсіру мәселесін шешу үшін жаңа Ляпунов-Красовский функционалын енгізу арқылы табылған әдіс-амалдар мен дәлелденген нәтижелерді нақтылы сандық мысалдар арқылы олардың дұрыстығына көз жеткізіп, іске асырды. Жоғары дәрежелі ғылыми журналдарда мақалалар жариялады. 
Тәжірибелік нәтижелердің апробациясы. Диссертацияның негізгі нәтижелері мен гипотезалары келесі халықаралық және республикалық ғылыми конференциялар мен журналдарда жарияланды: «Computation» (Оctober, 2022), «А. Сагинов атындағы Қарағанды техникалық университеті» (қаңтар-ақпан 2022), «Алматы энергетика және байланыс институты» (қаңтар-ақпан 2022), «ҚР Ұлттық инженерлік академиясының хабаршысы» (сәуір–мамыр 2022),«А. Сагинов атындағы Қарағанды техникалық университеті» (сәуір-маусым 2023), «ҚР Ұлттық инженерлік академиясының хабаршысы» (шілде–қыркүйек 2023), «ҚР Ұлттық инженерлік академиясының хабаршысы» (қаңтар–наурыз 2024), «Информатика және қолданбалы математика» VIII Халықаралық ғылыми-практикалық конференциясы (26-27 қазан 2023, Қазақстан).
Жұмыс тақырыбы бойынша жариялымдар. Негізгі зерттеу нәтижелері Қазақстан Республикасы Білім және ғылым министрлігінің Білім және ғылым саласындағы бақылау комитеті ұсынған тізбеге енетін басылымдарда  6 мақала, Халықаралық ғылыми-практикалық конференцияда 1 мақала, халықаралық Scopus деректер базасына кіретін журналда 1 мақала жарияланды.
Диссертация құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс кіріспе, 3 негізгі тарау, 24 сурет, қорытындылар, 169 пайдаланылған әдебиеттерден тұрады. Жұмыс көлемі 100 бет.




1 ШЫН МӘНІНДЕГІ СЫЗЫҚТЫҚ ЕМЕС ЖҮЙЕЛЕРДІ КЕРІ БАЙЛАНЫС АРҚЫЛЫ БАСҚАРУ МӘСЕЛЕЛЕРІ

1.1 Әдебиеттік шолу және зеттеу әдістеріне талдау жасау
Сызықтық емес жүйелерді робасты басқару саласындағы кең ауқымды орнықтылықты қамтамасыз ету, берілген траекторияларды ізге түсіру және/немесе ауытқуларды асимптотикалық басу мәселелері күй (барлық айнымалылар белгілі болса) немесе шығыс кері байланысы арқылы (тек шығу векторы белгілі болса) жүзеге асырылады. Бұл мәселелер басқару теориясындағы негізгі мәселелердің бірі болып табылады. Кері байланыс арқылы басқару кезіндегі орнықтылық, ізге түсіру және ауытқуларды азайту мәселелері есептің мақсатына байланысты басқару заңының әр түрлі қойылуына әкеледі. Әдетте, басқару мәселесіне жүйедегі алмастыру процесстері үшін белгілі бір шарттардың орындалуы немесе контроллер үшін белгілі бір шектеулердің болуын қамтамасыз ету сияқты қосымша басқару мақсаттары кіреді. Бұл талаптар басқару заңына қайшы келуі мүмкін. Сондықтан тиімді басқару есептері әртүрлі құрылады, өйткені сызықтық емес контроллер құрудың жалпыға ортақ және тиімді әдісі жоқ. Егер басқару заңын құру кезінде модельде белгісіздіктер болса, онда жүйенің сезімталдығына және оның робастығына байланысты мәселелер туындайды. Заманауи технологиялар контроллерді жобалаудың  қатаң талаптарына сай болу үшін күрделі басқару заңдарын талап етеді. Соңғы онжылдықтарда күй немесе шығыс кері байланысы арқылы сызықтық емес жүйелерді робасты басқару мәселелерін шешуге едәуір күш салынды. Соның нәтижесінде соңғы 10 жыл ішінде қарқынды зерттеулер жүргізілді. Алайда, шығыс кері байланысты басқару күй кері байланысты басқарумен салыстырғанда баяу дамып жатыр. 
Сызықтық емес жүйелерді басқару заңын құру үшін бірнеше тәсілдер бар, оның ішінде сызықтандыруды пайдалана отырып басқару заңын құру әдісі, басқарудың интегралдық заңын табу әдісі, кері байланысты күйге келтіру әдісі, жүйені кері байланыс арқылы сызықтандыру әдісі, Ляпунов әдісі, backstepping әдісі, жүйені белсенді емес кезінде басқару әдісі және робасты кері байланысты бақылауды тұрғызу әдісі назар аудартады. Сызықтық емес контроллерді жобалаудың әмбебап әдісінің болмауы күй немесе шығыс кері байланысы арқылы шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді робасты басқару мәселесінің күрделілігін арттырады.
Бұл шолудың мақсаты Ляпуновтың, Красовскийдің және тағы да басқа зерттеушілердің орнықтылықты басқару теориясындағы сызықтық емес жүйелерге байланысты қолданатын әдіс-амалдарын зерттей отырып, жаңа нәтижелерге қол жеткізумен айналысқан көптеген ғалымдардың ғылыми еңбектерін жүйелік шолу арқылы келесілерге қол жеткізу болып табылады:
1. Соңғы он жылда елеулі нәтижелерді алу жолдарын анықтау.
2. Шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді күй немесе шығыс керібайланысы арқылы робасты басқару мәселелері үшін шешімдерді алу тәсілдерін зерттеу үшін жүйелі шолу.
3. Нәтижелерді алуға әртүрлі тәсілдерді жіктеп, зерттеуге негізделген ұсыныстарды беру.
Сызықтық емес басқару саласындағы зерттеулердің соңғы бағыттарының бірі-шын мәніндегі сызықтық емес жүйелердің кластары үшін кең ауқымды орнықтандыру, ізге түсіру және ауытқуларды мейлінше аз ету міндеті болып табылады. 
Оның ішінде, шын мәніндегі сызықты емес жүйелерді орнықтандыруда күй немесе шығыс кері байланысы арқылы робасты басқару мәселелеріне келетін болсақ, сонау 1990 жылдардан бастау алған дифференциалды геометриялық тәсілдің көмегімен ((Byrnes пен Isidori (1991), Isidori (1995, 1999), Nijmeijer және Schaft (1990)):
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мұнда жүйенің кірісі, күйі және шығысы сәйкесінше) (1.1.1) түріндегі жүйені кері байланыс арқылы кең ауқымды асимптотикалық орнықтандыруға, робастық басқаруға байланысты жобалаудың бірнеше жүйелі әдістері жасалды. Олардың ішінде Ляпунов функциясының негізінде рекурсивті жобалау процедурасы-интеграторды қосу, (Byrnes пен Isidori (1989); Tsinias (1999); Isidori (1995, 1999)), сонымен қатар backstepping деп аталатын әдістері арқылы (Krstic (1995); Marino және Tomei (1995) сызықтық емес жүйелерді кері байланыс арқылы робастық басқарудың қуатты құралы жасалды. Дегенмен, Интеграторды қосуға байланысты қарастырылып отырған жүйелер толығымен немесе кем дегенде ішінара кері байланыс арқылы сызықтандырылатын және кіріс басқаруында сызықтық болуы қажет. Мұндай шектеулер кері байланыстың жаңа сызбасын жасауға түрткі болды.  
Соңғы он жылдық ішіндегі осы саладағы зерттеулерді талдайтын болсақ, көптеген жаңа жетістіктерге қол жеткізілді. Сызықтық емес жүйелерді шығыс кері байланыс арқылы орнықтандыру мәселесі осы саладағы зерттеушілердің үлкен назарында болуына байланысты біршама зерттеулер нәтижелері алынды. Әдетте, бөлу принципі жалпы сызықтық емес жүйелер үшін орындалмайтын болғандықтан, қолданыста бар кең ауқымды нәтижелер үшін белгілі бір шарттар талап етіледі. Әртүрлі болжамдардың арасында жалпы бір шарт бар –ол өлшенбейтін күйлер белгісіздіктермен байланысты бола алмайды. Өлшенбейтін күйлермен байланысты белгісіздігі бар сызықтық емес жүйелер туралы нәтижелер әдебиеттерде аз. Сонымен қатар, күй кері байланысты орнықтандыру мәселесімен салыстырғанда, (1.1.2) жоғарғы үшбұрышты жүйелердің шығыс кері байланысы арқылы кең ауқымды орнықтандыру мәселесі анағұрлым күрделі болып табылады және тек кейбір өсу жағдайларында ғана қол жеткізіледі. Өлшенбейтін күйлері бар жоғары үшбұрышты жүйелер класы үшін кері байланыс орнықтылығына қол жеткізетін шығыс кері байланыс контроллері мен Least Square Estimation әдісімен біріктірілген жоғары дәрежелі біртекті бақылаушы [1] және қуат интеграторы техникасы  мен кіріктірілген қанықтыру әдісіне негізделген кең ауқымды кері байланыс орнықтандырғышы [2] жасалды:
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мұнда  – жүйенің күйі және басқару кірісі, сәйкесінше, және  және  сызықтық емес функциялары, С0 нақты белгісіз функциялар.
Сызықтық емес жүйелер үшін кең ауқымды шығыс кері байланысын басқару есептері - сызықтық емес басқару саласындағы ең маңызды және күрделі мәселелердің бірі. Соңғы бірнеше онжылдықта күй кері байланысты басқару бойынша қол жеткізілген нәтижелермен салыстырғанда, сызықтық емес бақылаушылар мен сызықтық емес жүйелер үшін кері байланыс контроллерлерін жобалау бойынша нәтижелер аз. Әдебиеттерде шығыс кері байланысты бақылау бойынша зерттеулердің маңызды көлемі келесі (1.1.3) жүйеге бағытталған:
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мұнда  және  – жүйенің күйі, шығысы және басқару кірісі, сәйкесінше, және  үздіксіз сызықтық емес функциялар және  шығыс функциясы – қанағаттандыратын С1 функциясы. 
(1.1.3) жүйені шығыс кері байланыс арқылы басқарудағы көптеген нәтижелер сызықтық еместікке байланысты белгілі бір шектеу шарттарына негізделген және сызықтық емес бақылаушыларды тұрғызу кезінде сызықтық емес функциялар туралы анықтылықты қажет етеді. Сызықтық емес жүйелер класындағы белгісіз сызықтық емес мүшелермен жұмыс істеу үшін шығыс кері байланыс арқылы кең ауқымды адаптивті орнықтандыру мәселесі жоғары деңгейлі К-сүзгілерге негізделген онлайн динамикалық кіріспені енгізетін  әдеттегі бақылаушы [3, 4] және төменгі-жоғары дәрежелі күйлерді бағалайтын біртекті қос бақылаушы [5] әдістері арқылы зерттелді. Сонымен қатар, кең ауқымды орнықтандыру мәселесі белгісіз шығыс функциялары бар сызықтық емес жүйелер үшін біртекті үстемдік әдісі арқылы қарастырылды [6, 7].
Жоғары ретті стохастикалық сызықтық емес жүйелер класы үшін адаптивті күй кері байланыс арқылы орнықтандыру мәселесі бойынша backstepping және біртекті үстемділік әдістеріне негізделген күйлерді бастапқы күйге дейін реттейтін тиімді реттеуіштің моделі [8, 9] және шығыс ізге түсіруді қамтамасыз ететін backstepping әдісі арқылы тегіс күй кері байланыс контроллері [10] ұсынылды.
Шығыс кері байланысы арқылы сызықтық емес жүйелер класы үшін адаптивті практикалық ізге түсіру мәселесін шешу үшін динамикалық жоғары кірісі бар бақылаушы енгізіліп, бақылаудың әмбебап әдісі арқылы шығыс кері байланыс арқылы  адаптивті ізге түсіру контроллері жасалды [11].
Анықтамаған сызықтық емес жүйелер класына арналған шығыс кері байланыс арқылы әмбебап басқару мен өлі аймақ идеяларын қолдана отырып [12] немесе біртектес үстемдік әдісін қолдану негізінде үздіксіз дифференциалданатын күй кері байланысы арқылы кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіруді басқару контроллері құрылды [13]. Сонымен қатар, бір кірісті-бір шығысты уақытқа тәуелді белгісіз сызықтық емес жүйелер үшін кең ауқымды ізге түсіру мәселесі шығыс кері байланыс арқылы жылжымалы бетті басқару көмегімен [14] және модельденбеген динамикасы мен белгісіз виртуалды басқару коэффициенттері бар номиналды контроллер мен робасты компенсатордан құралған шығыс ізге түсіру контроллері арқылы шешілді [15]. Робасты басқару теориясында жоғары ретті бақылаушыларды пайдалану туралы пікірлер келтіріп, сонымен қатар жоғары ретті бақылаушылардың негізгі ерекшеліктері мен оларды кері байланысты бақылауда қолдануды дәлелдеу үшін мысал қарастырылған [16]. Жоғары және төменгі ретті сызықтық емес жүйелер класы үшін күшейткіш интеграторы әдісі мен Ляпунов функциясы арқылы шығыс кері байланысты үздіксіз контроллері жасалды [17, 18].
Уақыт бойынша кешігуі бар сызықтық емес жүйелерді алатын болсақ, кешігу көбінесе нақты басқару жүйелерінде пайда болатындықтан кешігуі бар басқару жүйелерін жобалау және орнықтылығын талдаудың маңызы зор болып табылады.  
Анықталмаған сызықтық емес уақыт айнымалы кешігуі бар жүйелерін қарастыратын болсақ:
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мұнда  жүйенің күйі, басқару кірісі және шығысы, сәйкесінше;
 - үздіксіз сызықтық емес функциялар. -белгісіз тұрақты және ол . Уақыт айнымалы кешігулер ,  және шарттарын қанағаттандырады  және  - Борелдің өлшенетін функциялары болатын константалары үшін  уақыт кешігулерінің жоғарғы шекараларын білдіретін белгілі тұрақты, яғни .
Уақыт бойынша кешіккен стохастикалық жоғары ретті сызықтық емес жүйелер үшін шығыс кері байланыс орнықтандырғыш контроллері қуат интеграторы техникасы мен Ляпунов-Красовский (ЛК) функционалын таңдау арқылы беріледі [19, 20]. Уақытқа байланысты кешіккен дискретті-уақыт айнымалы жүйелер үшін Ляпунов-Красовский функционалдық технологиясына жүгіне отырып, экспоненциалды шығыс ізге түсіруді басқару мәселесі конустық қосу әдісін қолдана отырып шешілді [21]. Уақытқа байланысты кешіккен жоғары ретті сызықтық емес жүйелер класына арналған кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіру мәселесі Ляпунов-Красовский функционалды технологиясы көмегімен реттелетін масштабты күшейту арқылы күй кері байланыс контроллері жасалды [22]. Белгісіздіктері көпмүшелікті өсу шартын қанағаттандыратын уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық емес жүйелер үшін біртекті үстемдік әдісі мен Ляпунов-Крассовский функционалын енгізу арқылы шығыс кері байланысты кең ауқымды орнықтандырғышы жасалды [23, 24]. Уақыт бойынша кешігуі бар сызықтық емес жүйелері үшін тегіс адаптивті контроллер нәтижесінде тұйықталған жүйенің шешімі реттелетін аймаққа экспоненциалды жинақталатындай етіп жасалған стабилизатор ұсынылды[25]. Белгісіз уақыт кешігуі бар анықталмаған сызықтық емес жүйелер класы үшін  стабилизатор деңгейін онлайн режимде ауыстыру әдісі арқылы жобаланған әмбебап адаптивті шығыс кері байланыс контроллері ұсынылды [26]. Тұйықталған жүйелерді кең ауқымды ассимптотикалық орнықты ету үшін Ляпунов-Разумихин теоремасы және Ляпунов-Крассовский теоремасы негіздерінде уақытқа тәуелсіз шығыс кері байланыс контроллері нақты жасалды [27]. Жоғарғы шектеулердің дәрежесі үздіксіз аралықта мәндер қабылдай алатын уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық емес жүйелер үшін таңба функциясы мен күшейткіш интеграторды қосу арқылы уақыт кешігуіне тәуелсіз үздіксіз кең ауқымды күй кері байланыс контроллері жасалды, сонымен қатар тұйықталған жүйенің кең ауқымды ассимптотикалық орнықтылығын дәлелдейтін жаңа Ляпунов-Крассовский функционалы құрылды [28, 29].
Зерттеудегі мақалаларды саралай келе, сызықтық емес жүйелердегі көптеген ерекшеліктерге байланысты күй немесе шығыс кері байланыс арқылы робасты басқаруда артқа қадам, қуатты интеграторды қосу, Ляпунов-Красовский функционалдық технологиясы, кіріктірілген қанықтыру функциясы, біртектілік үстемдік әдісі, масштабты күшейтуді енгізу әдісі және тағы басқа тәсілдерге негізделген бақылаушылар мен кең ауқымды орнықтандырғыштар қолданылатынын көруге болады. Дегенмен, әдебиеттерде қатаң ұсыныстар жасау үшін нақты тәсілді қолдану ұсынылмайды. Сондықтан біз әртүрлі ғылыми мақалаларда енгізілген ұсыныстарды сараладық. Бұл әдебиеттерге шолу әртүрлі тәсілдермен сәйкестендіруге қатысты орнықтандырғыштардың ерекшеліктерін анықтау үшін ресурс бола алады.

1.2 Сызықтық емес жүйелер және оларды басқару
Сызықтық емес жүйе деп физикалық құрылғыны немесе процесті сипаттау үшін қолданылатын кез келген түрдегі (алгебралық, айырмашылық, дифференциалдық, интегралдық, функционалдық немесе абстрактілі оператор теңдеулері немесе олардың кейбірінің комбинациясы) сызықтық емес теңдеулер жиынтығын айтады. Динамикалық жүйе сипаттайтын теңдеулер шешімнің уақыт бойынша және кейде басқару кірістері немесе басқа да өзгермелі параметрлерге байланысты эволюциясын білдіретін болса математикалық немесе физикалық жүйенің синонимі ретінде қолданылады. Сызықтық емес динамикалық жүйелер теориясы немесе сызықтық емес жүйелерді басқару теориясы, кірістірілген әсерлерін қоса алғанда, 19 ғасырдан бастап дами бастады. Қазіргі кезде сызықтық емес басқару жүйелері әлеуметтік және физикалық ғылымдардан бастап, инженерия және технология саласына дейін  көптеген ғылыми және инженерлік құбылыстарды сипаттау үшін қолданылады. Бұл теория физика, химия, математика, биология, медицина, экономика және әртүрлі инженерлік салаларындағы мәселелерін шешуде қолданылды. 
Сызықтық емес жүйелер басқару жүйелерінде инженерлік жағынан маңызды рөл атқарады. Себебі шын мәнінде барлық процесстер табиғатта сызықтық емес екендігіне байланысты. Бұл осы диссертациялық жұмыста сызықтық емес жүйелерді қарастырудың негізгі себебі. Математикада сызықтық емес жүйе суперпозиция принципін қанағаттандырмайды немесе оның шығысы кірісіне тура пропорционал емес. Сызықтық еместікті түсіндірудің ең жақсы мысалы қанықтыру функциясы екені анық. Бұл шарт кез келген нақты жүйеге шексіз энергияны жеткізу мүмкін емес болғандықтан бар. 
Жалпы, егер жүйені сипаттайтын теңдеуде кіріс/шығыстың квадраттық немесе одан жоғары ретті мүшелері болса, онда жүйе сызықтық емес жүйе болады. Мысалы, GPS сигналдарының триангуляциясы сызықтық емес жүйенің мысалы болып табылады.
Жалпы түрде сызықтық емес жүйелер үшін күй және шығыс теңдеулері келесі түрде (1.2.1) жазылуы мүмкін:


                                                                                  	(1.2.1)

Лоренц хаотикалық жүйесі келесідей (1.2.2) сызықтық емес жүйеге мысал ретінде сипатталады:


                                                          (1.2.2)
 


(1.2.2) жүйесіндегі  және мүшелері шын мәнінде сызықтық емес болып табылады.
Мысал (1.2.1)


                                                                                  (1.2.3)

y1(t) шығысы х1(t) күйіне сәйкес болсын делік, онда

                                                                      (1.2.4)
  
Сәйкесінше y2(t) шығысы х2(t) күйіне сәйкес, онда


                                                                 	(1.2.5)

Онда (1.2.4) және (1.2.5) теңдеулерінің сызықтық комбинациясы (біртектілік және суперпозиция) келесі түрде болады:




(2.1.6)



мұнда  шығыстардың өлшенген қосындысы, бірақ  кірістердің өлшенген суммасы емес. Демек суперпозиция принципі қанағаттандырылмай тұр. Сондықтан берілген функция сызықтық емес.
Уақыт бойынша үздіксіз сызықтық емес басқару жүйесі жалпы келесі түрдегі дифференциалдық теңдеумен сипатталады:



                             	             			(1.2.7)
  

мұнда x=x(t) жүйенің  аймағына жататын (әдетте шектелген) күйі;

u- басқа  (әрдайым, m≤ n) аймағына жататын (әдетте шектелген) басқару кіріс векторы;

f - Липшиц немесе үздіксіз дифференциалданатын сызықтық емес функция, сондықтан жүйеде әрбір мүмкін болатын басқару кірісі және сәйкес бастапқы шарт  үшін бірегей шешімі бар болады. Уақыт бойынша өзгеруін және бастапқы х0 күйіне тәуелділігін көрсету үшін жүйенің күйінің траекториясы х(t) кейде ϕt(x0) деп белгіленеді.
(1.2.7) басқару жүйесінде, егер басқаша көрсетілмесе, бастапқы уақыт t0≥0 болып табылады. Жүйенің күйлері жататын бүкіл Rn кеңістігі күй кеңістігі деп аталады. (1.2.7) басқару жүйесімен байланысты әдетте келесі бақылау немесе өлшеу теңдеуі болады:


                                                                                                   (1.2.8)

мұнда y = y(t) ∈ Rl жүйенің шығысы, 1≤ l ≤ n, және g үздіксіз  немесе тегіс сызықтық емес функция.  Егер n,l екеуі де n,l >1 болса, онда жүйе көп-кірісті  көп-шығысты (MIMO) жүйе болады, ал  n=l=1 болған жағдайда, бір-кірісті бір-шығысты (SISO) жүйе болады. 
(1.2.7) теңдеудегі жүйе автономды болады, егер t уақыт айнымалысы f жүйе функциясындағы күй векторынан бөлек (тәуелсіз) пайда болмаса. Мысалы, жиі жағдайда u(t) = h(x(t)) күй кері байланыс басқаруымен болады. 
Әдетте, бұндай жағдайда жүйе келесі түрде жазылады:



                                                  (1.2.9)

Демек, (1.2.7) теңдеуде көрсетілген жүйе автономды емес деп аталады. 
(1.2.9) жүйенің тепе-теңдік немесе тұрақты нүктесі бар болатын болса, ол келесі алгебралық теңдеуді қанағаттандыратын (1.2.9) теңдеудің x∗ шешімі болып табылады:


                                                                                                         (1.2.10)

Онда (1.2.9) және (1.2.10) теңдеулерден x∗=0 шығады, бұл жүйенің тепе-теңдігі тұрақты күй болуы керек дегенді білдіреді.
Егер күйлер жүйесінің барлық жақын траекториялары әртүрлі бастапқы күйлерден бастап оған жақындайтын болса, тепе-теңдік орнықты болады, ал егер жақын маңдағы траекториялар одан алыстайтын болса, онда ол орнықсыз болады.
Келесі жалпы түрдегі автономды емес жүйені қарастырайық:



                                                                                        (1.2.11)

мұнда u(t) = h(x(t)) кіріс басқаруы талқылаудың қарапайымдылығы үшін f жүйелік функциясына біріктірілген. Жалпылай алғанда, координат басы х=0 жүйенің қызығушылық тудыратын тепе-теңдігі болсын делік. Сызықтық емес жүйеледі басқару бойынша орнықтылық теориясы осы тепе-теңдікке қатысты жүйенің орбиталарының әртүрлі орнықтылығына қатысты болады. Басқа тепе-теңдік талқыланғанда, жаңа тепе-теңдік алдымен айнымалыларды алмастыру арқылы нөлге ауыстырылады, содан кейін түрлендірілген жүйе дәл осылай зерттеледі.

1.3 Шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді кері байланысы арқылы басқару
Шын мәніндегі сызықтық емес жүйелер оларды басқаруды ерекше қиындататын күрделі динамикаға ие. Бұл жүйелер қанықтылық, гистерезис және сызықтық емес байланыстар сияқты сызықтық емес қасиеттерді жиі көрсетеді. Бұл орнықсыздыққа, өнімділіктің төмендеуіне және басқаруды жобалаудағы қиындықтарға әкелуі мүмкін.
Сызықтық емес жүйелерді кері байланыс арқылы басқару кезіндегі мақсат орнықты және робасты басқаруды қамтамасыз етуге қабілетті кері байланыс әдістерін әзірлеу болып табылады. 
Келесідей сипатталған күй кеңістігіндегі динамикалық жүйені қарастырайық:


                             		                            	(1.3.1)


мұнда  - жүйенің күй векторы;

- баcқару векторы;

 - жүйенің шығыс айнымалысы;

- жүйенің динамикасын сипаттайтын векторлық функция;

 - жүйенің күйі мен оның шығысы арасындағы байланысты анықтайтын функция.
F және ℎ жеткілікті тегіс және x айнымалыcы бойынша Липшиц шарттарын қанағаттандырады деп болжанады, ол бастапқы x(0) шарттары және кез келген u(t) басқарулары үшін шешімдердің болуы мен бірегейлігін қамтамасыз етеді.
Басқару мәселесінің мақсаты жүйенің сызықтық емес қасиеттерін ескере отырып, жүйенің қажетті жағдайын қамтамасыз ететін осындай u(t) басқаруын табу болып табылады. Ол жүйенің күйін берілген жұмыс режиміне орнықтандыру, берілген траекториялар бойынша ізге түсіру немесе белгілі бір өнімділік критерийін азайтуды қамтуы мүмкін.
Басқару мақсатын тиімді ету мәселесі ретінде:


                                                                           (1.3.2)


мұнда  - R күй және басқаруға тәуелді шығындар функциясы;

– уақыт шекарасындағы құн функциясы.

Кері байланысты басқару жүйенің қажетті жағдайын қамтамасыз ету үшін қолданылады. Кері байланыс – өлшенген деректер негізінде жүйеге өз әрекетін реттеуге мүмкіндік беретін механизм. Жалпы тәсіл – бұл u(t) басқаруы жүйенің ағымдағы х(t) күйі жәнеқажетті мәні  негізінде есептеледі:


                                                                                      (1.3.3)

мұнда С-кері байланыс функциясы.
Яғни, күй кері байланысты басқару  - u(t) басқаруы жүйенің ағымдағы х(t) күйі негізінде тікелей есептелетін кері байланыс әдісі. Бұл әдіс орнықты және робасты басқаруды қамтамасыз ететін сызықтық және сызықты емес жүйелерді басқаруда кеңінен қолданылады.
Күй кері байланысты басқару:


                                                                                            (1.3.4)

мұнда К- жүйенің қажетті жағдайын қамтамасыз ететіндей етіп алынған кері байланыс матрицасы. Күй кері байланысты басқару әдісі әдетте жүйенің х(t) күйін толық білуді қажет етеді. Ол практикалық қолданбаларда қол жетімсіз немесе күрделі болуы мүмкін. Дегенмен, күйдің толық ақпараты болған жағдайда, күй кері байланысты басқаруы жүйенің қажетті динамикасына қол жеткізудің тиімді әдісі болып табылады. Яғни  күй кері байланысты басқару жүйенің толық күй айнымалы мәндерін өлшеуді және оларды басқару стратегияларын жобалау үшін пайдалануды қамтиды (1.3.1-сурет). Күй кері байланысы арқылы сызықтық емес жүйелерді орнықтандыру және қажетті өнімділікке жету үшін робасты басқару әдістерін қолдануға болады. Ляпунов функциясы, Ляпунов-Крассовский функционалы, Ляпунов-Разумихин функциясын енгізу сияқты әдістер сызықтық еместермен күресуде перспективалы нәтижелер көрсетті.
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Сурет 1.3.1 – Күй кері байланыс арқылы басқару блок схемасы

Мысал (1.3.1)
Үш өлшемді кеңістікте ұшқышсыз ұшу аппараты-квадрокоптердің қозғалысын басқаруды қарастырайық:

-квадрокоптердің орнын, жылдамдығын, бағдарын және олардың туындыларын сипаттайтын күй векторы. Квадрокоптердің динамикасы келесі теңдеулер арқылы анықталсын:







мұнда  -квадрокоптердің динамикасын сипаттайтын функция, ал  - әрбір қозғалтқыштың бұрыштық жылдамдықтары мен тарту күшін қамтуы мүмкін басқару әрекеттерінің векторы. Басқарудың мақсаты үш өлшемді кеңістікте квадрокоптердің қозғалысын орнықты және робасты басқаруды қамтамасыз ету болып табылады. Ол үшін  күй кері байланысты басқаруы қолданылады, мұндағы K - квадрокоптердің қажетті басқару сипаттамалары мен динамикасын ескере отырып таңдалатын кері байланыс матрицасы.
Квадрокоптер динамикасының математикалық модельдері едәуір күрделі болуы мүмкін және олар қозғалтқыш динамикасының теңдеулері сияқты сызықты емес теңдеулерді қамтиды. Дегенмен, күй кері байланысты басқару әдістері күрделі сызықтық еместіктер және сыртқы әсерлер жағдайында да квадрокоптердің қозғалысын тиімді басқаруға мүмкіндік береді.
Кейбір жағдайларда толық күй өлшемдерін алу қиын немесе мүмкін емес болуы мүмкін, бұл шығыс кері байланысты басқаруды пайдалануға әкеледі (1.3.2-сурет). Шығыс кері байланысты басқару жүйенің у(t) шығыстарының  ішкі жиынын өлшеуге және осы шектеулі ақпаратқа сүйене отырып, u(t)  басқару заңдарын жасауға негізделген. Күй кері байланысты басқарудан айырмашылығы, шығыс кері байланысты басқару жүйенің күйін толық білуді қажет етпейді, тек оның шығысы туралы ақпаратты пайдаланады.
Шығыс кері байланысты басқару:


                                                                                             (1.3.5)
                                                                   
мұнда Кobs - бақылау кері байланыс матрицасы;

-бақылаушы моделі мен жүйенің у(t)  шығысын өлшеу негізінде есептелетін жүйе күйін бағалау. Шығыс кері байланысты басқару әдісі жүйенің күйі туралы ақпараттың шектеулі қолжетімділігі мәселесін шешеді, бұл оны практикалық қолдану маңыздылығын арттырады. Дегенмен, шығыс кері байланысты басқаруды пайдаланған кезде басқарудың қажетті өнімділігіне қол жеткізу үшін жүйе күйінің жақсы бағалауын қамтамасыз ету қажет. Бақылаушыға негізделген әдістер, мысалы, бақылаушыны жобалау, кеңейтілген Калман сүзгісі және жылжымалы бет бақылаушылары әдетте сызықтық емес жүйелердегі өлшенбеген күйлерді бағалау үшін қолданылады.

[image: ]

Сурет 1.3.2 – Шығыс кері байланыс арқылы басқару блок схемасы.

Мысал (1.3.2)
Электр қозғалтқыштары арқылы роботтың қозғалысын басқару үшін шығыс кері байланысты басқаруды пайдалануды қарастырайық:
Роботта оның әртүрлі буындарының немесе сегменттерінің қозғалысын басқаратын бірнеше электр қозғалтқыштары бар делік. Біздің міндетіміз - бұл қозғалтқыштарды робот берілген қозғалыс траекториясын дәл орындай алатындай немесе кеңістікте белгілі бір позицияларға жете алатындай етіп басқару.





- роботтың буындарының немесе сегменттерінің позицияларын қамтитын күй векторы болсын, ал   -роботтың ағымдағы орнының немесе бағдарының өлшемдерін көрсететін жүйенің шығыс векторын білдіреді.Жүйенің динамикасын (1.3.1) теңдеулер арқылы сипаттауға болады, мұндағы f функциясы жүйенің динамикасын (роботтың кинематикалық және динамикалық теңдеулері) сипаттайды, ал h функция жүйенің күйі мен оның шығысы арасындағы байланысты анықтайды. Шығыс кері байланысты басқару үшін  жүйе күйін бағалауын роботтың күйін бағалау үшін у өлшемдерін пайдаланатын бақылаушы көмегімен қолдануға болады. Содан кейін біз бағалауын  басқаруды табу үшін пайдаланамыз, мұндағы Кobs-  бақылау кері байланыс матрицасы. 
Бұл роботтың позициясы туралы өлшенген деректерді ескере отырып, электр қозғалтқыштарын басқаруды реттеуге мүмкіндік береді, яғни берілген қозғалыстардың нақты орындалуын немесе кеңістікте қажетті позицияларға қол жеткізуді қамтамасыз етеді. Мысалы, егер робот берілген траекториядан ауытқитын болса, біз қозғалтқышты басқаруды реттеп, оны дұрыс жолға қайтару үшін шығыс кері байланысын пайдалана аламыз.
Күй немесе шығыс кері байланысы арқылы шын мәнінде сызықтық емес жүйелер үшін робасты басқару схемаларын жобалау күрделілік, өнімділік және беріктік арасындағы шешімді қамтиды. Басқару әдісін таңдау, сенсордың орналасуы, өлшеу шуылы және үлгінің белгісіздігі бақылаудың қанағаттанарлық қасиеттеріне қол жеткізу үшін мұқият қарастырылуы керек.
Басқару теориясындағы, тиімді ету алгоритмдеріндегі және есептеудегі соңғы жетістіктер сызықтық емес жүйелерді басқарудың тиімді әдістерін жасауға көмектесті. Модельге негізделген және деректерге негізделген тәсілдер, машиналық оқыту мен жасанды интеллект әдістерін қолданумен қатар, сызықтық емес басқару мәселелерін шешуде болашағы зор шешімдер  берді.

Бірінші бөлім бойынша қорытынды
Осы зерттеудің нәтижелері қорыта келе болашақ зерттеулердің келесі бағыттары ұсынылады:
1. Зерттеу нәтижелеріне сәйкес, контроллерді жобалаудың ешқандай жалпыға ортақ және тиімді әдісі жоқ екенін көреміз және біздің зерттеуіміз оның қажеттілігін баса көрсетеді. Дегенмен, көптеген зерттеу мәселелері күй кері байланысы арқылы басқаруға бағытталған, ал шығыс кері байланысы әлі де көп көңіл бөлуді қажет етеді. Біз болашақ зерттеулерде шығыс кері байланыс арқылы робастық басқарудың маңызды мәселелерін шешетін сенімді робастық контроллерлердің дамуын зерттеуді алға тартамыз және ұсынамыз.
2. Болашақ зерттеулер шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді робасты басқаруда күй кері байланысы арқылы да, шығыс кері байланыс арқылы да кең ауқымды орнықтандырғыштардың қолданылуын әрі қарай зерттеуді және олардың әмбебап құрылымына қалай үлес қоса алатындығын анықтауы керек.
3. Бақыланбайтын күйлері бар жүйелердің басқарылуы бойынша өте шектеулі жұмыс жасалды және белгісіздік жағдайындағы шарттар бойынша модельдерді құру маңызды болып табылады.
4. Сонымен, шығыс кері байланысы арқылышын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді кең ауқымды орнықтандыру сызықтық емес жүйелердің шектеулі класына ғана қолданылады, себебі сызықтық емес контроллерді тікелей шығыс кері байланыс жобалауына қолдануға болмайды, себебі бөлу деп аталатын принцип әдетте сызықтық емес жағдайда болмайды. Сондықтан әдебиеттердегі жетістіктерге қарамастан, сызықтық емес жүйелерді күй немесе шығыс кері байланысы арқылы робасты басқаруда ізге түсіру, ауытқуларды азайту және орнықтылықты талдау теориясы толық дамуын алған жоқ. Сонымен қатар, сызықтық емес жүйелерді шығыс кері байланысы арқылы робасты басқарудың тиімді тәсілдері әлі күнге дейін шешілмегендігі олардың жұмысын жақсарту үшін зерттеу әдістерін жүйелі түрде жүргізу қажет екендігін көрсетеді және келесі зерттеулерімізде осы мәселелерді шешуді мақсат етеміз.





























2 СЫЗЫҚТЫҚ ЕМЕС ЖҮЙЕЛЕРДІҢ ОРНЫҚТЫЛЫҒЫНЫҢ ҚАСИЕТТЕРІ, ЛЯПУНОВ ТЕОРИЯСЫ

2.1 Сызықтық емес жүйелердің орнықтылық теориясы
Орнықтылық теориясы жүйелік инженерияда, әсіресе басқару жүйелері мен автоматтандыру саласында, динамика және басқару тұрғысынан орталық рөл атқарады. Динамикалық жүйенің орнықтылығы, басқару әсерлері мен ауытқу әсерлерінің бар жоғына қарамастан, оның практикалық маңызына қойылатын негізгі шарт болып табылады, әсіресе нақты қолданбаларда. Жалпылай айтатын болсақ, орнықтылық жүйенің шығыстары мен оның ішкі сигналдары ұйғарынды шек шамасында шектелгендігін білдіреді (шектелген кіріс - шектелген шығыс орнықтылығы деп аталады) немесе кейде қатаңырақ түрде, жүйенің шығыстары тартымды аймақта тепе-теңдік күйге ұмтылады (асимптотикалық орнықтылық).
Тұжырымдама бойынша орнықтылықтың әртүрлі түрлері бар, олардың ішінде үш негізгі түсінік сызықтық емес динамика мен басқару жүйелері бойынша негізгі мәселелер болып табылады: оның тепе-теңдігіне қатысты жүйенің орнықтылығы, жүйенің шығыс траекториясының орбиталық орнықтылығы және жүйенің өзінің құрылымдық орнықтылығы.
Орнықтылықтың негізгі тұжырымдамасы механикалық жүйенің тепе-теңдік күйін зерттеу нәтижесінде пайда болды, ол 1644 жылы Э.Торричеллидің табиғи ауырлық күші әсерінен қатты дененің тепе-теңдігін зерттеуінен бастау алады. 
1788 жылы тұжырымдалған Г.Лагранждың орнықтылық туралы классикалық теоремасын тұрақты механикалық жүйелердің орнықтылығы туралы ең танымал нәтиже деп айтуға болады. Ол тұжырымдама бойынша, егер консервативті жүйенің потенциалдық энергиясы ағымдық уақытта оқшауланған тепе-теңдік күйінде және мүмкін болатын кейбір қарапайым шектеулер бойынша минималды болса, онда жүйенің бұл тепе-теңдік жағдайы орнықты болады [30]. 
Қазіргі орнықтылық теорияларының дамуын Максвелл және Вишнеградский [31] реттегіштер туралы жұмыстарында бастады, бірақ көп ұзамай басқа көптеген ғылыми салаларда орнықтылық тұжырымдамасының маңыздылығы мойындалды және қазір ол қолданбалы математиканың ірге тасы болды. Мысалы, математикалық модельден орнықсыздықты болжау көптеген жағдайларда модельдің сәйкес физикалық процесті адекватты түрде көрсететіні дәлелденді. 1923 жылы Г.И.Тейлор Навье-Стокс теңдеулерін пайдалана отырып, айналмалы цилиндрлер арасындағы тұтқыр сұйықтықтың ағыны қазір Тейлор саны деп аталатын параметрдің белгілі бір мәнінде орнықсыз болатынын көрсетті. Ол мұны эксперименталды түрде дәлелдеді және тұтқыр сұйықтық ағындарын Навье-Стокс теңдеулері арқылы модельдеуге деген сенімділікті арттырды. Басқару жүйесінің барлық дерлік жобалары орнықтылық талабына негізделген және біздің осы зерттеуді жалғастыруымызға Ляпунов теориясы бойынша орнықтылық түрткі болды.
Жүйелік және траектория орнықтылығының іргелі тұжырымдамаларының эволюциясының көптеген жемісті жетістіктері және дамулардан өткен ұзақ тарихын 1892 жылы жарияланған А.М.Ляпуновтың «Қозғалыс орнықтылығының жалпы мәселесі» атты атақты кандидаттық диссертациясы қорытындылады [32]. 
Бұл іргелі монографияның идеялары мен әдістері қазіргі уақытта динамикалық жүйелердің орнықтылығына қатысты барлық іргелі зерттеулер мен қолданбалардың көшін бастап тұр. Шындығында, заманауи физикадағы динамикалық жағдай талдауы ғана емес, сонымен қатар инженерлік жүйелердегі контроллерді жобалау да Ляпуновтың орнықтылық теориясының принциптеріне сүйенеді. 




Жүйенің жағдайы координаталарымен сипатталсын делік. А.М. Ляпунов бойынша енгізілетін алмастырулар  Бұл айнымалыларда жүйенің қозғалыс теңдеуі келесі түрге келеді:



                                                                 (2.1.1)

яғни оң жағы t-ға байланысты периодтық емес бірінші ретті теңдеулерге келтіріледі.
Осы жүйенің келесі дербес шешімге сәйкес белгілі бір қозғалысын қарастырайық:



                                   				                    	(2.1.2)


Қозғалыстың орнықтылығы айналасындағы бастапқы шарттары бастапқы шартына сәйкес болатын қозғалыстардың іс-әрекетіне тәуелді болады. Бұл қозғалыстардың барлығы ауытқыған деп аталады, ал (2.1.2) қозғалысы ауытқымаған деп аталады. 

Анықтама. Кез келген ε оң саны үшін, мейлінше аз болса да,  оң саны табылып, барлық ауытқыған қозғалыстар үшін бастапқы уақытта 



 шарттары орындалып, барлық  үшін



                                                                  (2.1.3)

теңсіздіктері орындалатын болса, ауытқыған  қозғалыс орнықты деп аталады.

Орнықтылық шарттарын қанағаттандырмайтын қозғалыстар орнықсыз қозғалыстар деп аталады. Орнықты ауытқымаған қозғалыстар ассимптотикалық орнықты деп аталады, егер жеткілікті кішкентай  үшін (2.1.3) шарттарымен қатар, келесі қатаңырақ шарттар да орындалатын болса:



                                    (2.1.4)


V(x) функциясы  аумағында үздіксіз дифференциалданатын функция болсын делік.  траекториясы бойынша V-дің туындысы:


                            (2.1.5)



Егер  t=0 кезіндегі бастапқы x күйінде басталған -тің шешімі болса, онда:


                                                 	                                        (2.1.6)



Егер  теріс таңбалы болса, онда Vшешімі бойымен кемиді.



Егер  оң таңбалы болса, онда шешімі бойымен өседі.

2.2 Сызықтық емес жүйелердің Ляпунов бойынша орнықтылығы
Қазіргі кезде Ляпунов әдісі кез келген жүйенің орнықтылығын қамтамасыз етудің әмбебап құралы және ол басқару теориясының негізі болып табылады. Сонымен қатар тиімді, робасты және адаптивті басқарудың заманауи әдістерін жасауда ерекше орын алады.
 Ляпунов теориясы бойынша орнықтылықтың маңызды тұжырымдамасын енгіземіз, ол бастапқы жағдайлардағы ауытқуларға байланысты жүйенің траекторияларындағы өзгерістерді зерттеу үшін қолданылады. Біз сондай-ақ уақыт шексіздікке ұмтылғанда  траекториялардың шекті әрекетін дәлірек сипаттауға мүмкіндік беретін динамикалық жүйелердің сапалық теориясының кейбір негізгі түсініктерін талқылаймыз.

Теоремасы 2.2.1 (Ляпунов теоремасы) Егер  функциясы 





 және ,  табылып  орындалатын болса, онда координат басы орнықты болады. 


Сонымен қатар, егер  орындалатын болса, онда координат басы ассимптотикалық орнықты болады.





Ары қарай,  егер ,  және  онда координат басы кең ауқымды ассимптотикалық орнықты болады.




Дәлелі.







-да басталған шешімдер -да қалады, 2.2.1-сурет көрсетілгендей-да болады.





координат басы орнықты болады.


Енді 


 монотонды кемімелі болады және 

c=0 екенін көрсетеді. 







 болсын делік. -тің үздіксіздігі бойынша табылып  Онда  барлық  үшін ның сыртында жатады.





Бұл теңсіздік тұжырымына қарама қайшы келеді

 Координат басы ассимптотикалық орнықты болады. 

[image: ]

Сурет 2.2.1–Теореманың дәлеліндегі жиындардың геометриялық кескіндемесі














шарты әрбірүшін жиыны компакт болады. Бұның солай екені анық, себебі кез келген үшін  табылып,  орындалады әрдайым . Осылайша -да басталған барлық шешімдер координат басына жинақталады. Кез келген  нүктесі үшін деп таңдай отырып  қамтамасыз етеміз  координат басы ассимптотикалық орнықты болады.
Терминология
	V(0)=0, V(x)≥0 x≠0үшін
	Жартылай оң анықталған

	V(0)=0, V(x)>0 x≠0үшін
	Оң анықталған

	V(0)=0, V(x)≤0 x≠0үшін
	Жартылай теріс анықталған

	V(0)=0, V(x)<0 x≠0үшін
	Теріс анықталған

	
, V(x)→∞
	Радиалды шектелмеген






Жоғарыдағы терминологияны ескере отырып, Ляпунов теоремасын келесідей қайта тұжырымдауға болады: Координат басы орнықты болады, егер үздіксіз дифференциалданатын оң анықталған функциясы табылып,  жартылай теріс анықталған болса, және ассимптотикалық орнықты болады, егер  теріс анықталған болса. Ол кең ауқымды  ассимптотикалық орнықты болады, егер ассимптотикалық шарттары кең ауқымды орындалатын болса және  радиалды шектелмеген болса. 



Орнықтылық шарттарын қанағаттандыратын үздіксіз дифференциалданатын  функциясы Ляпунов функциясы деп аталады. 2.2.2-сурет келтірілгендей  беті, кейбір  үшін, Ляпунов беті немесе тегіс беті деп аталады.

[image: ]

Сурет 2.2.2–Ляпунов функциясының деңгейлерінің беттері.





Неге кең ауқымды ассимптотикалық орнықтылықты көрсету үшін радиалды шектелмегендік қасиетін көрсету қажет? Ол 	 әрбір  үшін шектелгендігін қамтамасыз етеді. Онсыз  үлкен  үшін шектелмеген болуы мүмкін.
Мысал 2.2.1.Төмендегі жүйе үшін Ляпунов функциясын пайдалана отырып, бас нүктесі ассимптотикалық орнықты болатынын көрсетейік





Сәйкес Ляпунов функциясын  ретінде алайық. Онда Ляпунов функциясының туындысы




Бағалауларды жүргіземіз







. 
Демек






 үшін  теріс анықталғандықтан бас нүктесі ассимптотикалық орнықты болады. 

Кең ауқымды ассимптотикалық орнықтылығын көрсетейік. Екінші теңдеудің шешімі  екенін ескере отырып, бірінші теңдеуге апарып қоятын қойсақ, шығатыны






Бұл жүйенің cоңғы шығу уақыты болмайды. Біраз шекті уақыттан соң оң жағындағы коэффициенті теріс саннан аз болады. Демек,  Яғни бас нүктесі ассимптотикалық орнықты болады.
Анықтама2.2.1
α үздіксіз функциясы: [0, α) →[0, ∞),К классына жатады, егер ол қатаң өспелі болса және α(0)=0. Бұл функция К∞ классына жатады, егер α=∞ және r→∞ кезде α(r) →∞.
Анықтама2.2.2

β үздіксіз функциясы: [0, α)[0, ∞) →[0, ∞),КL классына жатады, егер ол қатаң өспелі болса және α(0)=0. Бұл функция К∞ классына жатады, егер әрбір бекітілген s үшін β(r,s) бейнесі r бойынша  К классына жатады және әрбір бекітілген r үшін β(r,s) бейнесі s бойынша кемімелі болса және s→∞ кезде β(r,s)→0.
Лемма 2.2.1 α1 және α2 , [0,а) аралығындағы К-функциялары,  α3 және α4 - К∞-функциялары және β- КL-функциясы болсын. αi функциясына кері функцияны αi-1 арқылы белгілейік. Онда 
· αi-1[0, α1(а)) аралығында анықталған және К классына жатады;
· α3-1[0, ∞) аралығында анықталған және К∞ классына жатады;
· α1 ° α2 К классына жатады;
· α3° α4 К∞ классына жатады.
· σ(r,s)= α1(β(α2(r),s))КL классына жатады.



Лемма 2.2.2  - координат басын ішіне алатын, анықталу аймағы  болатын үздіксіз оң анықталған функция болсын делік. Кейбір r>0 үшін  болсын. Онда К класының [0, r] аралығында анықталған α1 және α2 функциялары табылып, келесі шарт орындалады





барлық үшін. Егер D=Rnболса, онда α1 және α2 функциялары [0,∞] аралығында анықталады және жоғарыдағы теңсіздік барлық xϵRn үшін орындалады. Сонымен қатар, егер V(x) радиалды шектелмеген болса, онда α1 және α2 функцияларын К∞ классына жататын етіп таңдауға болады.
Дәлелі. ψ(s) –ті келесі теңдік етіп анықтап аламыз



 кезінде.



ψ(·) функциясы үздіксіз, оң анықталған және өспелі болып табылады. Оның үстіне  кезінде. Дегенмен ψ(·) қатаң өспелі болуы міндетті емес. α1(s) келесі шарт орындалатындай К-функцияcы болсын делік


0<k<1 кезінде.

Онда



 кезінде.


Екінші жағынан,  –ті келесідей етіп анықтап аламыз



 кезінде.




(·) функциясы үздіксіз, оң анықталған және өспелі болып табылады (қатаң өспелі болуы міндетті емес). Оның үстіне  кезінде. α2(s) келесі шарт орындалатындай К-функцияcы болсын делік


k>1 кезінде.
Онда 


                   кезінде.



Егер D=Rn болса, онда  және  функцияларының анықтамалары келесіге өзгереді


        s≥0 үшін.


Ψ және  функциялары үздіксіз, оң анықталған, өспелі болып табылады және 


			,      кез келген x=Rn.



α1 және α2 функцияларын алдындағыдай  етіп таңдауға болады. V(x) радиалды шектелмеген болғандықтан,  және  s→∞ кезінде шексіздікке ұмтылады. Демек, α1 және α2 функцияларын K∞ классынан таңдап алуымызға болады.
Анықтама 2.2.3

жүйесінің x=0 тепе-теңдік нүктесі 
1. Орнықты болады, егер әрбір ε>0 тұрақтысы үшін δ(ε,t0)>0  табылып, келесі шарт орындалса:


                                 	      		(2.2.1)

2. Біртекті орнықты болады, егер әрбір ε>0 тұрақтысы үшін  t0 –ге тәуелсіз δ=δ(ε)>0 табылып,   (2.2.1) орындалса.
3. Орнықсыз болады, егер ол орнықты болмаса.
4. 
Ассимптотикалық орнықты болады, егер ол орнықты болса және с=с(t0) оң тұрақтысы табылып, барлық  үшін t→∞ кезде х(t)→0;
5. 
Біртекті ассимптотикалық орнықты болады, егер ол біртекті орнықты болса және t0 –ге тәуелсіз с оң тұрақтысы табылып, барлық  үшін t→∞ кезде  t0  бойынша біртекті х(t)→0, яғни әрбір η>0 үшін T=T(η)>0 табылып, келесі шарт орындалса


                            	                (2.2.2)

6. 
Кең ауқымды біртекті ассимптотикалық орнықты болады, егер ол біртекті орнықты болса, δ(ε)-ні орындалатындай етіп таңдауға болады және әрбір η мен с оң сандар жұбы үшін T=T(η,)>0 бар болып, төмендегі шарт орындалса


       	               	(2.2.3)

Теорема 2.2.2(Ляпуновтың 2 Теоремасы) (автономдық емес жүйе үшін)


					(2.2.4)



жүйесінің х=0 тепе-теңдік нүктесі болсын және х=0 координат басы  ашық аймағында жататын болсын. -үздіксіз дифференциалданатын функциясы табылып, келесі шарттар орындалса


                                       (2.2.5)
   

 	           		  (2.2.6)



 және  үшін, мұндағы W1(x) және W2(x)- D-да үздіксіз оң анықталған функция. Онда х=0 біртекті орнықты тепе-теңдік нүктесі болады.
Дәлелі: (2.2.4) траекториясы бойынша V туындысы келесі теңдікпен анықталады








r>0 және c>0 етіп таңдап алсақ,  және  Онда -Br-дің ішіндегілері. Уақытқа тәуелді  жиынын анықтайық:






жиынында  болады, өйткені






Екінші жағынан, -ның ішкі жиыны, өйткені 




Осылайша, 




барлық t≤0 үшін 2.2.1-суретіндегідей бұл 5 кірістірілген жиындар 2.2.3 суретінде бейнеленген, бірақ қарастырылып жатқан жағдайда V(t,x)=c уақытқа тәуелді W1(x)=с және W2(x)=с беттерімен шектелген.
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Сурет 2.2.3 – Теореманың дәлелінде пайдаланылатын жиындардың геометриялық кескіндемесі








Барлық t≥0	 және кез келген  үшін D-да  болғандықтан, (t0,x0)-де басталған шешім барлық t≥t0 үшін -да қалады. Сондықтан -да басталған кез келген шешім -да қалады, демек барлық t≥t0 үшін -да қалады. Осылайша, шешім барлық t≥t0 үшін анықталған және шектелген. Оның үстіне,  болғандықтан, 




Лемма 2.2.2-ден [0,r]-де анықталған α1 және α2 К-функциялары табылып, төмендегі шарт орындалады 




Соңғы екі теңсіздіктен алатынымыз






Лемма 2.2.1 бойынша  функциясы К классына жататын болғандықтан  теңсіздігі координат басының біртекті орнықтылығын көрсетеді.
Жоғарыдағы теоремадағы V функциясы Ляпунов функциясы 2.2.4-суретте келтірілген.
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Сурет 2.2.4 – Ляпунов функциясының геометриялық мағынасы

Сонымен (2.2.4) теңдеудегі жүйе Ляпунов бойынша x∗=0 тепе-теңдікке қатысты орнықты деп айтылады, егер кез келген ɛ>0 және кез келген бастапқы уақыт t0 ≥ 0 үшін, δ=δ(ɛ,t0)>0 тұрақтысы табылып, келесі шарттар орындалса


                            барлық t≥ t0                         (2.2.7)

Бұл орнылықтың геометриялық бейнесі 2.2.5-суретте көрсетілген.
Мұнда δ тұрақтысы жалпы алғанда екеуіне де, яғни ɛ-ға да, t0 –ге де байланысты екенін ескерген жөн, автономды жүйелерден айырмашылығы, автономды емес жүйе үшін бастапқы уақытты t0=0 етіп белгілеуге болмайтынын оның орнықтылығы туралы жалпы шешім кезінде назарда ұстау маңызды.
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Сурет 2.2.5–Ляпунов бойынша орнықтылықтың геометриялық мағынасы
	
Жоғарыда анықталған Ляпуновтың бойынша орнықтылық бастапқы уақытқа қатысты біртекті деп айтылады, егер δ=δ(ɛ) тұрақтысы бүкіл [0,∞) уақыт интервалында шын мәнінде t0-ға тәуелсіз болса. Осыған сәйкес, біртекті орнықтылық автономды емес жүйелер үшін ғана анықталады, өйткені ол автономды жүйелер үшін қажет емес (ол әрқашан бастапқы уақытқа қатысты біркелкі).

2.3 Асимптотикалық және экпоненциалды орнықтылықтар, сызықтандыру теоремалары
(2.2.4) теңдеудегі жүйе өзінің x∗=0 тепе-теңдігі айналасында асимптотикалық орнықты деп аталады, егер ол Ляпунов бойынша орнықты болса және де δ=δ(t0)>0 тұрақтысы табылып, келесі шарт орындалатын болса



                                                               (2.3.1)

Бұл орнықтылық келесі 2.3.1-суретте көрсетілген:
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Сурет 2.3.1– Асимптотикалық орнықтылықтың геометриялық мағынасы


Асимптотикалық орнықтылық біртекті деп аталады, егер δ тұрақтысы  [0,∞] аралығында t0-ге тәуелсіз болса және кең ауқымды деп аталады, егер  жинақталуы жүйенің анықталған бүкіл кеңістіктік домен бойынша бастапқы x(t0) күйіне тәуелсіз болса (мысалы, δ=∞ болғанда). Сонымен қатар, егер екі c және σ оң тұрақтылары үшін


                                                        (2.3.2)

шарты орындалса, онда тепе-теңдік экспоненциалды орнықты деп аталады. 

Анықтама 2.3.1: функциясының х=0 тепе-теңдік нүктесі экспоненциалды орнықты болады, егер


                          (2.3.3)



 барлық  үшін. Ол кең ауқымды экспоненциалды орнықты деп аталады, егер шарт кез келген х(0) бастапқы күйі үшін орындалса.  Экспоненциалды орнықтылық келесі 2.3.2-суретте бейнеленген.
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Сурет 2.3.2–Экспоненциалды орнықтылықтың геометриялық мағынасы

Экспоненциалды орнықтылықтан асимптотикалық орнықтылықтың шығатыны анық, ал асимптотикалық орнықтылық Ляпунов бойынша орнықтылықты білдіреді, бірақ керісінше орындалмауы болуы керек емес. Мысалы, егер жүйенің шығыс траекториясы x1(t)=x0sin(t) болса, онда ол Ляпунов бойынша 0-дің төңірегінде орнықты болады, бірақ ол асимптоталық орнықты емес. Шығыс траекториясы x2(t)=x0(1+t−t0)−1 болатын жүйе асимптотикалық орнықты  болады (одан ол Ляпунов бойынша да орнықты), бірақ ол 0-дің төңірегінде экспоненциалды орнықты емес. Шығысы x3(t)=x0e−t болатын жүйе экспоненциалды орнықты болады (демек, ол асимптотикалық та, Ляпунов бойынша да орнықты болады). 
Сызықтандыру бойынша теоремалар
Теорема 2.3.1(Четаев)












- жүйесінің тепе-теңдік нүктесі болсын делік. функциясы болатындай үздіксіз дифференциалданатын функция болсын және кейбір нүктесі үшін , - мейлінше аз шама.  жиынын  қатынасы етіп анықтаймыз, және -да . Онда – орнықсыз тепе-теңдік нүктесі болады.










Дәлелі.-ға тиісті және . -ның  –ден басталатын траекториясы -жиынынан шығуы тиіс. Оған көз жеткізу үшін -ның әзірше -да екенін ескерсек,   , себебі . 







болсын. Бұл тұрақты шынымен де бар, себебі  үздіксіз функциясының  компакт жиынында минимумы бар. Онда  және 














Бұл теңсіздіктен -ның -да біржола қала алмайтынын көреміз, себебі V(x) функциясы -да шектелген. Сонымен қатар, -дан  беті арқылы шығып кете алмайды(не может покинуть), себебі . Демек,  траекториясы  жиынынан  cферасының беті арқылы шығып кетеді. Бұл жағдай мейлінше аз   болған кезінде орын алуы мүмкін болғандықтан, координат басы орнықты. 

Теорема 2.3.2 А матрицасы гурвицтық болады, егер А матрицасының барлық меншікті мәндеріүшін  және тек қана сол жағдайда, егер оң анықталған симметриялық Q матрицасы үшін 


                                         	                                             (2.3.4)
                                   
Ляпунов теңдеуін қанағаттандыратын Р оң анықталған симметриялық матрицасы табылса. Әрі қарай, егер А матрицасы гурвицтық болса, онда Р Ляпунов теңдеуінің жалғыз шешімі болады. 


Дәлелі. Теореманың жеткіліктілік шарты жоғарыда көрсетілгендей Ляпунов функциясы ретінде   таңдау кезінде Ляпунов теоремасы 1-ден шығады. Қажеттілік шартын дәлелдеу үшін А матрицасының барлық меншікті мәндері шартын қанағаттандырады деп болжайық және 


                                 					(2.3.5)





теңдігімен анықталатын Р матрицасын қарастырайық. Интеграл астындағы функция  түріндегі мүшелердің қосындысын білдіреді, мұндағы  Сондықтан қарастырылып жатқан интеграл бар екені анық. Р матрицасы симметриялық және оң анықталған. Оның оң анықталғандығын қарама қайшылықпен дәлелдеуге болады.  векторы табылып, болсын делік. Онда





себебі  барлық t үшін ерекшеленбеген. Бұл қарама қайшылықтан Р оң анықталғандығы шығады. Ары қарай, (2.3.5)-ді (2.3.4) теңдеуінің оң жағына қойсақ, алатынымыз





Бұл теңсіздік шындығында Р матрицасының (2.3.4) теңдеуініңшешімі екендігін көрсетеді. Оның бірегейлігін дәлелдеу үшін басқа  шешімі бар болсын делік. Онда






Бұл теңдеудің оң жақ және сол жағын   және  сәйкесінше көбейте отырып, 




аламыз. Демек, 





Атап айтқанда,  болғандықтан 





Сонымен, 	.		
Теорема 2.3.3 (сызықтандыру бойынша):
1. Бас нүктесі экспоненциалды орнықты болады, тек қана сол жағдайда, егер А матрицасының барлық меншікті мәндері үшін Re[λi]<0 болса
2. Бас нүктесі орнықсыз болады, егер кейбір i үшін Re[λi]>0 болса
Сызықтандыру сәтсіздікке ұшырайды, егер барлық i үшін Re[λi]≤0 орындалып, ал кейбір i үшін Re[λi]=0 болса.
Дәлелі:




Бірінші тұжырымды дәлелдеу үшін А матрицасын Гурвицтық матрица деп болжайық. Онда жоғарыдағы (2.3.2) теорема бойынша Q кез келген оң анықталған симметриялық матрицасының  Ляпунов теңдеуінің шешімі оң анықталған матрица болып табылады. Сызықтық емес жүйе үшін Ляпунов функциясы ретінде  функциясын қарастырайық. Жүйенің траекториясы бойынша  туындысы келесі теңдеумен анықталады







Бұл теңдеудің оң жағының бірінші мүшесі теріс, ал екіншісі- жалпы жағдайда таңбасы анықталмаған.  функциясы келесі шартты қанағаттандырады


 болғанда.



Кез келген  үшін  тұрақтысы табылып, келесі шарт орындалады.




Демек, 




  екенін ескерсек,




мұнда -матрицаның минималды меншікті мәні.  оң анықталған және симметриялық болғандықтан,  нақты және оң. Онда









 етіп таңдасақ,  оң анықталған. Демек, Ляпунов теоремасы 1 бойынша координата басы ассимптотикалық орнықты. Теореманың екінші тұжырымын дәлелдеу үшін ең алдымен  матрицасының меншікті сандары жорамал осінде жоқ болатын дербес жағдайды қарастырайық. Егер  матрицасының меншікті мәндері жалған осьтің екі жағы бойынша екі топқа бөлінсе, онда  өзгешеленбеген матрицасы табылып, 




орындалады, мұндағы А1,А2 –гурвицтық матрицалар. Айталық





мұнда z векторының екі векторлық компоненттерінің өлшемі A1 және A2 матрицаларының өлшемдеріне сәйкес келеді.  координат алмастыруы кезінде


  жүйесі






түріне келтіріледі, мұндағы функциясы кез келген үшін  тұрақтысы табылып, келесі шарт орындалатындығымен сипатталады













 координат басы жүйенің z координатасындағы тепе-теңдік нүктесі болып табылады.  орнықтылық қасиеттері жүйенің х координатасындағы  тепе-теңдік нүктесінің орнықтылық қасиеттеріне де тиісті болады, себебі  матрицасы өзгешеленбеген матрицасы болып табылады. Координат басы орнықсыздығын көрсету үшін (2.3.1) теоремасын  қолданамыз.  функциясын тұрғызуды векторлық жағдай ретінде қарастырамыз.  және  өлшемдері  және  матрицаларының өлшемдеріне сәйкес келетін оң анықталған және симметриялық матрицалар болсын делік. А1,А2 –гурвицтық матрицалар болғандықтан, (2.3.2) теоремасы бойынша 






Ляпунов теңдеуінің жалғыз оң анықталған және шешімдері бар болады. 







болсын делік.  ішкі кеңістігінде  теңсіздігі координат басына жақын нүктелерде орындалған. Айталық, 



 және .


 үшін бағаласақ






мұнда   және 



Онда  болғанда  үшін  орындалады және 2.3.1 теоремасы бойынша координат басы орнықсыз болады. Бастапқы координаталармен берілген жүйеге де 2.3.1 (Четаев) теоремасын қолдануға болатынын ескерейік. Ол үшін 




матрицаларын анықтаймыз, олар келесі шартты қанағаттандырады















 матрицасы оң анықталған және координат басына жақын нүктелерде  оң болады. Енді  матрицасының меншікті сандары тек комплексті жазықтықтың оң және сол жарты жазықтықтарында ғана емес, жалған осьте де бар болуы мүмкін жалпы жағдайды қарастырайық. Бұл жағдайды жоғарыдағы дербес жағдайға жалған осьті жылжыту арқылы келтіруге болады.  матрицасының болатын меншікті саны болсын делік. Онда  матрицасының ашық оң жарты кеңістігінде меншікті саны бар және жалған осьте меншікті сандары жоқ. Жоғарыда алынған нәтижелерді осы жағдайға қолданатын болсақ,  және матрицалары табылып, 






және - координат басына жақын нүктелерде оң анықталған функция. -тің жүйенің траекториясы бойынша туындысы 




теңдеуімен анықталады. 






жиынында, мұндағы r тұрақтысы  шарты орындалатындай етіп таңдалған, ал  туындысы 





бағалауын қанағаттандырады.  кезінде бұл теңсіздіктің оң жағының оң болатынын көреміз. (2.3.1) теоремасын қолдану теореманың дәлелін аяқтайды. 
Осы (2.3.3) теоремасы координат басындағы тепе-теңдік нүктесінің орнықтылық қасиеттерін анықтау үшін










Якобиан матрицасын есептеу мен оның меншікті мәндерін талдауға әкелетін қарапайым процедураны ұсынады. Егер барлық і үшін  немесе  кейбір і үшін болса, онда координат басындағы тепе-теңдік нүктесі ассимптотикалық орнықты немесе орнықсыз болады сәйкесінше. Одан әрі, теореманың дәлелінен егер барлық і үшін  болса, онда біз жүйе үшін әрдайым координат басының кейбір төңірегінде локальді анықталған Ляпунов функциясын таба аламыз. Бұл Ляпунов теңдеуі квадраттық формада болады, мұндағы Р кейбір оң анықталған симметриялық Q матрицасы үшін (2.3.4) Ляпунов теңдеуінің шешімі болып табылады. Бұл (2.3.3) теоремасы барлық і үшін  мен кейбір і үшін жағдайында орнықтылық қасиеттерін орнатуға мүмкіндік бермейді. Бұл жағдайда сызықтандыру әдісі тепе-теңдік нүктесінің орнықтылық қасиеттерін анықтау үшін қолданыла алмайды.
Мысал(2.3.1)










Егер  болса орнықты болады; егер  болса ассимптотикалық орнықты болады; егер  болса орнықсыз болады. Егер  болса, координат басы экспоненциалды орнықты емес болады.

2.4 Уақыт кешігуі бар шын мәніндегі сызықтық емес жүйелер
Уақыттың кешігуі инженерия, физика немесе биология сияқты көптеген салаларда маңызды рөл атқарады. Кешігулер жады әсерлеріне және жалпы алғанда шексіз өлшемді жүйелерге әкелетін сигналдың таралуының шекті жылдамдығына немесе өңдеудің кідірістеріне байланысты орын алады. Уақыт бойынша кешіккен жүйелер кешігуі бар дифференциалдық теңдеулері арқылы сипатталады және көбінесе біршама сызықтық емес әсерлерді қамтиды. Соңғы жылдарыинженерлік және табиғаттағы нақты жүйелерде жиі кездесетін уақыт айнымалы кешігуі бар және күйге тәуелді кешігуі бар жүйелер, сонымен қатар шуылы бар кешіккен жүйелерге назар аударылып, біршама жаңа нәтижелер алынды. Қолданбалар диапазоны кері байланыс арқылы лазерлік жүйелер мен климатты желі динамикасы бойынша модельдеуден бастап адам мен станоктардың теңгеріміне дейін ауқымды.
Кешіктірілген өзара әрекеттер ғылым мен техникадағы көптеген динамикалық жүйелердің барлық жерде кездесетін қасиеті болып табылады. Демек, уақыт кешігуі биология, химия, инженерия немесе әлеуметтік ғылымдар сияқты әртүрлі салаларда негізгі рөл атқарады [33]. Көптеген қолданбалы жүйелер әдетте өзара әрекеттесетін ішкі бірліктерді қамтиды және ішкі бірліктердің уақыт шкалаларына байланысты ақпараттың таралу жылдамдығы динамика үшін маңызды болады. Сызықтық емес қасиеттер күрделі динамикалық әрекетті тудыра отырып басым рөл атқарады, оны жүйенің құрамдас бөліктеріне қарау арқылы түсіндіруге болмайды. Сондықтан, уақыт бойынша кешігудің сызықтық емес  динамикасы тек қолданбаларда ғана шешуші мәнге ие болып қана қоймайды, сонымен қатар теориялық және математикалық зерттеулер үшін негізгі мәселені тудырады.
Кірістегі уақыт кешігуін жүйеге кірісті қолдану немесе өзгерту және жүйенің жауабының басталуы немесе өзгеруі арасындағы уақыт аралығы ретінде анықтауға болады. Оны кейінгі әсер немесе өлі уақыт деп те атауға болады және ол жүйені талдау мен басқаруды жобалауда күрделілікке әкеледі. Кері байланысты басқару жүйесінің құрамдас бөліктері мен құрамдас бөліктерінің арасындағы арналарының динамикасындағы кешігу орнықсыздықтың негізгі көзі болып табылады. Уақыт кешігу жүйелері саласында көптеген зерттеулер жүргізілді, бірақ үлкен, белгісіз және уақыт айнымалы кіріс кешігуі бар жүйелерді зерттеу әлі де жалғасуда. Күй және кіріс кешігулері бар сызықтық емес анықталмаған жүйелерді талдау және басқаруды жобалау  мәселелері өзекті әрі ашық  болып табылады.
Жалпы түрде, кешігуі барсызықтық емес жүйені келесі кешігуі бар дифференциалдық теңдеуі (DDE) арқылы сипаттауға болады: 


                                                                                   (2.4.1)

мұнда f  функциясы сызықтық емес функция болып табылады. 
Уақыттың кешігу әсерін көрсету үшін жүйе қозғалысын ескеретін сипаттама қажет, осылайша шексіз өлшемді фазалық кеңістігі бар динамикалық жүйені қажет етеді. 
Сондықтан (2.4.1) сияқты кешігуі бар дифференциалдық теңдеуі өте күрделі әрекет пен бифуркация туғыза алады. Жалпы айтқанда, уақыт бойынша кешігу бір жағынан орнықсыздықты, мультиорнықтылықты және хаотикалық қозғалысты тудыруы мүмкін, бірақ екінші жағынан, орнықсыздықты басып, орнықсыз стационарлық немесе периодтық күйлерді орнықтандырады және бастапқы күрделі және хаотикалық жүйені болжамды етеді.
Уақыт бойынша кешігу динамикасының классикалық зерттеулері сызықтық динамикалық жүйелердің инженерлік-математикалық зерттеулерімен және шексіз өлшемді динамикалық жүйелердің негізгі математикалық теориясымен негізделген. Сызықтық емес және хаотикалық динамикалық жүйелердің пайда болуымен соңғы үш онжылдықта назар күрделі динамикалық әрекеттерді зерттеуге ауысты және бұл мәселе пәнаралық байланысқан мәселе болып барады. Елеулі теориялық негіздер қалануына қарамастан, әлі де толық дамуын алған жоқ, атап айтқанда, желі динамикасына, уақыт бойынша кешігудің кеңістікте ұзартылған динамикасына немесе айнымалы және күйге тәуелді кешігуі бар жүйелерге қатысты. Соңғы онжылдықта сызықтық емес уақыт бойынша кешігу динамикасын лазерлік жүйелер, ақпаратты өңдеу және есептеулер, климатты зерттеу немесе нейробиология сияқты әртүрлі салаларда қолдануға баса назар аударылды. Уақыт бойынша кешігуі бар сызықтық емес динамика ғылым мен техниканың жаңа дамып келе жатқан салаларында маңызды рөл атқарады, мысалы, заманауи күрделі жүйелердегі сәйкес уақыт шкалалары сигналдардың ақырғы таралу жылдамдығын ескермеуге жол бермейді. 
Уақыт бойынша кешігуі бар жүйелер бойынша соңғы жылдардағы зерттеулер әртүрлі негізгі аспектілеріне бағытталған. Рамирес және басқалары еңбегінде [34] мәселенің негізгі аспектілерімен таныстырады және басқару инженериясындағы кешігу мәселесінің қалай дамығанын және үлкен масштабты мульти-агенттік жүйелер контекстінде қандай жаңа мәселелер туындайтынын көрсетеді. Мульти-агенттік желілерде жылдам консенсусқа жету үшін пропорционалды кешіккен контроллерлерді баптау үшін жаңа нәтижелер ұсынылған. 
(2.4.1) теңдеуге қосымша диффузиялық мүшені енгізу арқылы кешігуі бар дифференциалдық теңдеуін кеңейтуге болады. Мұндай жүйелер кешіккен реакция-диффузия жүйелері ретінде белгілі және Rombouts және т.б. еңбегінде өз үлестерін қосқан [35]. Нақтырақ айтқанда, уақыт бойынша кешігудің кеңістікте ұзартылған динамикасының өзіндік ерекшелігі, соның ішінде скалярлық реакциялық диффузиялық жүйелердегі фронттың таралуына уақыт бойынша кешігудің әсері зерттеледі. Авторлар жылжымалы фронттардың пішінін, таралу жылдамдығын және орнықтылық қасиеттерін анықтау бойынша нәтижелерді ұсынады.
Уақыт бойынша кешігуі бар жүйелер бойынша соңғы онжылдықтардағы қарқынды зерттеулерге қарамастан әлі де ашық іргелі мәселелердің бар болуы мәселенің күрделілігін көрсетеді. Уақыт айнымалы кешігуі бар немесе күйге тәуелді кешігуі бар жүйелер туралы мәліметтер аз. Дегенмен, бұл кешігулер табиғи болып табылады, өйткені инженерлік және табиғаттағы көптеген жүйелерде кешігу тұрақты емес, керісінше айнымалы. Басқаша айтқанда, мәселенің қойылуы тек уақыт кешігулерінің әсерін елемеу ғана емес, сонымен қатар кешігудің ауытқуын немесе кешігудің күйге тәуелділігін елемеу мүмкіндігінде. Мұндай жағдайлар әдетте уақыт бойынша кешігу әсерлерін басу қажет болатын инженерлік қолданбаларда жиі пайда болады. Жалпы алғанда, сызықтық емес кешігуі бар жүйелерді және оның қолданбаларын барлық дерлік зерттеу салаларында табуға болатындығын көрсетеді және бұл қарқынды дамып келе жатқан зерттеулер пәнаралық зерттеулерге ықпал ететіні анық. 
Уақыт кешіккен жүйелерді зерттеулерге ықпал етуші факторларды атап өтетін болсақ:
1. Кейінгі әсер қолданбалы мәселе болып табылады: инженерлер үлгілердің динамикалық көрсеткіштерімен қатар нақты процесс сияқты әрекет етуін қажет ететіні белгілі. Көптеген процестердің ішкі динамикасына кейінгі әсер құбылыстары кіреді. Атап айтсақ, орнықтылық пен басқару әдістері туралы монографияларда (Колмановский и Мышкис, 1999; Никулеску, 2001) биология, химия, экономика, механика, тұтқыр серпімділік, физика, физиология, популяция динамикасы, сондай-ақ инженерлік ғылымдар сияқты салалардан мысалдар ұсынылған. Сонымен қатар, кері байланыс циклдеріне қатысатын жетектер, сенсорлар, далалық желілер әдетте мұндай кідірістерді енгізеді.Бұған қоса, кері байланыс циклдеріне қатысатын жетектер, сенсорлар, желілері әдетте осындай кідірістерді енгізеді. Осылайша, олар коммуникация және ақпараттық технологиялардың күрделі салаларында белсенді түрде қатысады: желілік басқарылатын жүйелердің орнықтылығы (Бушнелл, 2001; Нильссон, Бернхардссон және Виттенмарк, 1998), MPEG бейне таратуындағы қызмет көрсету сапасы (М. Фериго и Мунье, 2000) немесе жоғары жылдамдықты байланыс желілері (Абдалла и Чиассон, 2001; Биберович, Ифтар, & Озбай, 2001; Бушнелл, 2001; Измайлов, 1996 ж.; Масколо, 1999; Мунье, Мбоуп, Пети, Рушон и Серет, 1998; Квет, Рамакришнан, Озбай, Кальянараман, 2001; Шаккоттай, Срикант и Мейн, 2001) телеоперациялық жүйелер (Ким, Ханнафорд және Бейчи, 1992; Лелев Фе, Fraisse & Dauchez, 2001; Нимейер және Слотин, 1998; Нимейер, 1996), параллельді есептеулер (Абдалла және т.б., 2001) , робототехникадағы есептеулер (Айлон және Гил, 2000; Шин және Куи, 1995) және т.б. Ақырында, нақты кешігулерден басқа, уақыт кешігулері жоғары ретті үлгілерді қысқарту үшін жиі пайдаланылады. Сондықтан,  уақыт кешіккен жүйелерге деген қызығушылық ғылымның барлық салаларында және әсіресе басқару инженериясында өсуде.
2. Кешіккен жүйелер көптеген «классикалық контроллерлерге» орнықты болып келеді: ең қарапайым тәсілде оларды кейбір шекті өлшемді жуықтаулармен алмастыруға болады деп ойлауымыз мүмкін. Өкінішке орай, кешігу әсерлерін ескермеу жалпы балама болып табылмайды: ең жақсы жағдайда (тұрақты және белгілі кешігулер) басқару құрылымының біршама дәрежеде күрделі болуына әкеледі. Ең нашар жағдайларда (мысалы, уақыт айнымалы кешігулер) орнықтылық пен ауытқулар тұрғысынан апатты салдарлары болуы мүмкін.
3. Сонымен қатар, кешігу қасиеттері таңданысты да тудырады, себебі бірнеше зерттеулер кейде кешігулерді енгізу басқаруға пайдасын тигізуі мүмкін екенін көрсетті (Абдалла, Дорато, Бенитес-Рид, & Бирн, 1993; Ричард, Губет, Чангани және Дамбрин, 1997).
Уақыт кешігуі динамикалық жүйелерде келесі үш жолмен болуы мүмкін:
Тек күй кешігуі бар жүйе, тек кіріс кешігуі бар жүйе, күй және кіріс кешігуі бар жүйе.
2.4.1-суретте τ тұрақты кешігуі уақыт өсі бойынша сигналды осы шамаға ауыстырады.
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Сурет 2.4.1–Кешігу моделінің блок-схемасы

Функционалдық дифференциалдық теңдеудің классификациясы (ФДТ)
ФДТ – белгісіз функцияның туындысының t уақыт мезгіліндегі мәні t-дағы басқа бір функцияның функциясымен байланысты болатын дифференциалдық теңдеу.


                                                                (2.4.2)

бастапқы шарты y(t0)=0,  ФДТ екі түрге жіктелуі мүмкін:
Кешіккен функционалдық дифференциалдық теңдеу - күйдің туындысы күйлердің қазіргі, өткен мәндерінің және кірістің функциясы ретінде анықталса.


                               		          				(2.4.3)


бастапқы шарты , мұндағы xt(τ)=x(t-τ) және τ –күйдегі кешігу.

Мысалы, 	
Нейтралды функционалдық дифференциалдық теңдеу - күйдің туындысы күйлердің қазіргі, өткен мәндерінің, кіріс пен күйлердің өз туындысының функциясы ретінде анықталса.


                                  						(2.4.4)


бастапқы шарты x(t0+θ)=0; ∀θ∈[−τ,0], мұндағы  және τ – кешігу. Мысалы




Кешігудің алмастыру функциясы 2.4.1-суретте көрсетілгендей, яғни

y(t)= u(t- τ)

Лаплас түрлендіруін қолдану арқылы кешігудің алмастыру функциясы келесідей алынады


					(2.4.5)

Көптеген инженерлік қолданбаларда кешігуі бар сызықтық емес жүйелер немесе қондырғылар бар. Сондықтан кешігуі бар сызықтық емес жүйелерді басқаруды жобалау және талдау жасау қажеттілігі туындайды. Сызықтық уақыт кешігу жүйелерін талдауда қолданылатын әдістердің кейбірі сызықтық емес жүйелер үшін қолданылуы мүмкін, мысалы, болжаушы кері байланысы, көліктік  дербес дифференциалдық теңдеуі және артқа қадам әдістері.
Болжаушы кері байланысын жобалау
Жетек кешігуі бар жалпы сызықтық емес жүйені қарастырайық 


                                                                        (2.4.6)



мұнда – күй векторы, ал  – скаляр кіріс. Сызықтық емес болжамды кері байланыс контроллері келесідей құрастырылған


                                                    (2.4.7)

мұнда 


 	                            (2.4.8)

бастапқы шарты



Артқа қадам түрлендіруін қолдансақ


                   	                                	(2.4.9)

және кері түрлендіру


                  	                    			(2.4.10)

мұнда


                                  (2.4.11)

мақсатты жүйе қайтадан келесідей жазылуы мүмкін


                                                               (2.4.12)


,t

Белгілі тұрақты кешігуі бар Эйлер-Лагранж жүйесі үшін басқаруды жобалау
Кіріс кешігуі бар Эйлер-Лагранж динамикасын қарастырайық:


                 		            (2.4.13)


мұнда – инерция матрицасы;

– центрге тартқыш – Кориолис матрицасы;

 – ауырлық коэффициенті;

 – үйкеліс;








 – кешіктірілген кіріс басқару векторы, τ∈ R – тұрақты, белгілі және қажетінше үлкен кешігу. -жалпыланған күйлер.  және  күйлері өлшенетін болып есептеледі және , ,  және динамикаларының параметрлері анықталмаған.


Басқару заңы  күй траекториясы  қалаулы траекторияны ізге түсіретіндей етіп құрастырылған [36]

                                                                                                  (2.4.14)
 

мұнда фильтрді ізге түсіру  қатесі 




ретінде белгіленген, мұндағы  – позиция қатесі және көмекші қате сигналдары, келесідей анықталады



және 



cәйкесінше.
Болжаушы кері байланысы әдісі басқару заңында күйдің болашақ мәндерін пайдаланады, олар жүйенің моделі туралы білуді қажет етеді. Бұл кемшіліктерді жою үшін кіріс уақыт кешігулері бар белгісіз жүйелер үшін басқару заңын жобалаудың жаңа әдістерін зерттеу қажет.

2.5 Уақыт кешігуі бар шын мәніндегі сызықтық емес жүйелердің орнықтылығы
Физикалық жүйелер мен инженерлік қолданбаларды басқарудың көпшілігі өздерінің  әсерлерінде уақыт кешігуінің әсерінен зардап шегеді, мысалы, химиялық процестер, ортақ байланыс желілері, телеоперация, телехирургия, пилотсыз көлікті үйлестіру, жануды басқару, илемдеу қондырғылары және жол қозғалысы жүйелері т.б. Кешігулер, ең алдымен, сенсорлардан ақпаратты жинауға, шешім қабылдау үшін ақпаратты өңдеуге және атқарушы механизмдердің көмегімен шешімдерді орындауға қажетті уақытқа байланысты. Уақыт кешігулері кейде пайдалы болғанымен, көбінесе орнықсыздық пен өнімділіктің төмендеуінің көзі болып табылады. Уақыт кешіккен жүйелердің орнықтылығы мен орнықтандыруы үздіксіз зерттеу бағыты болып табылады [37-40]. O.Смит (1957) алмастыру функциясы түріндегі уақыт кешіккен жүйені талдау үшін Смит болжаушысын жасады. Бэхилл Cмит предикторымен біріктіру арқылы адаптивті контроллерді ұсынды [41]. Краварис оны сызықтық жүйелер үшін күй кеңістік түрінде ұсынды және сызықты емес жүйелерге дейін кеңейтілді [42]. Артштейн кешіккен сызықтық жүйелерді кешігуі жоқ жүйеге (қарапайым дифференциалдық теңдеу) түрлендіруді ұсынды және күй кері байланысты контроллерін құрастырды [43]. В. Олброт комплексті жазықтықтың кез келген нүктелерінде орналасқан тұйықталған жүйенің шекті спектрін беретін кері байланысты басқару заңын құрастырды [44]. Колмановский мен Мышкис шексіз өлшемді кешігуді дербес дифференциалдық теңдеу түріне түрлендірді [45]. Хейл және т.б. бейтарап кешігу жүйесін гиперболалық дербес дифференциалдық теңдеу[46] ретінде көрсетті. Беллман және Кук кешігу дифференциалдық теңдеуін шешудің қадамдық әдісін зерттеді [47]. Степен кешіккен және бейтарап сызықты функционалдық дифференциалдық теңдеудің характеристикалық түбірлерін пайдалана отырып, кешігу жүйелерінің орнықтылығын табу әдістерін ұсынды [48]. Характеристикалық теңдеудің меншікті мәндерін тексеру қиын болғандықтан әртүрлі тәсілдер ұсынылды. Красовский кейбір сәйкес функционалдарды таңдау арқылы уақыт кешігу жүйелерінің орнықтылығын талдау әдістерін зерттеді [37, р. 170-187]. Дугард пен Варриест динамикасында анықталмаған сызықтық уақыт инвариантты жүйелер үшін сызықтық матрицалық теңсіздікке негізделген кешігуге тәуелді және тәуелсіз кешігудің орнықтылығын сипаттады [49]. Каве Моэцци және т.б. [50] жүйені біркелкі cоңында орнықтандыру үшін параметрлері анықталмаған бейтарап  уақыт кешігу сызықтық жүйелері үшін адаптивті жадысыз күй кері байланысты басқару схемасын әзірледі. Бреш-Пьетри және т.б. [51] үлкен белгісіз кіріс кешігуі бар анықталмаған сызықтық жүйені қалыптандыру үшін кең ауқымды адаптивті контроллерді әзірледі. Тәсіл кіріс кешіккен жүйелерді гиперболалық дербес дифференциалдық теңдеу түрінде көрсетуге негізделген. Бреш-Пьетри және т.б. [52] бағаланған кіріс кешігуін көрсететін көліктік(транспорт) дербес дифференциалдық теңдеуге негізделген сызықтық анықталмаған уақыт кешігу жүйелері үшін кері алмастыруды енгізді. M.Х. Тоодешки [53] күйдегі және кірістердегі бірнеше кешігулер үшін адаптивті робасты басқаруды ұсынды. Сызықтық емес жүйелер үшін кіріс кешігуі мәселелерін шешу үшін нәтижелер аз. Крстич [54] белгілі және тұрақты кешігуі бар сызықтық емес жүйелер үшін орнықтылық талдауы бар стандартты кешігу түрінде және дербес дифференциалдық теңдеумен артқа қадам жобасын, болжаушы кері байланыс заңын ұсынды. Artstein бәсеңдетуін, FSA әдісін қолданатын басқару дизайны белгілі және тұрақты кешігуі бар сызықтық жүйелер үшін көліктік дербес дифференциалдық теңдеу әдісін қолданатын кері қадам және болжаушы  кері байланысқа ұқсас екені байқалады. Кіріс кешігуін орнықтандыру бойынша әдебиеттердегі көптеген нәтижелердің ортақ тақырыбы кешігудің орнын толтыру үшін болжаушы кері байланыс немесе бәсеңдету үлгісінің тәсілін пайдалану болып табылады [55-59]. 
Болжаушы кері байланыс бойынша нәтижелердің көпшілігі жүйе динамикасы мен кешігу туралы толық білуді қажет етеді [60]. [61] нәтижелері кіріс кешігу жүйесін қарапайым дифференциалдық теңдеу-дербес дифференциалдық теңдеу (ODE-PDE) каскады ретінде көрсетеді және кешігу жүйесін кешігуі жоқ жүйеге түрлендіру үшін кері түрлендіруді пайдаланады. Белгілі кіріс кешігуі бар сызықтық емес жүйелер үшін артқа қадам дизайны [62,63] қарастырылды және біртекті кең ауқымды асимптотикалық орнықтылық пен кірістен күйге орнықтылық (ISS) қасиеттері Ляпунов-Крассовский функционалдары арқылы дәлелденді. Бәсеңдету әдісі тәсілін қолдана отырып, басқарудың өткен мәндеріне негізделген кешіккен кіріс және сызықтық еместіктің әртүрлі түрлері бар интеграторлар тізбегі үшін асимптотикалық орнықты контроллерін әзірледі [64]. Кері байланысында жетек қателері мен уақыт кешігуі бар басқарылатын аффинді сызықтық емес жүйелер класы үшін ISS-ЛК функционалдарын қолдану арқылы кірістен күйге орнықтылығы (ISS)  дәлелденген [65]. Сызықтық емес жүйелер класы үшін кешігуге тәуелсіз орнықтылық шарттары [66] жұмыста Ляпунов-Разумихин тәсілін қолдана отырып алынған.
Әдебиетте параметрлік анықталмаған, модельденбеген динамика, сыртқы әсерлер және белгісіз кешігулері бар кіріс кешіккен сызықтық емес жүйелерді орнықтандыру бойынша нәтижелер азырақ. Соңғы зерттеулер осы мәселелерді шешуге бағытталған [67, 68]. Белгісіз кешігулері бар сызықтық анықталмаған уақытты кешігу жүйелері үшін артқа қадам шектік басқаруға негізделген болжаушы кері байланыс тәсілі қарастырылады [69]. Белгісіз кіріс кешігуі бар анықталмаған сызықтық жүйелерге арналған робасты контроллері жасалды және орнықтылық үшін кешігуге тәуелді сызықтық матрицалық теңсіздік (LMI) шарттары алынды [70]. Бреш-Пьетри және т.б. [71] кешігуді адаптивті басқаруды және нақты үлгісі және белгісіз тұрақты жетек кешігуі бар орнықсыз сызықтық емес жүйені орнытандыруды ұсынды. Мазенк.Ф. және т.б. [72] аддитивті ауытқулары бар сызықтық уақыт инвариантты жүйелері үшін ЛК функционалын құру әдістерін ұсынды. Обуз С. [73] кешіккен басқару кірісі, динамикаларында анықталмағандық және ауытқулары бар сызықтық емес жүйелер класы үшін робасты ізге түсіру контроллерін әзірледі. Н. Фишер және т.б. анықталмаған сызықтық емес Эйлер-Лагранж (Э-Л) жүйелеріндегі кіріс кешігулерінің  орнын толтыра алатын жаңа қаныққан басқару дизайнын енгізді [74]. Ол басқарудағы шекті білуге мүмкіндік береді және күшейткіш коэффициентін өзгерту арқылы реттеледі. Шарма Н. және т.б. [75] робасты адаптивті басқаруды әзірледі және белгісіз уақыт кешігулерінің орнын толтыру үшін кешігуі жоқ градиентке негізделген қажетті орнын толтыру адаптация заңын (DCAL) пайдаланды. 
Практикада кіріс кешігуі уақытқа байланысты өзгеруі мүмкін, мысалы, желілік басқару жүйесі және т.б. Баяу уақыт айнымалы енгізу кешігулері тұрақты кіріс кешігулері үшін нәтижелерді кеңейту арқылы өтелуі мүмкін [76]. Дегенмен, жүйенің орнықтылығы мен өнімділігіне қатысты үлкен мәселе жылдам уақыт айнымалы кешігулерден туындайды. Уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық жүйелер үшін кейбір негізгі нәтижелер бар [77-79]. Соңғы уақытта уақыт айнымалы кіріс кешігулері бар сызықтық емес жүйелерді басқару мәселесіне көп назар аударылуда [80]. Белгілі деп саналатын тұрақты емес кешігулердің орнын толтыру үшін болжауға негізделген тәсіл әзірленді [81].Уақыт айнымалы кешігуі бар анықталмаған Э-Л жүйесі үшін кешігудің бірінші және екінші туындылары белгілі тұрақтылармен шектелген жағдайында робасты контроллер әзірленген [82.]. Анықталмаған уақыт уақыт айнымалы кешігуі бар интеграторлар тізбегін реттейтін шығыс кері байланыс контроллері ұсынылды және жобалаудың басты ерекшелігі - кешігудің шегі және кешігу деңгейі  туралы ақпаратты қажет етпейді. Бұл нәтиже белгісіз кіріс және күй кешігулері бар жүйелер үшін кеңейтілді [83]. Айнымалы күй және кіріс кешігуі мәселесі бойынша соңғы әдебиетте мұнда кіріс кешігуі туралы нақты мағлұмат бар анықталмаған сызықтық емес динамикалар үшін жасалған робасты контроллер ұсынылған [84]. Динамикадағы анықталмағандыққа қарамастан уақыт айнымалы кешігуі бар сызықты емес жүйелер үшін күйден  кіріске орнықтылығы (ISS) қасиетін дәлелдеу үшін жаңа траекторияға негізделген орнықтылық тәсілі [85,86] қарастырылған.
Егер жүйе динамикасы да, уақыт айнымалы кіріс кешігуі де анықталмаған немесе белгісіз болса, кіріс кешіккен сызықтық емес жүйелер үшін орнықтылық және басқаруды жобалау мәселесі күшейеді. Кейбір соңғы нәтижелер осындай күрделі мәселелерді шешуге бағытталған [87]. [88]-да кешігу белгілі және кешігудің бірінші және екінші туындылары белгілі тұрақтылармен шектелген деп болжанады. [89] жұмыста белгілі тұрақты шамамен шектелген белгісіз уақыт айнымалы кешігу мәселесін қарастырады. Белгісіз уақыт айнымалы кешігу үшін кешігудің жылдамдығына ешқандай шектеусіз кешігудің орнын толтыру жобаланды [90]. Алайда бұл жұмыста алынған жеткілікті күшейту шарттары кешігудің жеткілікті аз амплитудасына ғана мүмкіндік береді. Осыған дейінгі берілген нәтижелер [91] жұмыста басқару кірісінің қос туындысы бойынша шектеу шартын қамти отырып, жалпы сызықтық емес динамикалық жүйе үшін кеңейтілді.
Бір мезгілде тұрақты кіріс және күй кешігулері бар сызықтық жүйелер үшін болжауға негізделген басқаруды жобалау әдістері [92-96] талқыланды. [97]-дағы белгілі, тұрақты күй және кіріс кешігулері үшін болжауға негізделген  схеманы кіріс кешігуінің орнын толтыру үшін ұсынып, нәтижені кеңейтті [98]. Параметрлік анықталмағандық және уақыт айнымалы кешігулері бар сызықтық жүйелер үшін басқару заңының жобасы берілген [99,100]. Белгілі динамикасы бар сызықтық жүйелер үшін интегралдық теңсіздікке негізделген жадысы жоқ күй кері байланысты басқару және кіріс кешігуіне тәуелді орнықтылық талдауы енгізілді [101], ол баяу өзгеретін бір мезгілде күй мен кіріс кешігулері үшін қолайлы. 
Бір мезгілдегі күй мен кіріс кешігуі бар сызықтық емес жүйелер мәселесі назардан тыс қалды. Кешігулердің нақты мағлұматы бар сызықтық емес жүйелер үшін болжауға негізделген кері байланысты контроллерін ұсынды [102]. Артқа қадам алмастыруына негізделген кең ауқымды асимптотикалық орнықтылық нәтижесі дәлелденді [103]. Нүктелік кіріс кешігуі мен таратылған күй кешігуінің комбинациясы бар сызықтық емес жүйелер мәселесі [104] шешілген. Анықталмаған динамикасы және бір мезгілде күйі мен кіріс кешігуі бар сызықты емес жүйелерді басқарудың тұрғызылуы қарастырылып, кіріс және күй кешігулеріне тәуелсіз адаптивті контроллері әзірленді және баяу өзгеретін кешігулер үшін асимптотикалық орнықтылық дәлелденді, сонымен қатар сүзгіні ізге түсіру қатесіне негізделген робасты басқаруы жобаланды [105]. 
Уақыт кешігуі бар жүйелерінің орнықтылығын талдау үшін келесідей сипатталған уақыт кешігу жүйесін қарастырайық



                                          	                                 	(2.5.1)


мұнда  екі аргументте де үздіксіз болып табылады және xt=x(t+θ), −τ ≤ θ ≤ 0. f(t,0)=0 болуы (2.5.1)-дің x(t)=0 тривиалды шешімінің бар болуына кепілдік береді деп болжанады.
Анықтама 2.5.1. Теңдеу (2.5.1)-дің бас нүктесі

а) біртекті орнықты болады, егер ∀  t0∈R және ∀ ε>0, δ(ε)>0 табылып, барлық t ≥ t0 үшін x(t) |< ε дегенді білдірсе;
b) біртекті асимптотикалық орнықты болады, егер ол біркелкі орнықты болса және δa> 0 табылып, кез келген η> 0 үшін T (δa , η) табылып, ǁ xt0 ǁ<δa барлық t ≥ t0 + T (δa , η) және t0∈ R үшін | x (t) |<η білдірсе.
c) кең  ауқымды біртекті асимптоталық орнықты болады, егер δa мейлінше үлкен, ақырғы сан болса.
Кешігуі жоқ жүйелердегідей, орнықтылықты талдаудың тиімді әдісі Ляпунов әдісі болып табылатын болса, уақыт кешігу жүйелері үшін екі түрлі әдістеме бар: 
1. Ляпунов-Красовский (Л.К.) функционалы негізіндегі талдау.
2. Ляпунов-Разумихин негізіндегі талдау.
Ляпунов-Красовский (Л.К.) функционалы
Кешігуі бар дифференциалдық теңдеулерінің характеристикалық түбірлерін тексеру қарапайым дифференциалдық теңдеулерге қарағанда қиынырақ. Сондықтан мұндай жүйелердің орнықтылығын талдаудың әртүрлі әдістері жасалған. Ляпунов-Красовский функционалы көбінесе кешігуі бар жүйелердің орнықтылығын талдау үшін қолданылады. Бұл тәсілде қарапайым дифференциалдық теңдеулердің талдауындағыдай оң анықталған Ляпунов функциясының орнына оң анықталған функционал қарастырылады. Ляпунов-Красовский функционалы – бұл көбінесе қарапайым дифференциалдық теңдеу кезінде қолданылатын Ляпунов функциясының тура әдісін жалпылау болып табылады [37, р. 155-170].

Теорема 2.5.1: Теңдеу (2.5.1)-дің бас нүктесі асимптотикалық орнықты болады, егер V(t, xt ) үздіксіз функционалы табылып, ол оң анықталған және траектория бойындағы толық туындыcы  тепе-теңдік нүктесінің аймағы бойынша теріс анықталған болса. Ляпунов-Красовский функционалының әртүрлі түрлері ұсынылған [38, р. 1667-1693]:








V1, V2 алғашқы екі функционалдары дискретті кешігудің тәуелсіз орнықтылығының кешігуі кезінде қолданылады, ал V3 кешігудің дискретті және таратылған түрлерінің тәуелді орнықтылығының кешігуі жағдайында қолданылады.
Разумихиннің функциясы тәсілі
Кешігуі бар жүйелер үшін орнықтылықтың бұл әдісі функционалдардың орнына функцияларды қарастырады.
Теорема 2.5.2: u (0) = v (0) = 0 және s > 0 үшін оң болатын үздіксіз кемімейтін u(s), v(s), және ω(s) функциялары бар болсын делік. (2.5.1)-дің координат басы біртекті орнықты болады, егер дифференциалданатын оң анықталған V(t, x) функциясы табылып:
R × Rn → R+

                 u (ǁ x ǁ) ≤ V (t, x (t)) ≤ v (ǁ x ǁ)                     (2.6.2)

шарты орындалса және (2.5.1)-дің шешімі бойынша V-ның уақыт туындысы келесі шартты қанағаттандырады


егер    

                                                               (2.5.3)

егер сонымен қатар s >0 үшін ω(s) > 0 болса және s > 0 үшін ρ(s) үздіксіз кемімейтін функциясы табылып,  (2.5.3) шарты келесіге дейін күшейтілсе



егер  

                                                         (2.5.4)

онда (2.5.1)-дің бас нүктесі біртекті асимптотикалық орнықты болады. Егер s→∞ кезінде u(s)→∞ болса, онда ол кең ауқымды біртекті асимптотикалық орнықты болады.


Кешігулердің орнықтылыққа күрделі әсері бар екені белгілі (Колмановский және басқалары, 1999а). Олардың кері әсеріне қарамастан (мысалы, (Олброт 1984) және Датко (1998)), олар орнықтандырушы әсерге ие болуы мүмкін:  белгілі мысалды алсақ, h=0 үшін орнықсыз, бірақ h=1 үшін асимптотикалық орнықты ( жуықтауы сөндіруші әсерді көрсетеді).
Тағы бір ашық мәселе кірістің өзі кешігу болатын процесті басқару болып табылады. Мысалы,


                                                       (2.5.5)

теңдеуі 2.5.1-суретте көрсетілген ұсақтау процесіне сәйкес келеді. Мұнда қайта өңделген зат ағыны ұсақтау диірменінің ішіндегі y шикізат санының g(y) сызықты немесе сызықты емес қатынасы деп болжанады, шығысы- өңделген материалдың ағыны h(y) (толтыру деңгейіне де байланысты) және u айнымалы жылдамдығы бар домалау жолағының жолының жалпы ұзындығы l болады. Шамасы, мұндай теңдеуді басқару ашық мәселе болып қала береді. 
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Сурет 2.5.1– Таспалар, u(t) жылдамдығы

Сонымен қатар, u = h, x кері байланысты орнықтандырушы заңын зерттеу күйге тәуелді кешігуі бар жүйе үшін Ляпунов-Красовский функционалын құруды қажет етеді. Кешігу арқылы осындай басқарудың мысалын қарастырсақ, дөңғалағы бар және толық  қайта өңдейтін араластырғыш цистернаға бастапқы уақыт мезгілінде берілген тұз мөлшері енгізіледі (2.5.2-сурет). Тұздың концентрациясы басқа нүктеде орналасқан өткізгіштік  датчигінің көмегімен өлшенеді. Бұл келесі модельге сәйкес келеді:




мұндаy(t) = z(t − h) – зонд орналасқан жерде өлшенген өткізгіштік, z(t) – бүріккіш нүктесіндегі өткізгіштік;
u(t) – доңғалағының айналу жылдамдығына пропорционал болатын ағын жылдамдығы;
h - сұйықтықтың инжектордан зондқа дейін ағып кетуіне кететін уақыт (онда, h u-ға кері пропорционал болады және қайта масштабтаудан кейін: h(u)=1/u);
T – араластыру уақытының тұрақтысы, ағын жылдамдығына кері пропорционал: T(u)=1/ku.
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Сурет 2.5.2–Толық қайта өңдеуі бар араластырғыш цистерна

Кешігуі бар жүйелерімен байланысты көптеген нәтижелерді қорытындылай келе, кейбір негізгі жолдарды атап өтейік:
1. Робасты орнықтылыққа қатысты айтатын болсақ, негізгі Ляпунов бойынша құралдарды әзірлеуі әлі де жалғасып жатқан алмастыру үлгілерімен бірге пайдалану қажет.
2. Робасты басқару саласындағы нәтижелерді шамамен екі топқа бөлуге болады: Біріншісі кіріс немесе шығыс кешігулері бар жүйелерден, екіншісі күйлердің кешігуінен тұрады.
3. Кейінгі әсері бар көптеген күрделі жүйелер әлі де қосымша зерттеулерді талап етеді: мысалы, күрделі сызықтық емес кешігуі бар жүйелер, сондай-ақ уақыт айнымалы немесе күйге тәуелді кешігулер жағдайлары.

Екінші бөлім бойынша қорытынды
Бұл бөлімде біз алдымен анықталмаған шын мәнінде сызықтық емес жүйелерді басқару мен орнықтылығы түсінігін қарастырамыз және орнықтылық қасиеттерін талқылаймыз. Ең маңызды теоремалар: Ляпунов теоремасы және оның екінші теоремасы (автономдық емес жүйе үшін), Четаев теоремалары қамтылған. Сондай ақ, асимптотикалық және экпоненциалды орнықтылықтар, сызықтандыру әдісін қарастырамыз.Біз сондай-ақ келесі сұраққа жауап береміз: қай жағдайда сызықтандыру әдісі тепе-теңдік нүктесінің орнықтылық қасиеттерін анықтау үшін қолданыла алады? Сызықты емес жүйелердің арнайы класы ретінде уақыт кешігуі бар шын мәнінде сызықтық емес жүйелер мен олардың орнықтылығы талқыланады. Уақыт кешігуі бар шын мәнінде сызықтық емес жүйелерді робасты басқаруды жобалау критерийлері берілген. 







3 ШЫН МӘНІНДЕГІ СЫЗЫҚТЫҚ ЕМЕС ЖҮЙЕЛЕРДІ КҮЙ НЕМЕСЕ ШЫҒЫС КЕРІ БАЙЛАНЫСЫ АРҚЫЛЫ РОБАСТЫ БАСҚАРУ, ІЗГЕ ТҮСІРУ

3.1 Шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді кері байланысы арқылы робасты басқару
Сызықтық емес жүйелерді робасты басқару саласындағы теориялық әзірлемелердің көпшілігі қалыпты күйлер толығымен өлшеуге қол жетімді деген болжамға негізделген, бұл әдеттегі практикалық жағдайда бола бермейді. Сондықтын, біз сызықтық емес жүйелерді робасты басқарудағы кері байланыс мәселесіне назар аудардық. 
Басқару теориясы самолет, космостық корабльдер, корабльдер, поездар және автомобильдер, химиялық және өндірістік процесстер, қозғалтқыштар, генераторлар мен энергожүйелер сияқты электрлік жүйелер, сандық программалық басқаруы бар машиналар мен роботтар сияқты динамикалық жүйелерді қарастырады. 
Әр жағдайда басқару есебінің қойылуы:
1. Шығысы деп аталатын белгілі бір тәуелді айнымалылар бар, оларды бақылау керек, оларды белгіленген ретпен жүргізілуі  керек. Мысалы, жүйенің басқа нүктелерінде бақыланбайтын және белгісіз болғанына қарамастан, процестің әр түрлі нүктелеріндегі температура мен қысымды немесе көлік құралының жағдайы мен жылдамдығын немесе жүйе қуатындағы кернеу мен жиілікті белгілеу қажет болуы мүмкін. 
2. Кіріс деп аталатын бірнеше тәуелсіз айнымалылар, мысалы, қозғалтқыш терминалдарына немесе клапанның күйіне қолданылатын кернеу, жүйенің жұмысын реттеуге және басқаруға мүмкіндік береді. Жүйеде динамикалық өлшем ретінде позиция, жылдамдық немесе температура сияқты басқа тәуелді айнымалылар қол жетімді.
3. Жүйеге белгісіз және болжанбайтын бұзушылықтар әсер етеді. Бұл, мысалы, қуат жүйесіндегі жүктеменің ауытқуы, көлік құралына соққан желдің әсеріне байланысты ауытқулар, кондиционер қондырғысына әсер ететін сыртқы ауа-райы жағдайлары немесе жолаушылар кіріп-шыққан кезде лифт қозғалтқышындағы жүктеме моментінің ауытқуы сияқты болуы мүмкін.
4. Объекттің динамикасын сипаттайтын теңдеулер және осы теңдеулердегі параметрлер мүлдем белгісіз немесе ең жақсы жағдайда дәл емес түрде белгілі. Бұл белгісіздік процесті реттейтін физикалық заңдар мен теңдеулер белгілі болған жағдайда да пайда болуы мүмкін, мысалы, өйткені бұл теңдеулер жұмыс нүктесі аясында сызықтық емес жүйені сызықтандыру әдісі арқылы алынған. Жүйенің параметрлері де жұмыс нүктесінің өзгеруіне байланысты өзгереді.
Бұл тұжырымдар 3.1.1-суретте көрсетілген басқарылатын объектінің немесе жүйенің жалпы көрінісін болжайды.
3.1.1-суретте көрсетілген кірістер немесе шығыстар сигналдар векторын нақты көрсете алады. Мұндай жағдайларда объект сигналдар скаляр болған жағдайдан айырмашылығы көп параметрлі объект деп аталады, ал скаляр болған  жағдайда объект скаляр немесе бір вариантты объект деп аталады.
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Сурет 3.1.1–Басқарылатын объектінің немесе жүйенің жалпы көрінісі

Басқару кері байланыс арқылы жүзеге асырылады, яғни қондырғыға түзетуді басқару кірісі қолда бар өлшемдермен басқарылатын құрылғы арқылы жасалады. Сонымен, басқарылатын жүйені келесі 3.1.2-суретте  көрсетілген кері байланыс жүйесі немесе тұйықталған жүйемен ұсынуға болады. 
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Сурет 3.1.2–Кері байланыс жүйесі немесе тұйықталған жүйе

Жобалау мәселесі басқарылатын шығыстар келесідей болатын контроллердің сипаттамаларын анықтау болып табылады:
1. Дәл ізіне түсіруге немесе тұрақты немесе уақыт бойынша айнымалы болатын тірек сигналдары деп аталатын соған жақын белгіленген мәндерге үшін жасалған.
2. Тірек сигналдар мәндері белгісіз ауытқушылықтарға  қарамастан сақталады.
3. 1 және 2 шарттары қондырғының динамикалық сипаттамаларының өзгеруіне және анықталмағандығына қарамастан орындалады. 
Бірінші шарт ізге түсіру, екіншісі ауытқуларды басу, үшіншісі жүйенің робастылығы деп аталады. 1, 2 және 3 бір уақытта орындалуы ауытқуларды басу және робасты ізге түсіру деп аталады, ал осы шарттарға қолжеткізу үшін жасалған басқару жүйелері робасты басқару деп аталады.
Күй кері байланысты орнықтандырудың қарқынды дамуынана қарағанда оның шығыс кері байланысы бойынша ілгерілеу әлдеқайда баяу болды. Мұның бірнеше себебі бар. Біріншіден, бақылаушыларды жобалаудың қолданыстағы әдістерінің көпшілігі шын мәнінде сызықтық болып табылады (мысалы, Луенбергерге ұқсас бақылаушылар немесе жоғары бақылаушылар), және тек бақыланатын және басқарылатын сызықтандыруы бар үшбұрышты сызықтық емес сияқты сызықтық емес жүйелердің шектеулі класы үшін қол жетімді. Екіншіден, сызықтық емес бақылаушы бар болса да, оны шығыс кері байланысты жобасына тікелей қолдануға болмайды, өйткені бөлу деп аталатын қағида көбінесе сызықтық емес жағдайда болмайды. 
Басқарудың көптеген мәселелерінде кері байланыс арқылы орнықтылықты басқарулар мен күйлерге қойылатын шектеулерді қанағаттандырған кездегі өнімділік критерийі өте аз болатындай етіп жобалаған дұрыс. Ең дұрысы, өнімділікті тиімді ету кезіндегі шектеулерді қанағаттандыратын кері байланыс заңының тұйықталған шешімін іздеу керек. 
Сызықтық емес жүйелердің келесі түрдегі класын қарастырайық:  


                                                             (3.1.1)






мұнда - жүйенің күйі, yR –жүйенің шығысы және - жүйенің кірісі,  тақ бүтін сандар.   –үздіксіз функциялар.   белгілі басқару коэффициенттері.
Шығыс кері байланысы арқылы р-normal түріндегі сызықтық емес жүйелердің кең ауқымды орнықтандыруы кез-келген қолданыстағы жобалау әдісімен шешілмейтін сызықтық емес жүйелер класын қамтитындығын, және сондықтан зерттеуге тұрарлық екенін көрсетті. 
Робасты басқару әдістері маңыздылығына келетін болсақ, робасты басқару тәсілдері сызықтық емес жүйелерде кездесетін белгісіздіктер мен ауытқуларды реттеу үшін қажет. Бұл әдістер әртүрлі жұмыс жағдайларында, параметрлері белгісіз және сыртқы кедергілер болғанда орнықтылық пен қанағаттанарлық өнімділікті қамтамасыз етуге бағытталған.
Күй немесе шығыс кері байланысы арқылы шын мәнінде сызықтық емес жүйелер үшін робасты басқару жүйелерін жобалау қолданбаның нақты талаптары мен шектеулерін ескеруі керек. Мысалы, аэроғарыш, робототехника, химиялық процестерді басқару және энергетикалық жүйелер сияқты салаларда басқару стратегиялары мен іске асыру қырын таңдауға әсер ететін бірегей сипаттамалары болуы мүмкін. Сондықтан, күй немесе шығыс кері байланысы арқылы шын мәнінде сызықтық емес жүйелерді робасты басқарудың мәселелері сызықтық емес жүйелерді басқарудағы қиындықтарға, әдістерге және жетістіктерге баса назар аударады. Шын мәнінде сызықтық емес жүйелерде робастылыққа, орнықтылыққа және қажетті өнімділікке қол жеткізу үшін жүйенің және қолдану аймағының нақты қасиеттерін ескере отырып, сәйкес басқару әдістерін мұқият таңдауды және қолдануды талап етеді.

3.2 Күй кері байланысы арқылы кешігу параметрі айнымалы болатын сызықтық емес жүйелерді ізге түсіру
Шын мәніндегі сызықтық емес жүйелер үшін ізге түсіру - сызықтық емес басқару саласындағы ең маңызды мәселелердің бірі болып табылады. Оның өзекті  мәселелерін шешу жолында ғалымдар соңғы онжылдықта біршама күш-жігер жұмсады. Соған қарамастан, зерттеушілердің еңбектеріндегі біршама нәтижелер уақыт кешігу әсерінен туындайтын жағдайларды қарастырмайды. Жүйеде кешігу параметрінің қатысуы жүйенің жұмысына едәуір әсер етеді және тұрақсыздыққа, тербеліске және т.б. жағдайларға алып келеді. Сондықтан, кешігу параметрі бар сызықтық емес жүйелерді ізге түсіру мәселелерін зерттеу өзекті болып табылады. 
Сызықтық емес жүйелерді шығыс кері байланысы арқылы орнықтандыруыназар аудартатын және біршама қиындықтар тудыратын мәселе болып табылады. Бірізділік сипаттамаларының болмауына байланысты сызықтық емес жүйелерді басқару мен ізге түсіруде әдеттегі шығыс кері байланыс арқылы жобалау әдісі қолданылмайды [106]. Сызықтық жүйелерді шығыс кері байланысы арқылы орнықтандыру, ізге түсіру бойынша керемет жетістіктер [107-109] еңбектерде баяндалған,  ал сызықтық емес жүйелерге арналған контроллерді талдау мен жобалау бойынша зерттеулердің соңғы жылдардағы нәтижелері [110-112] жұмыстарындакелтіріледі. Кері байланыс арқылы шекті уақытта кең ауқымды орнықтандыру мәселесісызықтық емесжүйелер класы үшін [113, 114] жұмыстарында зерттелген. Сонымен қатар, [115, 116]-да шығыс кері байланыс арқылы сызықтық емес жүйелерді кең ауқымды орнықтандыруды қамтамасыз ету үшін қос-бақылаушыныәзірлеу әдісі қарастырылған және [117-120] еңбектерінде сызықтық емес кері байланысты басқару мәселелері саласындағы көптеген зерттеу нәтижелері берілген. Біртекті контроллерді жобaлау әдісі [121, 122] еңбектерде қарастырылған. Асимптотикалық орнықтылықты зерттеу және кешіктірілген жүйелердің сапалық талдауы сәйкесінше [123, 124] жүргізілді.
Уақыттың кешігуі әртүрлі практикалық басқару жүйелерінде жиі орын алады, мысалы, байланыс жүйелері, инженерлік жүйелер, технологиялық процестерді басқару, жоғары жылдамдықты желілер және т.б. Кешігу орнықсыздық пен тербеліс реакциясынан туындайтынын ескере отырып, кешігуді қамтитын басқару жүйелерінің жобалауы мен орнықтылығын талдау теориялық және практикалық тұрғыдан маңызды. [125-127] жұмыстар уақыт бойыншакешігуі бар жүйелерді  басқару әдістерін дамытуға көп көңіл бөледі, ал [128, 129] жұмыстар осы саладағы елеулі прогреске шолу жасайды.Өкінішке орай, бөлу принципі сызықтық емес басқаруды әзірлеуде пайдаланылмайтындықтан, кешігуі бар сызықтық емес жүйелер үшін көптеген маңызды және қызықты басқару мәселелері [130] шешілмегендігі көрсетілген.
Кешігуі бар жүйелерінің орнықтылық критерийлерін екі санатқа бөлуге болады: кешігугe тәуелсіз және кешігугe тәуелді. Кешігугe тәуелсіз критерий кіші-өлшемді кешігу жүйелері үшін консервативті нәтижелерге әкелуі мүмкін екенін ескере отырып, кешігугe тәуелді критерийге көбірек көңіл аударылды.
Бұл бөлімде біз келесі (3.2.1) жүйесімен сипатталғaн уақыт кешігу параметрі aйнымалы болатын жоғары ретті сызықтық емес жүйелердің класы үшін кең ауқымды прaктикалық ізге түсіру мәселесін зерттейміз
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мұнда  және жүйенің күйі, басқару кірісі және шығыс.  уақыт айнымалы кешігулері және  мен  тұрақтылары үшін  шартын қанaғаттандырады. Жүйенің бастапқы шарты , және бастапқы берілген үздіксіз функция.  үздіксіз функция болатын сызықтық емес ауытқуларды білдіреді және p және q тақ бүтін сандар, . 
Жоғарғы ретті шын мәнінде сызықтық емес жүйелерді шығыс практикалық ізге түсіру

Мақсатымыз - (3.2.1) жүйесінің шығысы  тірек сигналын практикaлық ізге түсіретін сәйкес контроллерді құру. Яғни, алдын ала берілген кез келген ε>0 үшін төмендегі түрдегі күй кері байланысты контроллерін жобалау:

                                  					(3.2.2)

және барлық алғашқы мәндер үшін:
1. (3.2.2) күй контроллері аясында (3.2.1) тұйықталған жүйесінің барлық траекториялары [0,+∞) аралығында жақсы aнықталған және кең aуқымды шектелген.

2.  шекті уақыт табылып, келесі теңсіздік орындалады:



                                                                 	(3.2.3)

Біз келесі үш болжам аясында уақыт кешігу пaраметрі айнымалы болатын жоғарғы ретті (3.2.1) сызықтық емес жүйелер үшін  шығыс  практикалық ізге түсіру мәселесі күй кері байланыс арқылы шешілетінін көрсетеміз.

Болжам 3.2.1. С1,С2 және  тұрақтылары бар болып, төмендегі шарт орындалады







            (3.2.4)

мұнда
r1=1,   ri+1pi=ri+τ>0,    i=1,…,n                                     (3.2.5)

және pn=1.

Болжам 3.2.2. di(t) уақыт кешігулері дифференциалданады және di мен ϑi, i=1,…,n тұрақтылары үшін 0≤di(t)≤di,  шарттарын қанағаттандырады.


Болжам 3.2.3. yr(t) тірек сигналы болып табылады және оның туындысы шектелген, яғни  және  орындалатындай D>0 тұрақтысы бар.
Негізгі мақсатымыз 3.2.1-3.2.3 болжамдары бойынша уақыт кешігу параметрі aйнымалы болатын (3.2.1) сызықтық емес жүйеcінің практикалық шығыс ізге түсіру мәселесін кешігуге тәуелсіз күй кері байланысы арқылы шешу. Мақсатқа жету үшін келесі координаталық түрлендіруді енгіземіз.




             i=2,…,n,		(3.2.6)
 

мұнда L≥1 тұрақтысы күшейткіш коэффициенті болып табылады және ол кейінірек анықталады және i=2,…,n. Алмастыруды пайдалана отырып (3.2.1) жүйені жаңа zi(t) координатасында өрнектейміз:



i=1,…, n-1,



(3.2.7)



Болжам 3.2.1-ді және L≥1 пайдалана отырып, келесі теңсіздіктерді аламыз
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Болжам 3.2.3 арқылы С1, С2, D, τ, ki және L тұрақтыларына тәуелді Сі,i=1,2 тұрақтысы табылып, жоғарыдағы теңсіздіктерді келесі түрге келтіреміз:





(3.2.8)

i=2,…,n


мұнда    
және ѵi:=min{(kj(ri+τ)/rj-ki), 2≤j≤і, 1≤i≤n}>0, яғни 0<ѵі<1 тұрақтылары. Мұны анықтама бойынша rj:= τ kj+/(p1….pj-1) көруге болатындықтан 




j=2,…,i,     i=1,…,n.

Ары қарай, номиналды (3.2.7) сызықтық емес жүйесі үшін күй кері байланысты контроллерін құрамыз, яғни


                                  (3.2.9)

Біз берілген тәсіл арқылы (3.2.9) жүйесі үшін келесі болжамда сипаттауға болатын күй кері байланысты контроллерін құра аламыз.
Тұжырым 3.2.1. (3.2.9) жүйесі үшін, келесі түрдегі күй кері байланысты контроллері бар болсын делік

                                                              (3.2.10)
және оң анықталған, С1 және рaдиалды шектелмеген Ляпунoв функциясы:


                                                                  (3.2.11)


                                                                                          (3.2.12)


мұндажәне i=1,…,n оң тұрақты шамалар болып табылады. Онда (3.2.9) және (3.2.10) тұйықталған жүйесі кең ауқымды aсимптотикалық орнықты болады.
Әрі қарай, (3.2.1) жүйесіне арналған кең ауқымды ізге түсіру контроллерін жобалау үшін біртекті үстемдік тәсілін қолданамыз және оны осы бөлімнің келесі негізгі теоремасында сипаттаймыз.
Теорема 3.2.1 (3.2.1)-(3.2.3) болжамдар аясында кешігуі параметрі айнымaлы болатын жоғарғы ретті сызықтық емес (3.2.1) жүйесі үшін кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесін (3.2.7) және (3.2.10) теңдеулерімен берілген келеcі түрдегі күй кері байланысты контроллері арқылы шешуге болады.




Дәлелі. (3.2.10) бойынша u координат басында тепе-теңдікті сақтайтынын дәлелдеу қиын емес. ri және σ анықтамалары арқылыz бойынша үздіксіз функция екенін және z=0 үшін u=0 болатынын оңай көреміз. Бұл 3.2.1болжамымен бірге z жүйесінің шешімдері [0, tM] уақыт аралығында анықталғанын білдіреді, мұндағы tM> 0 шекті тұрақты немеcе +∞ болуы мүмкін және u координат баcында тепе-теңдікті сақтайды.
Бұдан әрі келесі белгілеулерді анықтаймыз

                                       

                                                                   (3.2.13)

Онда (3.2.7)-(3.2.10) тұйықталған жүйесін (3.2.6) және (3.2.13) белгілеулері сияқты ықшам түрде жазуға болады


                                               				(3.2.14)

Δ=(r1,…, rn) кеңейтулерді енгізе отырып, Vn Δ-ға қатысты 2σ-τ дәрежесі бойынша біртекті екенін дәлелдеу қиын емес.


                                    (3.2.15)
мұнда m1>0 тұрақты.
(3.2.8), болжам 3.2.1 және L>1 бойынша δi>0 және 0<γi≤1 тұрақтыларын табуға болады. Онда




                                                        (3.2.16)
	

                                                                           (3.2.17)

Демек,


              (3.2.18)

(3.2.18)-ді (3.2.15)-ке апарып қойсақ 




                               (3.2.19)


           ,             (3.2.20)




						(3.2.21)

Енді келесі түрде Ляпунов–Крассовский функционалын құрастырамыз:


          


       		(3.2.22)

мұнда λ –кейінірек анықталатын оң параметр. Vn(z(t)) оң анықталған, C1, радиалды шектелмеген болғандықтан, мұнда K∞ класының екі ᾰ1 және ᾰ2 функциялары бар


                             (3.2.23)

Біртектілік теориясына сәйкес, η1 және η2 оң тұрақтылары табылады,


     		               (3.2.24)

мұнда W(z(t)) - біртекті дәрежесі 2σ болатын оң анықталатын функция. Сондықтан келесі теңсіздік сақталады


                                                                       (3.2.25)

мұндаᾱ1 және ᾱ2K∞ класының функциялары.

0≤di(t)≤ di және  көмегімен төмендегіні аламыз





                                                     (3.2.26)




мұнда ᾶ2 және ᾰ2 K∞ класының функциялары, және ῆi оң тұрақтылар, себебіжәне.
a2=ᾰ2+ᾶ2 анықтай отырып, (22), (23) және (24) формулалардан келесіні аламыз 


                                                            (3.2.27)
Бұдан (3.2.21) және (3.2.22)-ден шығады


                                                                                                                                                                                            (3.2.28)



Сондықтан жеткілікті үлкен L-ді ретінде таңдаймыз және , мұндағы. Онда (3.2.28) теңсіздік келесі түрге келеді


            					(3.2.29)


          	                       	(3.2.30)


         .              			(3.2.31)


  (3.2.32)

Онда   


                                 	                     	(3.2.33)

немесе

                       (3.2.34)


мұнда 
Демек, (3.2.22) мен (3.2.33)-тен келесі шығады




                                                     	                             (3.2.35)

                                    		  	          		(3.2.36)

Екі жағын интегралдасақ

                                       	(3.2.37)
Демек, барлық t> T үшін T>0 табылады және

                              		  (3.2.38)




Оcылайша, кез келген ɛ>0 үшін жеткіліктi үлкен L табылады, Бұл біздің негізгі теоремамыздың дәлелін аяқтайды.
Ары қарай 3.2.1 теоремасының тиімділігін көрсету үшін сандық мысалды қарастырамыз.
Мысал. Келесі анықталмаған сызықтық емес жүйені қарастырайық:




					(3.2.39)






мұнда p1=7/3, p2=5/3, p3=1 және d(t)=sin(t)/5 уақыт кешігу параметрлерін білдіреді. Біздің мақсатымыз (3.2.39) жүйесінің шығысы қажетті yr тірек сигналын ізге түсіретін және (3.2.39) жүйесінің барлық күйлері кең ауқымды шектелген болатын күй кері байланысты практикалық шығыс ізге түсіру контроллерін жобалау. Жүйенің (3.2.1) түрінде болатыны анық. Айта кету керек, (3.2.39) жүйесі қарапайым болса да, бар нәтижелердегі ұсынылған жобалау әдістерін қолдана отырып, кең ауқымды практикалық ізге түcіру мәселесін шешу мүмкін емес, себебі уақыт бойынша кешігу мүшеcінің болуына байланыcты. τ=2/3 және r1=1 таңдасақ, онда r2=r3=3/5 және r4=1. 
Әрі қарай,  yr=cos(t/3)+sin(t) тірек сигналын таңдаймыз. 
Онда,
  

                         (3.2.40)





			(3.2.41)
және 

                                   		             (3.2.42)



(3.2.1)-(3.2.3) болжамдарының жәнебойынша орындалатыны айқын. Жоғарыдағы жобaлау әрекеттеріне сәйкес (3.2.1) теоремасы бойынша, бірнеше есептеулерден кейін, төмендегі күй кері байланысты ізге түсіру контроллерiн аламыз

u(t)=-2L13/7(x3(t)/L6/7)+2(x2(t)/L3/7-yr(t)))7/5				(3.2.43)

Модельдеудің бастапқы мәндерін
             z1(θ)=3, z2(θ)=-5, z3(θ)=-2; θϵ[-1/5,0] ретінде аламыз, мұндағы d(t)= sin(t)/5 және тірек сигналы yr=cos(t/3)+sin t. Содан кейін келесі (I) және (II) аламыз:

I. L күшейткіш коэффициентін L=50 ретінде таңдағанда, алынған бақылау қателігі шамамен 0,2 құрайды, 3.2.1-суретте көрсетілген.
II. L күшейткіш коэффициентін L=300 ретінде таңдағанда, алынған бақылау қателігі шамамен 0,075 құрайды, 3.2.2-суретте көрсетілген.
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а

[image: ]
ә

Сурет 3.2.1 – (а) L = 50 үшін y(t)- yr(t) ізге түсіру қателігі;
                 (b) L = 50 үшін x1(t), yr(t) траекториялары
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Сурет 3.2.2 – (а) L = 300 үшін y(t)- yr(t) ізге түсіру қателігі; 
                  (b) L = 300 үшін x1(t), yr(t) траекториялары
Сонымен, біз алдымен кешігу параметрі айнымалы болатын жоғарғы ретті сызықтық емес жүйелер класы үшін кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесін шешу үшін өсу шарттарын босаңсытып, реттелетін күшейткіш коэффициенті бар күй кері байланысты  контроллерін әзірледік. Содан кейін біртекті үстемдік тәсілін қолданып, айнымалы уақыт кешiгу параметрі бар сызықтық емес жүйені ізге түсіру процесін жүзеге асырдық. Нәтижесінде күшейткіш коэффициентін арттыру арқылы біз реттеу қателігін 0,075 деңгейіне дейін төмендеттік. Ляпунов-Красовский функционалын пайдалана отырып, біз күшейтіш коэффициентінің сызықтық еместіктерге үстемдігі арқылы ізге түсіруді іске асырдық және ізге түсіру қателігі мейліншe азайғанын әрі тұйық жүйенің барлық күйлері шектелген болатынын сандық және сапалық тұрғыдан дәлелдедік.

3.3 Шығыс кері байланысы арқылы уақыт айнымалы кешігуі бар анықталмаған шын мәніндегі сызықтық емес жүйелерді кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіру 
Сызықтық емес жүйелердің шығыс ізге түсіру мәселесіне соңғы онжылдықтарда үлкен назар аударылды және бірқатар зерттеу нәтижелеріне қол жеткізілді [131-139] және ондағы сілтемелер. Сызықтық емес бақылаушыны жобалауға ортақ және тиімді тәсілдің болмауына байланысты, анықталмаған шын мәнінде сызықтық емес жүйелер үшін шығыс кері байланысты ізге түсіру күй кері байланыс жағдайымен салыстырғанда өте күрделі және қиын. Сондықтан бұл мәселе бойынша шығыс кері байланысты басқаруды жобалау теориясы салыстырмалы түрде баяу дамыды. [140-142] және [143,144] мақалаларда шын мәнінде сызықты емес жүйелер үшін шығыс кері байланысты ізге түсіру мәселесін шешу үшін біршама нәтижелер туралы жарияланды, біртекті үстемдік әдісінің көмегімен шешу [145] ұсынылды. Жақында мәселе стохастикалық сызықтық емес жүйелерге және жоғарғы ретті коммутацияланған сызықтық емес жүйелерге кеңейтілді [146,147] және ондағы сілтемелер.
Әртүрлі инженерлік және физикалық жүйелерде және т.б. уақыт кешігулері жиі кездеседі. Осыған қарамастан, жоғарыда келтірілген әдебиеттер уақыт кешігулерінің әсерін қарастырмайды. Барлығы білетіндей, уақыт кешігу құбылысы жүйенің өнімділігін төмендетеді және тіпті жүйенің орнықтылығына немесе басқа өнімділікке кері әсерін тигізеді. Сондықтан уақыт кешігу сызықтық емес жүйелердің орнықтылығын немесе шығыс түсіру мәселелерін зерттеу өте маңызды.
Соңғы жылдары орнықтандыру мәселелері бойынша бірнеше жұмыстар болды, бірақ оларда осы зерттеуде қарастырылған жүйеге ұқсас бірнеше сілтемелер ғана берілген, [148-157] сияқты. Орнықтандыру мәселесімен салыстырғанда шығыс ізге түсіруді басқару уақытының кешігуі мәселесі бойынша зерттеулердің нәтижелері көп емес. Соңғы уақытта шығыс кері байланыс арқылы шығыс ізге түсіру мәселелері бойынша бірнеше қызықты зерттеу нәтижелері бар [158,159]. Алайда, бұл жұмыстарда (3.3.1) жүйенің ішінара сызықтандыру жағдайы ғана зерттелді. [160,161] жұмыстар күй кері байланысты басқаруды қолдану арқылы мәселені зерттеп, шешті.Жақында уақыт кешігуі тұрақты болатын шығыс кері байланысты басқару мәселесінің зерттеу нәтижесі жарияланды[162]. Шындығында, осы жұмыстағы нәтижелерді анықталмаған уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық емес (3.3.1) жүйеге кеңейтуге бола ма? Бұл мәселе біздің зерттеуімізге түрткі болды.
Бұл бөлімде біз анықталмаған шын мәнінде уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық емес жүйелер класы үшін шығыс кері байланысы арқылы кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіру мәселесін қарастырамыз. Сәйкес Ляпунов-Красовский функционалы және төмендетілген-ретті бақылаушының көмегімен, біртекті үстемдік тәсілі мен қуатты интеграторды қосу әдісі арқылы, тұйықталған жүйенің барлық күйлерінің шектеулі болуын қамтамасыз ететін және бір уақытта ізге түсіру қателігін мейлінше азайтатын шығыс кері байланысты контроллері әзірленеді.
Бұл бөлімнің негізгі үлестерін екі жақты бөліп көрсетуге болады: 
I. Бұл бөлімде анықталмаған сызықтық емес мүшелер және уақыт айнымалы кешігулер пайда болғандықтан, бар нәтижелердегі [162, p. 675-1-675-4; 163,164] бақылаушылар және Ляпунов-Красовский функционалдары (3.3.1) жүйеге қолданылмайды. Сондықтан, сәйкес Ляпунов-Красовский функционалын таңдап, қолжетімді бақылаушыны құру оңай жұмыс емес. Біз жаңа cәйкес Ляпунов-Красовский функционалын енгіземіз және біртекті үстемдік тәсілін қолдана отырып, φi сызықтық емес мүшелері нақты анық болмағандықтан туындаған талдау мен жобалаудағы бірқатар қиындықтарды жеңеміз. Сонымен қатар, уақыт айнымалы кешігулерге байланысты көптеген күрделі сызықтық емес мүшелер сөзсіз туындайды.
II. Рекурсивті жобалау тәсілін қолдану арқылы қарастырылатын жүйе үшін бақылаушыға негізделген шығыс кері байланысты контроллері ұсынылады және сәйкес тұйықталған жүйенің шығыс ізге түсіруіне кепілдік беріледі. Сонымен қатар, осыған дейінгі нәтижелерді [162, р. 675-5-675-13] уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық емес жүйелерге дейін кеңейтеміз.
Келесі түрдегі анықталмаған шын мәнінде уақыт айнымалы кешігуі бар сызықтық емес жүйелерді қарастырайық





			(3.3.1)


		









мұнда u(t)ϵR және y(t)ϵR жүйенің күйлері, басқару кірісі және шығысы, сәйкесінше.   уақыт айнымалы кешігулері di тұрақтылары үшін шартын қанағаттандырады, жүйенің бастапқы шарттары ,  белгісіз үздіксіз функциялар және  белгісіз тұрақтылар. Ол (3.3.1) жүйедегі жалғыз өлшенетін сигнал y шығысы болады деп болжанады. 
Анықтамалар мен леммалар




Анықтама (3.3.1)([162, p. 675-2]).  нақты сандары үшін және белгіленген координаттары ,  
· 




кеңеймесіарқылы анықталған, барлық  координатаның салмақтары деп аталады. Жинақылық үшін  ретінде анықтаймыз;
· 

функциясы m дәрежесі бойынша біртекті деп аталады, егер нақты саны табылып, 




;
· 


 векторлық өрісі m дәрежесі бойынша біртекті деп аталады, егер  үшін  табылып, 


;
· 





біртекті p-норм  ретінде анықталады,  тұрақтысы үшін   Ықшамдылық үшін, таңдаймыз және үшін жазамыз.









Лемма 3.3.1[162, p. 675-3]. кеңейту салмағы берілген, және  сәйкесінше жәнедәрежелері бойынша біртекті болсын делік. Онда,  осы кеңейту салмағына қатысты  әлі де біртекті функция болып табылады. Сонымен қатар,   функциясының  біртекті дәрежесі 


Лемма 3.3.2[165]. функциясы кеңейту салмағына қатыстыm дәрежесі бойынша біртекті функция болсын делік.  Онда келесілер орындалады:




(I)  функцияcы дәрежеcі бойынша біртекті, болса -дің біртекті салмағы болады.




(II)  тұрақтысы табылып,  орындалады. Сонымен қатар, егер V(x) оң анықталған болса, онда тұрақтысы  үшін  орындалады.



Лемма (3.3.3)[166]. және  үшін келесі шарттар орындалады



		


Егер  тақ бүтін сан болса, келесі шарттар орындалады






			



Лемма 3.3.4[167].  және  нақты саны үшін келесі шарттар орындалады

			





мұнда үшін және үшін
Лемма 3.3.5[168].x,y нақты айнымалылар болсын делік. Онда a,b,m және n кез келген оң нақты сандары үшін  келесі шарт орындалады


		

Мәселенің қойылуы және негізгі нәтижелер
Бұл бөлімнің мақсаты (3.3.1) жүйе үшін бақылаушыға негізделген шығыс кері байланысты контроллері арқылы кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіру мәселесін шешу болып табылады. Арнайы сипаттама төмендегідей тұжырымдалады.
Шығыс кері байланысы арқылы кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесі: Кез келген берілген төзімділік ε>0 үшін келесі түрдегі шығыс кері байланыс контроллерін жобалаcақ:



           		                       	(3.3.2)

       



онда (3.3.1) және (3.3.2) тұйықталған жүйенің барлық күйлері жақсы анықталған және [0,∞) аралығында кең ауқымды шектелген және кез келген бастапқы шарты үшін  табылып, (3.3.1) және (3.3.2) жүйенің ізге түсіру қатесі келесі шартты қанағаттандырады




                                  (3.3.3)

Мақсатқа жету үшін келесі болжамдар қажет.

Болжам 3.3.1. Кез келген  үшін  және  оң тұрақтылары табылып, келесі шарт орындалады






Болжам 3.3.2. және  тұрақтылары бар болып, келесі шарт орындалады 




(3.3.4)

мұнда 


                                           		             (3.3.5)

және 



Болжам 3.3.3. уақыт кешігулері дифференциалданады және мен тұрақтылары үшін келесі шартты қанағаттандырады 


				


Болжам 3.3.4. тірек сигналы үздіксіз дифференциалданады. Оның үстіне M>0 тұрақтысы табылып, келесі шарт орындалады









Ескерту1. Әдебиеттерде [133, p.985-988; 140, p.185-188; 141,p. 306-310; 142, p.2080-2084] басқару коэффициенттерінің барлығы бірге тең болғанымен, (3.3.1) жүйенің шығыс кері байланысты басқару жобасы күрделірек. 3.3.1 Болжам осы бақылау коэффициенттерін босаңсытады. [132, p.1738;133, p.985;140, p.185-188] және [142, p.2081-2083]-мен салыстырғанда, 3.3.2 Болжам жеңілірек шарт болып табылады;  болған кезде ол ізге түсіру мәселесін шешуде маңызды рөл атқаратын [133, p.986; 135, p.1344; 140, p.186; 141, p. 307; 142, p. 2081]-дегі Болжамдарға айналады. Уақыт кешігулері тұрақты және  болғанда 3.3.2 Болжам [158, p.2]-дегі болжамдарға айналады және  және болғанда, ол [160, p.945; 162, p. 675-2]-тегі бар нәтижелердегі болжамды азайтады. Дегенмен,  болғанда, шығыс кері байланыс арқылы (3.3.1) жүйені кең ауқымды шығыс ізге түсіру салыстырмалы түрде жаңа мәселе болып табылады, өйткені жүйе күйлеріне кіретін уақыт айнымалы кешігу басқару құрылымын қиындатады, себебі уақыт айнымалы кешігу әсерінің болуы жоғары ретті жүйенің сызықтық еместігі туралы  жалпы болжамды мүмкін емес етеді және сызықтық еместікке қандай шарттар қойылуы керектігі жауапсыз қалады. Болжам 3.3.4 тірек сигналдың шартын білдіреді, оны қазірдің өзінде сызықтық емес жүйелерді ізге түсіру мәселесін шешудің стандартты шарты деп атауға болады [133, p.985-987;135, p.1348; 140, p.185-186; 142, p. 2081; 158, p.2;161, p. 1711676; 164, p. 610].
3.3.1-3.3.4 болжамдарға сәйкес, бұл бөлімнің негізгі мақсаты анықталмаған уақыт айнымалы кешігулері бар сызықты емес (3.3.1) жүйелер үшін практикалық шығыс ізге түсіру мәселесін шешу үшін шығыс кері байланысты басқаруды жобалау болып табылады.
Осы мақсатқа жету үшін біз келесі алмастыруды жасаймыз


                           			         (3.3.6)


мұнда  Жаңа (3.3.6) координаттарды пайдаланып (3.3.1) жүйені келесідей қайта жазуға болады






                    	           (3.3.7)
мұнда






және 

3.3.1 болжамды пайдалана отырып, 3.3.2 болжамның да  үшін де дұрыс болатынын оңай дәлелдеуге болады


       (3.3.8)

мұнда жаңа өсу қарқындары болып табылады. 
Ары қарай, алдымен келесі жүйе үшін шығыс кері байланысты орнықтандырғышын жобалаймыз


                                           			               (3.3.9)

Біз [135, p.1345-1347]-дегідей әдісті қолдана отырып, (3.3.9) жүйе үшін факт 1 сипатталғандай күй кері байланысты орнықтандырғышын құра аламыз.
Факт 1.(3.3.9) жүйесі үшін (3.3.10) түріндегі күй кері байланысты орнықтандырғышы бар болсын делік 


                                        (3.3.10)

және оң анықталған және сәйкес Ляпунов функциясы


                              		          	        (3.3.11)


	                      			(3.3.12)

мұнда 




, , ,. 

және  оң тұрақтылар. Онда (3.3.9)-(3.3.10) тұйықталған жүйесі кең ауқымды ассимптотикалық орнықты болады.



 күйлері өлшенбейтін болса, онда (3.3.9)-да -ді -мен анықтық эквиваленттік принципі бойынша алмастыруға болады және [135, p.1344-1348]-мен ұқсас тәсілді қолдану арқылы, сонымен қатар (3.3.9) жүйе үшін Факт 2-де сипатталғандай шығыс кері байланысты орнықтандырғышын құруға болады.
Факт 2.(3.3.9) түрдегі жүйе үшін бақылаушыға негізделген шығыс кері байланысты орнықтандырғышы бар болсын делік	


                                   (3.3.13)


       (3.3.14)
оң анықталған, үздіксіз дифференциалданатын және сәйкес Ляпунов функциясымен, 

         ,                                        (3.3.15)


,  



орындалып

                                             (3.3.16)

мұнда 


, , 



, ,



және  ,  , оң тұрақтылар. Онда (3.3.9), (3.3.13)-(3.3.14) тұйықталған жүйесі кең ауқымды ассимптотикалық орнықты болады.


1-2 фактілерінің дәлелдері [135, p.1348-1350] сияқты кейбір модификацияларымен және , ,  параметрлерімен (3.3.13)  бақылаушы үшін [135,p.1345]-де ұсынылған әдістеме бойынша таңдауға болады. Сондықтан бұл жерде ол алынып тасталды.
Q-дың құрылымынан оның оң анықталған және сәйкес екенін тексеру қиын емес екенін ескерсек

                                          (3.3.17)

(3.3.9), (3.3.13)-(3.3.14) тұйықталған жүйесін төмендегідей етіп қайта жазуға болады 


                            (3.3.18)


мұнда .
Сонымен қатар, келесі кеңейту салмағын енгіземіз 


                                          		          	(3.3.19)



Анықтама 3.3.1 бойынша, F(H)τ біртекті дәрежелі екендігін тексеруге болады және (3.3.18) жүйесі Факт 2 бойынша кең ауқымды асимптоталық орнықты болғандықтан,  ∆ кеңею салмағы үшін  біртекті дәрежелі  Ляпунов функциясы табылады  және келесі шартты қанағаттандырады


                                (3.3.20)


мұндағы c1>0 тұрақты және . Сонымен қатар, c2>0 тұрақтысы табылып, келесі шарт орындалады


                    𝑖 = 1, …,𝑛   үшін.         (3.3.21)

Әрі қарай, кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіру мәселесін шешу үшін шығыс кері байланысты контроллері құрастырылады.
Теорема 3.3.1. 3.3.1-3.3.4 болжамдарға сәйкес (3.3.7) жүйе үшін кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіру мәселесі (3.3.13)-(3.3.14) түрдегі шығыс кері байланысты басқару арқылы шешуге болады.
Дәлелі. Бақылаушыға негізделген шығыс кері байланысты контроллері Факт 2-де алынған шығыс кері байланысты контроллеріне масштабты күшейтуді енгізу арқылы құрастырылған. Алдымен, келесі координаттарды алмастыруды енгіземіз


                                                                    (3.3.22)



мұнда ,  𝑖 = 2, …, 𝑛 және  тұрақтысы анықталады. (3.3.22) координаталар аясында (3.3.7) жүйе келесіге өзгерді


                                              	            (3.3.23)


Лемма 3.3.3 және  фактіні пайдаланып, келесі теңсіздіктің орындалатынын оңай дәлелдеуге болады


(3.3.24)
Әрі қарай,  болжам 3.3.2 бойынша біз оңай есептей аламыз


	       (3.3.25)



мұнда  және   тек қана
Сi,τ, ki және M-ге тәуелді.
Әрі қарай, біз L масштабты күшейтуімен бақылаушыны құрамыз,


        	              (3.3.26)

және (3.3.14)-тегі бірдей конструкцияны пайдаланатын контроллер, яғни,


  (3.3.27)

Анығында, (3.3.17)  бірдей белгілеуді қолдана отырып, (3.3.23),(3.3.26) және (3.3.27) жүйесін былай жазуға болады


                                    (3.3.28)

мұнда F(x) (3.3.18)-де анықталғандай.

Демек, Ляпунов функциясын (3.3.15) бірдей қабылдап, оның (3.3.28) бойымен туындысы келесі шартты қанағаттандырады


          3.3.29)
Әрі қарай, (3.3.25) пайдалана отырып, алатынымыз







                                                                                                      (3.3.30)







Лемма 3.3.2 және [162, p. 675-4] бойынша,  функциясы  дәрежесі бойынша біртекті болғандықтан,  және   мүшелері  дәрежесі бойынша біртекті, сондықтан 3.3.1-3.3.2 леммалар бойынша  үшін  оң тұрақтылары табылып, келесі шарт орындалады





Сонымен қатар, 3.3.2, 3.3.4 және 3.3.5 леммалардан оң тұрақтылары табылып, келесі шарт орындалады




             		          (3.3.31)

Енді (3.3.30)-дың орнына (3.3.31)-ді қою келесіге әкеледі




+







                            (3.3.32)


мұнда .
Уақыт кешігулерінің әсерін жою үшін біз Ляпунов-Красовский функционалдығын келесідей етіп таңдаймыз: 


                                                                (3.3.33)


мұнда  кейінірек анықталатын параметр.




 үздіксіз дифференциалданатын және сәйкес болғандықтан, [169] сілтеменің лемма 4.3 бойынша классының екі  және  функциялары табылып, келесі шарт орындалады


                                       (3.3.34)


Біртектілік теориясы бойынша  тұрақтылар бар болып, келесі шарт орындалады


                                           (3.3.35)



мұнда  функциясы  дәрежелі біртекті. Сондықтан, келесі шарт орындалады


                                                                            (3.3.36)



 классының екі  және функциялары бойынша.


 және  көмегімен алатынымыз


            (3.3.37)







мұнда  және  тұрақтылар және  классының  және функциялары, себебі  және .

(3.3.33), (3.3.34), және (3.3.37) бойынша анықтай отырып, шығатыны


                               		      (3.3.38)

(3.3.20), (3.3.21) және (3.3.24)-тен (3.3.32), (3.3.33) және (3.3.38) шығып, келесідей болады







          (3.3.39)


мұнда  және .

Сондықтан,  таңдау арқылы және жеткілікті үлкен L бойынша, келесі шартты қанағаттандырады


.
Сонда (3.3.39) теңсіздігі келесідей болады


     	           	   (3.3.40)








(3.3.33)-те  және   кеңею салмағына қатысты сәйкесіншежәне  дәрежелі біртекті. Демек, (3.3.2) Леммадан i=1,2 үшін  және  тұрақтылары табылып, келесі шарттар орындалады


                               		          (3.3.41)

және 


                              .                  		(3.3.42)


Оның үстіне  байланысты және 3.3.4 лемма бойынша, алатынымыз


         (3.3.43)

Сонда, бізде

                  		(3.3.44)

немесе 

                 ,       	(3.3.45)

мұнда .  
Демек, (3.3.33) және (3.3.44)-тен шығатыны


                      (3.3.46)
мұнда

.

Яғни

                                   			(3.3.47)

екі жағында да интегралдасақ,


                                  (3.3.48)

Демек, Т>0 шектеулі уақыт табылып, 


                                    (3.3.49)

кез келген t>T үшін.
Бұл келесіге әкеледі




кез келген t>T үшін.

Осылайша, кез келген берілген төзімділік үшін, жеткілікті үлкен L  табылып,



,  .

Бұл біздің негізгі теореманың дәлелін аяқтайды.


Ескерту 2. Бақылаушы мен контроллер жобалауында берілген ε>0 ізге түсіру дәлдігіне жету үшін L күшейткіш коэффициентін жеткілікті үлкен сан ретінде тағайындалуы керек. L-дің мәні yr(t) тірек сигналының және оның  бірінші ретті туындысының шекараларына байланысты. Басқаша айтқанда, олардың шекаралары және ε қажетті дәлдік берілгеннен кейін, L күшейткіш коэффициентін анықтауға болады. Сондай-ақ, динамикалық компенсаторда L, li және βi тек үш параметрлерінің жиынтығын анықтау қажет екенін ескереміз. li және βi таңдауы тек номиналды (3.3.9) жүйеге байланысты. Сондықтан оларды әртүрлі сызықтық емес жүйелер үшін де алдын ала бекітуге болады. Бұл артықшылық әдетте динамикалық шығыс кері байланыс жобалауына байланысты жобалаудың күрделілігін айтарлықтай азайтады. 
Соңында жүйенің шығыс кері байланыс арқылы кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесін төмендегі босаңдатылған болжаммен және де жоғарыдағы 3.3.1, 3.3.3 және 3.3.4 болжамдар, және де 3.3.2 болжамдағы үшбұрышты ұлғайту шартынсыз шешуге болатындығын көрсетеміз.


Болжам 3.3.5   тұрақтылары және  бар болып, (3.3.22) алмастыруы бойынша 


                            (3.3.50)



мұнда және .
3.3.5 болжам 3.3.2 болжамның ерекше жағдайы екені  айқын және ары қарай жалпылама нәтиже беріледі.
Теорема 3.3.2. 3.3.1 және 3.3.3-(3.3.5 болжамдар бойынша (3.3.23) жүйенің кең ауқымды практикалық шығыс ізге түсіру мәселесін шешетін (3.3.26)-(3.3.27) түріндегі бақылаушыға негізделген шығыс кері байланысты басқаруы табылады.
Дәлелі. (3.3.25)-тегі сияқты, 3.3.5 жорамал  тікелей (3.3.32)-ге алып келеді. Қалған дәлелдемелер (3.3.1) теоремадағыға ұқсас болғандықтан бұл жерде алынып тасталды.
Мысалдар мен модельдеу
Төмендегі уақыт айнымалы кешіккен сызықтық емес жүйені қарастырамыз


                                                      (3.3.51)







мұнда  белгісіз тұрақтылар және , уақыт айнымалы кешігулерді білдіреді. тірек сигналын ізге түсіру үшін тек y(t) өлшемді пайдалану басқаруымыздың мақсаты болып табылады. Анықтамалық сигналды  ретінде таңдаймыз. Содан кейін,



                                                                    (3.3.52)


 етіп таңдау арқылы және r1=1 және p1=7/5 -мен бірге, r2=1 және σ=7/5 алынады. Әрі қарай, лемма 3.3.4 арқылы тексеретін болсақ








                   		(3.3.53)

және




			(3.3.54)





Әлбетте, 3.3.1-3.3.4 болжамдары ,  кезінде орындалатыны айқын келеді және бұл арнайы  деп болжанады.
Сондықтан, жоғарыдағы сипатталған жобалау процедурасынан сәйкес шығыс контроллерін келесі түрде құрастыруға болады


                           		(3.3.55)





және  және  таңдаймыз. Модельдеуді орындау үшін  тірек сигналын және  бастапқы күйлерді таңдаймыз. Модельдеу нәтижелері 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, 3.3.4-суреттерде көрсетілген. Бұл графиктер жобалау әдісіміздің тиімділігін растайды.
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Сурет 3.3.1 – және  траекториялары

[image: ]


Сурет 3.3.2 –  траекториясы
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Сурет 3.3.3 – күйінің траекториясы
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Сурет 3.3.4 –  күйінің траекториясы



Айта кету керек, (3.3.51) жүйе қарапайым болғанымен,  және уақыт айнымалы кешігу мүшелерінің болуына байланысты [131, p.23-35; 133, p. 985-988; 136, p.1545-1555;140, p.185-188; 141, p.305-311; 142, p.2081-2085; 144, p. 230-235; 162, p. 675-1-675-14]-де ұсынылған жобалау әдістерін пайдалана отырып, кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесін шеше алмайды [131, p.22-32] сілтеме тек p-нормал түріндегі сызықтық емес жүйелердің белгілі бір класы үшін күй кері байланысты ғана қарастырады, ал [140, p.184-188] сілтеме тек ішінара сызықтандыру жағдайларды ғана қарастырады, т.б. [162, p. 675-4-675-12]-те уақыт кешігуі тек тұрақты болатын ерекше жағдай қарастырылады. Бұл мақалада жоғары дәрежелі сызықтық емес уақыт айнымалы кешігуі бар жүйелер класының шығыс кері байланыс арқылы ізге түсіру мәселесі қарастырылады. Алайда, егер жалпы сызықтық емес жүйенің кейбір кластарын осы мақалада қарастырылатын жүйеге айналдыруға болатын болса, онда осы мақалада ұсынылған әдісті де қолдануға болады.

Әрі қарай, ізге түсіру мақсатына жету үшін (3.3.55) динамикалық контроллерді әртүрлі сызықтық емес жүйелерге қолдануға болатынын тексереміз.  функциясын келесідей өзгерттік. 





	(3.3.56)


мұнда  шектелген ауытқу (3.3.56) функцияның да (3.3.53) қанағаттандыратынын дәлелдеу қиын емес.



Бақылаушы мен контроллер бұрынғы қалпында қалады. Сандық эксперимент дәл сол контроллер ешқандай өзгеріссіз әртүрлі функцияларды (3.3.56) практикалық ізге түсіруге қол жеткізетінін көрсетеді. Модельдеуді орындау үшін біз  шектелген ауытқуды  ретінде және сол бірдей  тірек сигналын бастапқы күйлерімен таңдадық. Модельдеу нәтижелері 3.3.5, 3.3.6, 3.3.7, 3.3.8 - суреттерде көрсетілген. Бұл графиктер жобалау әдісіміздің тиімділігін дәлелдеді.
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Сурет 3.3.5 –  және траекториялары
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Сурет 3.3.6  –  траекториясы

[image: ]


Сурет 3.3.7 – күйінің траекториясы
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Сурет 3.3.8 –  күйінің траекториясы

Үшінші бөлім бойынша қорытынды
Бұл бөлімде жоғарғы ретті айнымалы кешігу параметрі бар сызықтық емес жүйелер класы үшін кең ауқымды практикалық ізге түсіру мәселесікүй кері байланысы арқылы шешілді. Өсу шарттарын босаңсытып, реттелетін күшейткіш коэффициенті бар күй кері байланысты контроллері құрылды. Ары қарай, Ляпунов-Красовский функционалы көмегімен өсу шарттарымен шектелген сызықтық еместіктерге күшейткіш коэффициентінің үстемдік етуі арқылы ізге түсіру қателігі мейлінше азaятындығы, ал тұйықтaлған жүйенің күйлері шектелген күйінде қалатындығы дәлелденді.
Сонымен қатар, бақылаушыға негізделген шығыс кері байланысты басқару арқылы анықталмаған уақыт айнымалы кешігулері бар сызықтық емес жүйелер класы үшін кең ауқымды шығыс практикалық ізге түсіру мәселесі шешілді. Біртекті үстемдік әдісінің және жаңа Ляпунов-Красовский функционалының көмегімен, тұйықталған жүйенің барлық күйлерінің шектелгендігіне кепілдік беру және бір уақытта ізге түсіру қателігін мейлінше азайту үшін ұсынылған шығыс кері байланысты контроллеріне масштабты күшейткіш енгізілді. Келтірілген мысалдардағы модельдеу нәтижелері жобалау әдісіміздің тиімділігін көрсетеді.



































ҚОРЫТЫНДЫ

Зерттеудің талдау бөліміндегі нәтижелерде тақырыптың өзектілігін  көрсететін тақырып бойынша ғылыми әдебиеттерге шолу, диссертациялық жұмыстың тақырыбы аясында бұған дейінгі зертеулерге талдау жасалынды. Күй немесе шығыс кері байланысы арқылы сызықтық емес жүйелерді робасты басқару және орнықтандыру саласындағы мәселелердің ашық екендігі айқындалып, болашақ зерттеулер үшін бірнеше маңызды бағыттар көрсетілді. Зерттеу нәтижелері осы мәселелерді жүйелі түрде шешуге және сызықтық емес жүйелерді робасты басқарудың тиімді әдістерін жасауға ынталандырады. Зерттеу жұмысына негіз болған сызықтық емес жүйелердің жеке клaсының оpнықтылығы, шын мәнінде сызықтық емес жүйелерді күй кері байланысы, шығыс кері байланысы арқылы робасты басқару мәселелері қарастырылды. Сонымен қатар, зерттеу мақсатына қажет біршама негізгі түсініктер талқыланып, теориялық алғышарттар мен олардың дәлелденуі ұсынылды.
Шын мәнінде сызықтық емес жүйелерді күй немесе шығыс кері байланысы арқылы робасты басқару, ізге түсіру мәселелері зерттеліп, жаңа жетістіктерге қол жеткізілді.Басқару, ізге түсіру мәселелерін шешу біртекті үстемдік әдісі, Ляпунов әдісі, бақылаушыға негізделген әдісі, компенсатор-контроллер біріккен әдісі, Ляпунов-Красовский әдістерін пайдалану арқылы іске асырылды. Жоғарғы ретті айнымалы кешігу параметрі бар сызықтық емес жүйелер класы үшін кең ауқымды ізге түсіру мәселесін шешуге арналғанреттелетін күшейткіш коэффициенті бар күй кері байланысты контроллері құрылды. 
Сонымен қатар, анықталмаған уақыт айнымалы кешігулері бар сызықтық емес жүйелер класы үшін кең ауқымды шығыс практикалық ізге түсіру мәселесі шешілді. Біртекті үстемдік әдісінің және жаңа Ляпунов-Красовский функционалының көмегімен сызықтық емес контроллерді жобалаудағы біршама қиындықтарды жеңдік. Тұйықталған жүйенің барлық күйлерінің шектелгендігін қамтамасыз ететін  және бір уақытта ізге түсіру қателігін мейлінше азайтатын  шығыс кері байланысты контроллері тұрғызылды. Теориялық тұрғыдан зерттеп, дәлелдеу арқылы алынған  нәтижелергесандық эксперименттер жүргізілді. Кoмпьютерде модельдеу жұмыстары MatLab қосымшасының көмегімен іске асырылды.  Жүргізілген сандық эксперимент пен модельдеу нәтижелерінің талдауы ұсынылған әзірлемелердің тиімділігін көрсетті.
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STABILITY OF NONLINEAR SYSTEMS 4885 B
A more precise concept of orbital stability is given in =
the sense of Zhukovskij [371.
A solution ¢,(xy) of system (19) is said to be stable in the &
x(t) sense of Zhukovskij, if for any ¢ >0, there exists a o= "
>t 5(2)>0 such that for any yoe B,(xo), a ball of radius & cen- =
tered at X, there exist two functions, 1= 1,(¢) and o= E
o), satisfying
®
=}
Figure 6. Geometric meaning of the exponential stability. 11z, (x0) — Xo,(%0)l| <&

@
trajectory x5(t)=xo1+¢—tp~" is asymptotically stable o a1 42y where 7, and 5 are homeomorphisms (e, a "
(so also is stable in the sense of Lyapunov) if o<1 but i ¢ontinious map whose inverse exists and is also continu-
not exponentially stable about 0; however, a system With o0\ from [0, o) to [0, ) with £1(0) = £a(0) = 0.
x3lt)=xoe ™" is exponentially stable (hence, is both asymp- Furthermore, a Zhukovskij stable solution g/(xo) of sys-
totically stable and stable in the sense of Lyapunov). tem (19) is said to be asymptotically stable in the sense of

i " Zhukovskij, if for any ¢>0, there exists a, 8= 3(z) 0, such
3.3. Orbital Stability that for any yoeBj(xo), a ball of radius & centered.at xo, e
The orbital stability differs from the Lyapunov stabilities there exist two functions, t; = 71(¢) and-12=1x(t), satisfying . 88
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