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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

	
	– произвольное поле

	
	– группа автоморфизмов алгебры 

	
	– группа ручных автоморфизмов алгебры 

	
	– группа аффинных автоморфизмов алгебры  ранга 

	
	– группа треугольных автоморфизмов алгебры  ранга 

	
	– группа линейных автоморфизмов алгебры ранга три

	
	– алгебра многочленов от переменных 

	
	– трехпорожденная свободная алгебра Ли

	
	– коммутатор элементов  и 

	
	– свободное произведение групп  и  с объединенной подгруппой 
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[bookmark: _Toc452543633]Современное состояние темы и актуальность.
Диссертационная работа посвящена исследованию автоморфизмов и дифференцирований некоторого класса свободных неассоциативных алгебр ранга два и свободных алгебр Ли ранга три над евклидовыми кольцами. Известно, что автоморфизмы описывают все симметрии алгебраического объекта и связанных с ним геометрических объектов. Поэтому изучение автоморфизмов свободных алгебр является важным, так как помогает определить ситуацию в структурах этих алгебр, классифицировать и систематизировать их. Исследованиями групп автоморфизмов свободных групп и алгебр занимались многие математики. 
В 1924 году Ж. Нильсеном (J. Nielsen) был доказан ряд глубоких теорем о структуре групп автоморфизмов свободных групп [1]. В частности, им получено конечное представление группы автоморфизмов свободной конечно порожденной группы в терминах порождающих и определяющих соотношений. Порождающие элементы группы автоморфизмов свободных конечно порожденных групп позже стали называть элементарными. Элементарные автоморфизмы также были определены для многих других свободных групп и алгебр. Автоморфизмы свободной группы или алгебры называются ручными, если они порождаются элементарными автоморфизмами, а остальные автоморфизмы называются дикими.
В 1942 году Х.В.Е. Юнг (H.W.E. Jung) [2] доказал, что автоморфизмы алгебры многочленов  от двух переменных над полем  характеристики ноль являются ручными. В 1953 году В. Ван дер Калк (W. Van der Kulk) [3] обобщил этот результат для полей произвольной характеристики. Более того, группа автоморфизмов  этой алгебры допускает структуру амальгамированного свободного произведения [4], т.е. 



где  – подгруппа аффинных автоморфизмов,  – подгруппa треугольных автоморфизмов и . Этот результат дает исчерпывающие описания групп автоморфизмов двупорожденных алгебр многочленов и фактически был доказан в работе В. ван дер Калка (W. Van der Kulk) [3, р. 39]. Хотя впервые точная формулировка была дана И.Р. Шафаревичем (I.R. Shafarevich) [4, р. 210] в 1966 году. В работе Д. Райта (D. Wright) [5] доказан аналог этого результата для ручных автоморфизмов двупорожденных алгебр многочленов над произвольной областью целостности. Аналогичные результаты также имеют место для свободных ассоциативных алгебр [6, 7] и для свободных алгебр Пуассона над полем нулевой характеристики [8], причем группы автоморфизмов этих алгебр изоморфны группе автоморфизмов алгебры многочленов.
В работе [9] Л. Макар-Лиманов, Д. Козыбаев, У. Умирбаев (D. Kozybaev, L. Makar-Limanov, U. Umirbaev) доказали, что автоморфизмы свободных правосимметричных алгебр ранга два являются ручными. Группы автоморфизмов этих алгебр гораздо шире, чем группы автоморфизмов алгебр многочленов благодаря богатой структуре элементарных автоморфизмов.
В 1964 году П. Кон (P. Cohn) [10] доказал, что автоморфизмы конечно порожденных свободных алгебр Ли над произвольным полем являются ручными. Дж. Левин (J. Lewin) [11] обобщил этот результат для шрайеровых многообразий алгебр. Напомним, что шрайеровыми являются многообразия всех неассоциативных алгебр [12], коммутативных и антикоммутативных алгебр [13], алгебр Ли [14, 15] и супералгебр Ли [16, 17]. Следовательно, автоморфизмы свободных неассоциативных алгебр, свободных коммутативных и антикоммутативных алгебр конечного ранга над полями также являются ручными. 
В 1979 году Т. Камбаяши (T. Kambayashi) [18], используя структуру амальгамированного свободного произведения группы автоморфизмов , доказал, что любая алгебраическая подгруппа группы автоморфизмов  сопряжена с подгруппой линейных или треугольных автоморфизмов. Из этого следует, что действие любой редуктивной группы на , где , является линеаризуемым. Т. Камбаяши (T. Kambayashi) [18, р. 448] также предположил, что этот результат справедлив для всех . Это предположение получило название гипотезы линеаризации для действий редуктивных групп. Оказалось, что эта гипотеза не верна для . Например, в 1989 году Шварц (G. Schwarz) [19] построил контрпримеры нелинеаризуемых действий ортоганальной группы  на  и  на . Первые примеры нелинеаризуемых действий конечных групп были построены в работах [20, 21].
В 1968 году Р. Ренчлер (R. Rentschler) [22] доказал, что локально-нильпотентные дифференцирования алгебры многочленов от двух переменных над полем нулевой характеристики являются триангулируемыми. Рассмотрим дифференцирование  алгебры многочленов  от трех переменных  над полем  характеристики , определенное правилом 



Тогда  принадлежит ядру дифференцирования  и дифференцирование 



является локально-нильпотентным. Х. Басс (H. Bass) [23] показал не триангулируемость дифференцирования .
В диссертационной работе доказано, что группа автоморфизмов свободной правосимметричной алгебры ранга два допускает структуру амальгамированного свободного произведения. Используя эту структуру, также доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов и триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободной правосимметричной алгебры ранга два в случае нулевой характеристики. Аналогичные результаты верны также для свободных неассоцитивных алгебр и свободных коммутативных алгебр ранга два. Отметим, что автоморфизмы свободных алгебр Ли и свободных антикоммутативных алгебр от двух переменных являются линейными.
Структура амальгамированного свободного произведения впервые используется в данной диссертационной работе для доказательства триангулируемости локально-нильпотентных дифференцирований. В частности, теорема Ренчлера и триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободных ассоциативных алгебр ранга два являются следствиями результатов работ [2, р. 172; 3, р. 39; 6, с. 107; 7, р. 311].
В 1972 году М. Нагата (M. Nagata) [24] построил автоморфизм 



и высказал гипотезу о том, что этот автоморфизм не является ручным (т.е. является диким). В 2004 году И. Шестаков и У. Умирбаев (I.P. Shestakov, U.U. Umirbaev) доказали [25-27], что автоморфизм Нагаты  является диким в случае полей нулевой характеристики.
В случае свободных ассоциативных алгебр ранга три вопрос о существовании диких автоморфизмов (проблема Кона) был решен У.У. Умирбаевым (U. Umirbaev) [28]. Им было доказано, что автоморфизм Аника 



свободной ассоциативной алгебры  над полем нулевой характеристики  является диким. Автоморфизм Нагаты дает пример дикого автоморфизма свободных алгебр Пуассона от трех переменных.
В работах [29, 30] были исследованы группы автоморфизмов конечно порожденных свободных алгебр над кольцом главных идеалов. В частности, один из результатов [30, с. 94] гласит, что автоморфизмы свободных неассоциативных алгебр над кольцом главных идеалов являются ручными. Однако в данной диссертационной работе построен пример дикого автоморфизма 



свободной неассоциативной алгебры и свободной коммутативной алгебры ранга два над произвольным евклидовым кольцом. Этот автоморфизм является обобщением автоморфизма Нагаты и индуцирует автоморфизм Нагаты [24, р. 41] алгебры . Нагата (M. Nagata) [24, р. 42] доказал, что  является диким автоморфизмом алгебры  над . По этой причине автоморфизм  индуцирует дикий автоморфизм свободных алгебр любого многообразия алгебр, содержащего алгебру многочленов. В диссертационной работе определен еще один класс многообразий алгебр, для которых  является диким автоморфизмом. Заметим, что метод построения автоморфизма  не проходит для антикоммутативных алгебр, так как квадрат элемента в антикоммутативных алгебрах равен нулю. Обобщение методов построения автоморфизмов Нагаты [24, р. 41] и Аника [31] позволило в настоящей работе построить дикий автоморфизм 



алгебры Ли ранга 3 над произвольным евклидовым кольцом. Этот автоморфизм является аналогом автоморфизма Аника свободных ассоциативных алгебр [31, р. 398].
Основная цель работы и научная новизна. 
Объектом исследования являются автоморфизмы и дифференцирования двупорожденных свободных неассоциативных алгебр и трехпорожденных свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами.
Целью работы является исследование автоморфизмов и дифференцирований двупорожденных свободных неассоциативных алгебр и трехпорожденных свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами.
Методы исследования. В работе используются метод сокращения автоморфизмов, методы и результаты теории групп, структурной и комбинаторной теории неассоциативных алгебр и алгебр Ли.
Основные результаты. Основные результаты диссертационного исследования заключаются в следующем:
[bookmark: _Hlk85618410]– построен пример дикого автоморфизма свободной неассоциативной алгебры и свободной коммутативной алгебры ранга два над произвольным евклидовым кольцом;
[bookmark: _Hlk85618887][bookmark: _Hlk52629460][bookmark: _Hlk52622566]– определен широкий класс -многообразий алгебр и доказано, что группа ручных автоморфизмов свободных двупорожденных алгебр любого -многообразия алгебр над произвольной областью целостности допускает структуру амальгамированного свободного произведения;
– доказана сократимость ручных автоморфизмов свободных алгебр от двух переменных -многообразий алгебр над произвольным евклидовым кольцом;
[bookmark: _Hlk85635687]– доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов двупорожденной свободной алгебры -многообразий алгебр над конструктивным евклидовым кольцом;
– построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры ранга два любого -многообразия алгебр над произвольным евклидовым кольцом;
– определен класс -многообразий алгебр, который является подклассом класса -многообразий алгебр, и доказано, что многообразие правосимметричных алгебр также является -многообразием;
– доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов свободной алгебры от двух переменных любого -многообразия алгебр над произвольным полем нулевой характеристики;
– доказана триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободных алгебр ранга два любого -многообразия алгебр над полем нулевой характеристики;
– как следствие двух последних результатов, доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов и триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободной ассоциативной, свободной правосимметричной, свободной неассоциативной и свободной коммутативной алгебр ранга два над полем нулевой характеристики;
– доказано, что группа ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли (и свободной антикоммутативной алгебры) от трех переменных над произвольной областью целостности допускает структуру амальгамированного свободного произведения;
– доказано, что группа автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над произвольным полем представляется в виде амальгамированного свободного произведения;
– доказана сократимость ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над произвольным евклидовым кольцом;
– доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над конструктивным евклидовым кольцом;
– построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры Ли (и свободной антикоммутативной алгебры) ранга 3 над евклидовым кольцом.
Научная новизна исследования. Все основные результаты диссертации являются новыми.
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретический характер. Использованные методы и полученные результаты могут быть применены для дальнейшего исследования свободных неассоциативных алгебр и свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами. А также результаты данной работы могут быть включены в специальные курсы по теории свободных неассоциативных алгебр и их автоморфизмов.
Апробация результатов. Основные результаты диссертации докладывались: 
– на алгебраическом семинаре кафедры алгебры и геометрии механико-математического факультета Евразийского национального университета имени Л.Н. Гумилева (Нур-Султан, 2015-2020); 
– на международной конференции "Lie and Jordan algebras, their representations and applications-VI, dedicated to Efim Zelmanov's 60th birthday", (Бенту Гонсалвес, Бразилия, 13-19 декабря, 2015);
– на алгебраическом семинаре Математического факультета Университета Уэйн (Детройт, США, 2015); 
– на VI международном конгрессе математического общества тюркского мира (Астана, 2-5 октября, 2017); 
– на международной конференции по алгебре и математической логике «Мальцевские чтения» (Новосибирск, Россия, 19-22 ноября, 2018). 
Публикации. Основные результаты по теме диссертации опубликованы в форме статей в отечественных и зарубежных журналах, а также в материалах конференций [32-38]. 
Структура и объем работы. Диссертация содержит 71 страниц, состоит из введения, трех разделов, заключения и списка использованных источников, который включает 49 наименований.

Краткое содержание работы.
В первом разделе приведены начальные сведения необходимые для последующего изложения результатов работы. 
Второй раздел посвящен исследованию автоморфизмов и дифференцирований свободных неассоциативных алгебр ранга 2 над евклидовыми кольцами. 
Пусть  – некоторое многообразие линейных алгебр над ассоциативно-коммутативным кольцом  с единицей 1. Пусть  – свободная алгебра многообразия  со свободным множеством порождающих . Автоморфизм  алгебры  такой, что , где , будем обозначать через . 
Автоморфизмы вида 



где  – обратимый элемент кольца  и , называются элементарными. Автоморфизмы, порожденные элементарными автоморфизмами, называются ручными. Неручные автоморфизмы называются дикими.
В подразделе 2.1.1 приведены необходимые определения и известное представление группы ручных автоморфизмов алгебры многочленов  от двух переменных  над произвольной областью целостности  в виде свободного произведения подгрупп с объединенной подгруппой и сформулированы некоторые полезные утверждения о степени ручных автоморфизмов.
Пусть  – алгебра многочленов от двух переменных над евклидовым кольцом  Введем линейный порядок  на множестве базисных слов  Положим  Пусть  – обычная функция степени в  и  – функция степени по  Если  то положим , если выполняется одно из следующих условий:
(i) 
(ii)  .
Каждый ненулевой элемент  записывается однозначно в виде



Слово  называется старшим словом (мономом) , а  называется старшим коэффициентом . Обозначим их через  и , соответственно.
Пусть  – произвольный элемент из . Положим 

	

и назовем  показателем элемента 
Пусть  – автоморфизм алгебры . Тогда показателем автоморфизма  назовем 

	

где  и 
Обозначим через  лексикографический порядок на множестве . Заметим, что множество  линейно упорядочено относительно .
Автоморфизм  называется элементарно -сократимым, если существует автоморфизм  такой, что  и  Будем говорить, что автоморфизм  является элементарным -сокращением автоморфизма  
Основными результатами подраздела 2.1.2 являются следующие утверждения:
Теорема 2.2 Пусть  – ручной автоморфизм алгебры . Если 
	

то автоморфизм  является элементарно -сократимым. 
Следствие 2.3 Ручные и дикие автоморфизмы алгебры  над конструктивным евклидовым кольцом  алгоритмически распознаваемы. 
В подразделе 2.1.3 построен аналог автоморфизма Нагаты 

,

где , свободной неассоциативной алгебры от двух переменных  над произвольным евклидовым кольцом и доказана следующая
Теорема 2.3 Автоморфизм  алгебры  является диким. 
Доказательство теоремы 2.3 полностью проходит и для свободных неассоциативных коммутативных алгебр.
В подразделе 2.2.1 определен широкий класс -многообразий алгебр. Пусть  – произвольная область целостности. Пусть  – произвольное однородное многообразие алгебр и пусть  – свободная алгебра этого многообразия от переменных  над  Через  обозначим стандартную функцию степени на , то есть  для .
Многообразие  назовем -многообразием, если выполняются следующие два условия:
1) алгебра  является свободным -модулем с базой состоящей из неассоциативных слов;
2) для любого ненулевого  с ненулевой линейной частью и для любых однородных  с условием  и  имеем 
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Примерами -многообразий алгебр являются:
1. Многообразие ассоциативно коммутативных алгебр. 
2. Многообразие ассоциативных алгебр.
3. Многообразие альтернативных алгебр является -многообразием так как любая двупорожденная альтернативная алгебра является ассоциативной (по теореме Артина [39]).
4. Многообразие йордановых алгебр (по теореме А.И. Ширшова [40]).
5. Многообразие всех алгебр (А.И. Жуков [41], А.Г. Курош).
6. Многообразие всех коммутативных алгебр (А.И. Ширшов).
7. Многообразие алгебр Лейбница (Ж.-Л. Лодей и Т. Пирашвили                                                                      (J.-l. Loday, T. Pirashvili) [42]).
В подразделе 2.2.1 исследована структура группы ручных автоморфизмов свободной алгебры ранга два любого -многообразия алгебр над произвольной областью целостности. 
Теорема 2.4 Пусть  – произвольное -многообразие алгебр и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над . Тогда группа ручных автоморфизмов алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой  т.е. 

	

Пусть теперь  – свободная алгебра -многообразия  от двух переменных  над евклидовым кольцом  Обозначим через  множество всех неассоциативных слов алфавита  Каждое неассоциативное слово  где , имеет единственное представление в виде , где  и  неассоциативные слова меньшей длины и 

	

Положим, что  Пусть  и  два произвольных элемента из  Мы говорим, что , если  Если    тогда , если  или  и . Относительно этого порядка понятие элементарной -сократимости автоморфизма алгебры  определяется аналогично понятию -сократимости автоморфизма алгебры .
Основными результатами подраздела 2.2.2 являются следующие утверждения:
Теорема 2.5 Пусть  – ручной автоморфизм алгебры . Если 

	

то автоморфизм  является элементарно -сократимым.
Следствие 2.6 Ручные и дикие автоморфизмы алгебры  над конструктивным евклидовым кольцом  алгоритмически распознаваемы.
Следствие 2.7 Автоморфизм Нагаты 

	

как автоморфизм алгебры  над  является диким. 
В подразделе 2.3.1 определен класс -многообразий алгебр, который является подклассом класса -многообразий алгебр.
Пусть  – произвольное поле и пусть  – произвольное однородное многообразие алгебр над полем . Через  будем обозначать свободную алгебру этого многообразие от переменных .
Многообразие  назовем -многообразием, если выполняются следующее условие: для любого ненулевого  и для любого ненулевого  имеем 
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Очевидными примерами -многообразий алгебр являются:
1. Многообразие ассоциативно-коммутативных алгебр.
2. Многообразие ассоциативных алгебр.
3. Многообразие алгебр Пуассона.
4. Многообразие всех неассоциативных алгебр.
5. Многообразие всех коммутативных алгебр.
Заметим, что класс -многообразий алгебр является обобщением класса всех известных многообразий алгебр, где группы автоморфизмов двупорожденных свободных алгебр над полем ручные и допускают структуру амальгамированного свободного произведения. Неизвестно, будут ли все автоморфизмы двупорожденных свободных алгебр -многообразий над полем ручными. В частности, этот вопрос остается открытым для свободных двупорожденных алгебр Новикова. 
Основным результатом данного подраздела является следующее
Предложение 2.2	 Многообразиe правосимметричных алгебр являeтся
 -многообразиeм.
В подразделе 2.3.2 получены следующие результаты:
Теорема 2.6 Пусть  – произвольное -многообразие алгебр и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над . Группа ручных автоморфизмов алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой , т.е. 
	


Следствие 2.11 Пусть  – одно из следующих многообразий: либо правосимметричных, либо неассоциативных, либо коммутативных алгебр, и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над . Группа автоморфизмов алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой , т.е. 
	


Пусть  – свободная алгебра от переменных  произвольного -многообразия  над полем . Подгруппа  группы  называется локально-конечной, если для любого конечномерного подпространства  пространство  является конечномерным. Тогда справедлива следующая
Теорема 2.7 Пусть  – произвольное -многообразие алгебр,  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над  и  – локально-конечная подгруппа группы . Тогда  сопряжена с подгруппой  или . 
-модуль  называется вполне приводимым или полупростым, если для каждого -подмодуля  -модуля  существует дополняющий -подмодуль  -модуля  такой, что . Алгебраическая подгруппа  группы  называется (линейно) редуктивной, если каждый конечномерный -модуль является вполне приводимым.
Напомним также, что автоморфизм  называется линеаризуемым, если существует  такой, что .
Основным результатом подраздела 2.3.3 является следующее
Следствие 2.12 Любая редуктивная группа ручных автомофизмов двупорожденной свободной алгебры  -многообразия над полем нулевой характеристики линеаризуема.
Как следствие этого, доказана линеаризуемость редуктивных групп автоморфизмов свободных ассоциативных, свободных правосимметричных, свободных неассоциативных и свободных коммутативных алгебр ранга два над полем нулевой характеристики. 
В подразделе 2.3.4 исследованы локально-нильпотентные дифференцирования свободных алгебр ранга два любого -многообразия алгебр над полем нулевой характеристики. Доказана следующая
Теорема 2.8 Любое локально-нильпотентное дифференцирование  двупорожденной свободной алгебры  -многообразия такое, что , триангулируемо в случае поля нулевой характеристики. 
Как следствие этого, доказана триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободных ассоциативных, свободных правосимметричных, свободных неассоциативных и свободных коммутативных алгебр ранга два над полем нулевой характеристики. 
Третий раздел посвящен исследованию групп автоморфизмов свободных алгебр Ли ранга 3 над произвольным евклидовым кольцом.
В подразделе 3.1 приведены некоторые необходимые определения и факты о структуре свободных алгебр Ли над кольцами. 
Пусть  – трехпорожденная свободная алгебра Ли от трех переменных  над произвольной областью целостности . Пусть  – подгруппа ручных автоморфизмов,  – подгруппа линейных автоморфизмов группы . Через  обозначим подгруппу группы автоморфизмов алгебры  вида 



где . Очевидно,  является автоморфизмом тогда и только тогда, когда  и 



В подразделе 3.2 исследована структура группы ручных автоморфизмов трехпорожденной свободной алгебры Ли над произвольной областью целостности.
Теорема 3.1 Пусть  – произвольная область целостности. Группа ручных автоморфизмов  алгебры  является свободным произведением подгруппы линейных автоморфизмов  и подгруппы  с объединенной подгруппой , т.е. 

	

В работе Кона (P. Cohn) [10, р. 625] доказано, что . Следовательно, справедлива следующая
Теорема 3.2 Пусть  – произвольное поле. Группа автоморфизмов  алгебры  является свободным произведением подгруппы линейных автоморфизмов  и подгруппы  с объединенной подгруппой , т.е. 

	
Пусть теперь  – свободная алгебра Ли от трех переменных над евклидовым кольцом . Введем линейный порядок  на множестве  неассоциативных слов. Положим . Если , то положим , если выполняется одно из следующих условий:
(i) 
(ii) Если  и , то  или  и .
Относительно данного порядка понятие элементарной -сократимости автоморфизма алгебры  определяется так же, как и понятие -сократимости автоморфизма алгебры  расширенное до ранга 3.
Основными результатами подраздела 3.3 являются следующие утверждения:
Предложение 3.1 Пусть  – ручной автоморфизм алгебры . Если 

	

то автоморфизм  является элементарно -сократимым.
Следствие 3.4 Ручные и дикие автоморфизмы алгебры  над конструктивным евклидовым кольцом алгоритмически распознаваемы.
В подразделе 3.4 построен аналог автоморфизм 	Аника и доказана следующая
Теорема 3.2 Автоморфизм



алгебры  является диким.
Следовательно, группы автоморфизмов свободных трехпорожденных алгебр Ли над евклидовым кольцом  не являются ручными. В частности, автоморфизм  свободной антикоммутативной алгебры от трех переменных над евклидовым кольцом  также является диким. 

Автор глубо признателен своему научному руководителю Умирбаеву Уалбаю Утмаханбетовичу за постановку задач и за неоценимую помощь при работе над диссертацией.
Диссертационная работа выполнена на кафедре алгебры и геометрии механико-математического факультета Евразийского национального университета имени Л.Н. Гумилева.
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1 ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В этом разделе приведены основные определения, обозначения и собраны сведения необходимые для дальнейшего изложения.
[bookmark: GrindEQpgref574b15915]
[bookmark: _Toc85729719]1.1 Амальгамированное свободное произведение
Пусть  – свободная алгебра над ассоциативно-коммутативным кольцом  с единицей 1, со свободным множеством порождающих . Всякий автоморфизм определяется действием на свободные порождающие. Если автоморфизм  переводит  в элемент , тогда пишем

.

Автоморфизмы вида 



называются элементарными, где  – обратимый элемент кольца  и , то есть  принадлежит подалгебре, порожденной всеми элементами  отличными от . Пусть  – группа всех автоморфизмов алгебры . Подгруппа  группы , порожденная всеми элементарными автоморфизмами, называется подгруппой ручных автоморфизмов. Автоморфизм  называется ручным, если , иначе  называется диким.
Если 



то произведение в  определяется по формуле 



Пусть  – произвольная группа,  – подгруппы группы , причем . Группа  называется свободным произведением подгрупп  и  с объединенной подгруппой  и обозначается , если:  
1.  порождается подгруппами  и . 
2. Определяющие соотношения группы  состоят только из определяющих соотношений подгрупп  и . 
В группах автоморфизмов особую роль занимает следующая классическая теорема из теории групп [43].
Теорема 1.1 [43, с. 211] Пусть  – система левых представителей  по ,  – система левых представителей  по . Тогда группа  является свободным произведением подгрупп  и  с объединенной подгруппой  в том и только в том случае, когда каждый  однозначно представляется в виде 
	

где   одновременно не принадлежат  или , .
Следствие 1.1 [43, с. 211] Пусть  – подгруппы группы  и , и пусть каждый элемент из  однозначно представляется в виде произведения



где ,  лежит в  или в   одновременно не лежат в  или в . Тогда  является свободным произведением групп  и .
Представление свободного произведения на языке порождающих и определяющих соотношений позволяет легко определить свободные произведения для любых многообразий алгебр.
Хорошо известно [2, р. 172; 3, р. 39], что автоморфизмы алгебры многочленов  являются ручными. Более того, группа автоморфизмов  этой алгебры допускает структуру амальгамированного свободного произведения [3, р. 39; 4, р. 210], то есть 

	

где  – подгруппа аффинных автоморфизмов,  – подгруппа треугольных автоморфизмов и . Аналогичные результаты также имеют место для свободных ассоциативных алгебр [6, с. 107; 7, р. 311] и для свободных алгебр Пуассона над полем нулевой характеристики [8, р. 3326], причем группы автоморфизмов этих алгебр изоморфны группе автоморфизмов алгебры многочленов.

[bookmark: _Toc85729720]1.2 Евклидово кольцо
Обозначим через  – множество неотрицательных целых чисел. 
Определение 1.1 [44] Целостное кольцо , не являющееся полем, называется евклидовым, если существует функция  (называемая нормой), удовлетворяющая следующим условиям:
E1) для любых , , причем равенство имеет место только тогда, когда элемент  обратим;
E2) для любых , где , существуют такие , что  и либо , либо 
Положим  где  – единица кольца  Имеем  тогда и только тогда, когда 
Основными примерами евклидовых колец являются кольцо  целых чисел с абсолютным значением целых чисел и кольцо  многочленов над полем  со степенью многочленов в качестве нормы. Следовательно,  в кольце  и  в кольце  
Известно, что в евклидовом кольцe каждый идeал являeтся главным и цепочка вложенных множеств {коммутативное кольцо}{область целостности}{факториальное кольцо} {кольцо главных идеалов}{евклидово кольцо}{поле} строго убывающая. 
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2 АВТОМОРФИЗМЫ СВОБОДНЫХ ДВУПОРОЖДЕННЫХ АЛГЕБР НАД КОЛЬЦАМИ
[bookmark: GrindEQpgref5f7555bf2]
Данный раздел посвящен исследованию автоморфизмов и дифференцирований свободных неассоциативных алгебр ранга 2 над евклидовыми кольцами.

[bookmark: _Toc85729722]2.1 Автоморфизм Нагаты двупорожденных свободных алгебр над евклидовым кольцом
В подразделе 2.1.1 приведены необходимые определения и известное представление группы ручных автоморфизмов алгебры многочленов  от двух переменных  над произвольной областью целостности  в виде свободного произведения подгрупп с объединенной подгруппой и сформулированы некоторые полезные утверждения о степени ручных автоморфизмов. В подразделе 2.1.2 доказано, что всякий ручной автоморфизм алгебры  над евклидовым кольцом  является элементарно сократимым. Также доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов алгебры многочленов ранга два над конструктивным евклидовым кольцом. В подразделе 2.1.3 построен дикий автоморфизм свободных неассоциативных алгебр и свободных коммутативных алгебр ранга 2 над произвольным евклидовым кольцом .

[bookmark: _Toc85729723]2.1.1 Представление автоморфизмов алгебры 
Пусть  – произвольная область целостности и  – алгебра многочленов от двух переменных над . Множество всех обратимых элементов  обозначим через .
[bookmark: _GoBack]Пусть  – группа всех автоморфизмов алгебры . Обозначим через  автоморфизм алгебры  такой, что .
Автоморфизмы вида 
 


где , называются элементарными. Подгруппа  группы , порожденная всеми элементарными автоморфизмами, называется подгруппой ручных автоморфизмов. Автоморфизм  называется  ручным, если , иначе  называется  диким.
Элементарным преобразованием системы элементов  называется замена одного элемента  на элемент вида  где 
Запись 



означает, что система элементов  получена из системы элементов  одним элементарным преобразованием.
Если  – ручной автоморфизм алгебры , то существует последовательность элементарных преобразований вида



Если 



то произведение в  определяется по формуле 



Автоморфизм  алгебры  называется  аффинным, если 





Группу аффинных автоморфизмов алгебры  обозначим через 
Автоморфизм  алгебры  называется треугольным, если 

	

где  Через  обозначим группу треугольных автоморфизмов алгебры 
Пусть  – произвольное поле. Тогда [2, р. 172; 3, р. 39]. Более того,  имеет хорошо известное представление в виде свободного произведения подгрупп с объединенной подгруппой:
Теорема 2.1 [24, р. 41] Группа автоморфизмов алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой  т.е. 



Следствие 2.1 [5, р. 245] Пусть  – произвольная область целостности. Группа ручных автоморфизмов  алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой , т.е. 



Приведем некоторые необходимые для нас факты из доказательств этих утверждений [5, р. 245; 45].
Множество 



является системой представителей левых смежных классов группы  по подгруппе  Заметим, что  включает единицу при 
Пусть  – произвольная фиксированная система представителей (включающая единицу) левых смежных классов группы  по подгруппе 
Тогда любой ручной автоморфизм  однозначно представим в виде 

	                              (2.1)

где 
Если  то положим 



Предложение 2.1 [5, р. 245; 45, p. 294] Пусть 


где 

 

Тогда 

	   

[bookmark: _Toc85729724][bookmark: GrindEQpgref5f75562d3]2.1.2 О сократимости ручных автоморфизмов
Пусть  – алгебра многочленов от двух переменных над евклидовым кольцом  Введем линейный порядок  на множестве базисных слов  Положим  Пусть  – обычная функция степени в  и  – функция степени по  Если  то положим , если выполняется одно из следующих условий:
(i) 
(ii)  .
Каждый ненулевой элемент  записывается однозначно в виде

	

Слово  называется старшим словом (мономом) , а  называется старшим коэффициентом . Обозначим их через  и , соответственно. Через  обозначим старший член элемента 
Пусть  – произвольный элемент из . Положим 

	

и назовем  показателем элемента 
Пусть  – автоморфизм алгебры . Тогда показателем автоморфизма  назовем 

	

где  и 
Заметим, что  – инвариантно относительно перестановки компонент автоморфизма, т.е. 

	

Имеем 

	

где  – тождественный автоморфизм. Более того,  тогда и только тогда, когда элементы  имеют следующий вид: 

	 	

или 

		

где  и 
Обозначим через  лексикографический порядок на множестве . Заметим, что множество  линейно упорядочено относительно .
Автоморфизм  называется  элементарно -сократимым (или   допускает элементарное -сокращение), если существует автоморфизм  такой, что  и  Будем говорить, что автоморфизм  является элементарным -сокращением автоморфизма  
Следствие 2.2 Если автоморфизм  допускает элементарное -сокращение, то  или  
Доказательство. Допустим, что автоморфизм  такой, что  и  элементарно -сокращает элемент  автоморфизма  Следовательно, 

	

где  Так как  то  
Следовательно, 



Аналогично, если автоморфизм  элементарно -сокращает элемент  автоморфизма  то 
Лемма 2.1 Пусть  – автоморфизм алгебры  Если старшие слова элементов  равны, то автоморфизм  является элементарно -сократимым. 
Доказательство. Так как  то без ограничения общности предположим, что  По определению евклидового кольца существуют  такие, что  и либо  либо  Рассмотрим элементарное преобразование 

	

Имеем  Следовательно,  и автоморфизм  является элементарно -сократимым. Лемма доказана.
Характеризацию ручных автоморфизмов алгебры  дает следующая теорема.
Теорема 2.2 Пусть  – ручной автоморфизм алгебры . Если 
	

то автоморфизм  является элементарно -сократимым. 
Доказательство. По следствию 2.1 автоморфизм  записывается в виде (2.1). Рассмотрим случай когда  Тогда 

	
Положим 
	

Если  то 
	

Так как , то по предложению 2.1 имеем 

	

 и 

Поскольку 
	

то автоморфизм  является элементарно -сократимым.
Допустим, что 



Положим теперь, что

,

где


Тогда по предложению 2.1 

.

Следовательно, 



Более того, 



Если  то  и по лемме 2.1 автоморфизм  элементарно -сократим.
Если , то

 и 

Тогда имеем, что 


В этом случае автоморфизм  является элементарным -сокращением 
Если  то

 и 

Этот случай симметричен предыдущему. Теорема доказана.
Следствие 2.3 Ручные и дикие автоморфизмы алгебры  над конструктивным евклидовым кольцом  алгоритмически распознаваемы. 
Доказательство. Проведем индукцию по показателю  автоморфизма  Если  то  имеет вид (2.2) или (2.3). Следовательно, автоморфизм  является линейным. Так как любая обратимая матрица над евклидовым кольцом является произведением элементарных и диагональных матриц [44, с. 52], то линейные автоморфизмы являются ручными.
Если автоморфизм  не является элементарно -сократимым, то  является диким по теореме 2.2. Если  элементарно -сократим, по следствию 2.2 эффективно найдется  такой, что  Очевидно,  является ручным тогда и только тогда, когда  является ручным автоморфизмом. Так как  то индуктивное предположение завершает доказательство. 

[bookmark: _Hlk52492899][bookmark: _Toc85729725][bookmark: GrindEQpgref5f75562d4]2.1.3 Аналог автоморфизма Нагаты
Пусть  – евклидово кольцо и  Положим, что  – поле частных кольца  Рассмотрим следующую последовательность элементарных преобразований алгебры  над полем частных 

	







Мы получили автоморфизм Нагаты  и он является ручным над . Заметим, что  является автоморфизмом алгебры . В своей известной работе [24, р. 41] М. Нагата (M. Nagata) доказал, что  является диким автоморфизмом алгебры , если . Следующее следствие является обобщением этого результата на случай произвольного евклидова кольца .
Следствие 2.4 Автоморфизм Нагаты 

	

как автоморфизм алгебры  над  является диким. 
Доказательство. Достаточно показать, что  не является элементарно -сократимым. Допустим, что  является элементарно -сократимым. Тогда по следствию 2.2  или . Так как 

	

то  и . Следовательно, автоморфизм  не является элементарно -сократимым и по теореме 2.2 не является ручным. Следствие доказано.
Пусть  – свободная неассоциативная алгебра с множеством свободных порождающих  над евклидовым кольцом . Рассмотрим автоморфизмы алгебры  Пусть . Применяя те же преобразования, что и при построении автоморфизма , в алгебре  получаем 















Это дает эндоморфизм 

	

алгебры 
Лемма 2.2 Эндоморфизм  является автоморфизмом алгебры . 
Доказательство. Пусть  Подалгебра , порожденная элементами   над , является свободной, так как линейные части элементов ,  порождают свободную алгебру. Докажем, что . Для этого достаточно показать, что элементы  порождают всю алгебру . Непосредственные вычисления дают 

	

	

	

	

Отсюда , т.е. . Следовательно, . Лемма доказана.
Теорема 2.3 Автоморфизм  алгебры  является диким. 
Доказательство. Пусть  – алгебра многочленов с множеством свободных порождающих  над евклидовым кольцом  Рассмотрим естественный гомоморфизм 

	

где  и  Этот гомоморфизм индуцирует гомоморфизм 

	

определенный правилом 

	

где 
Элементарному автоморфизму алгебры  соответствует элементарный автоморфизм алгебры . Так как группа ручных автоморфизмов алгебры  порождается элементарными автоморфизмами алгебры , то гомоморфный образ ручного автоморфизма алгебры  является ручным автоморфизмом алгебры , т.е.  индуцирует гомоморфизм групп ручных автоморфизмов 

	

Так как 
	

и 
	

то 



есть автоморфизм Нагаты алгебры  над . По следствию 2.4 автоморфизм Нагаты  алгебры  над  является диким. Следовательно,  является диким, так как его гомоморфный образ является диким. Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2.3 полностью проходит и для свободных неассоциативных коммутативных алгебр. Следовательно, автоморфизм 

	

свободной неассоциативно-коммутативной алгебры ранга два над евклидовым кольцом  также является диким.

[bookmark: _Toc85729726]2.2 Структура амальгамированного свободного произведения в группах автоморфизмов -многообразия алгебр
В подразделе 2.2.1 определен широкий класс -многообразий алгебр и доказано, что группа ручных автоморфизмов свободных двупорожденных алгебр любого -многообразия алгебр над произвольной областью целостности допускает структуру амальгамированного свободного произведения. Основные результаты подраздела 2.2.2 заключаются в следующем: доказана сократимость ручных автоморфизмов свободных алгебр от двух переменных -многообразий алгебр над произвольным евклидовым кольцом; доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов двупорожденной свободной алгебры -многообразий алгебр над конструктивным евклидовым кольцом; построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры ранга два любого -многообразия алгебр над произвольным евклидовым кольцом.

[bookmark: _Toc85729727]2.2.1 О группе ручных автоморфизмов двупорожденных свободных алгебр
Пусть  – произвольная область целостности. Пусть  – произвольное однородное многообразие алгебр и пусть  – свободная алгебра этого многообразия от переменных  над  Через  обозначим стандартную функцию степени на , то есть  для .
Многообразие  назовем -многообразием, если выполняются следующие два условия:
1) алгебра  является свободным -модулем с базой состоящей из неассоциативных слов;
2) для любого ненулевого  с ненулевой линейной частью и для любых однородных  с условием  и  имеем 

	  
и 


Примерами -многообразий алгебр являются:
1. Многообразие ассоциативно коммутативных алгебр.
2. Многообразие ассоциативных алгебр.
3. Многообразие альтернативных алгебр является -многообразием так как любая двупорожденная альтернативная алгебра является ассоциативной (по теореме Артина [39, с. 51]).
4. Многообразие йордановых алгебр (по теореме А.И. Ширшова [40, с. 152]).
5. Многообразие всех алгебр (А.И. Жуков [41, c. 475], А.Г. Курош [12, с. 259]).
6. Многообразие всех коммутативных алгебр (А.И. Ширшов [13, с. 85]).
7. Многообразие алгебр Лейбница (Ж.-Л. Лодей и Т.Пирашвили (J.-l. Loday, T. Pirashvili) [42, р. 145]).
Пусть  – произвольное -многообразие алгебр над  и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  Обозначим через  автоморфизм алгебры  такой, что .
Пусть  – произвольная фиксированная система представителей (включающая единицу) левых смежных классов группы  по подгруппе , где  – группа аффинных автоморфизмов алгебры  и  – группа треугольных автоморфизмов алгебры .
Пусть  идеал алгебры  порожденный элементом  Множество автоморфизмов 

	

является системой представителей левых смежных классов  по подгруппе 
Лемма 2.3 Любой ручной автоморфизм  алгебры  разлагается в произведение вида 

	,	(2.4)

где   
Доказательство. Любой ручной автоморфизм  представляется в виде 



где  - элементарные автоморфизмы. Любой элементарный автоморфизм имеет вид 



где  Следовательно, имеем 


где 
Докажем индукцией по , что  представляется в виде произведения (2.4) c 
Известно, что автоморфизм  записывается в виде  где  Тогда 



где  Имеем 



По индуктивному предположению произведение 



записывается в виде 

	

Следовательно, 
	

Если  то полученное представление имеет вид (2.4), где

.

Рассмотрим случай  Так как  то 





Поскольку  то по индуктивному предположению  записывается в виде (2.4). Лемма доказана.
Если  то положим 



Для каждого  положим 

                 (2.5)
Лемма 2.4 Для каждого автоморфизма  из (2.5) имеет место неравенство 





Доказательство. Доказательство проведем индукцией по . Пусть  и 

Тогда 



Так как  и по определению -многообразие, имеем 



Следовательно, 


и
.

Допустим, что утверждение верно для всех автоморфизмов . Положим 



По предположению индукции  и 



Пусть 



где  не равен нулю. Если  то  Следовательно, имеем

.

Получим, что

.
Пусть 



То имеем 





В силу того, что  и , то, по определению -многообразия, имеем 





Следовательно, 

 
и
.

Лемма доказана.
Лемма 2.5 Разложение (2.4) автоморфизма  из леммы 2.3 является однозначным. 
Доказательство. Достаточна показать, что 

,

где 
Допустим, что



Отсюда получаем 

                 

Положим 


Тогда, по лемме 2.4  Так как  то  и  Это противоречит (2.6). Лемма доказана.
Теорема 2.4 Пусть  – произвольное -многообразие алгебр и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над . Тогда группа ручных автоморфизмов алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой  т.е. 

	

Доказательство. Так как  системы левых смежных классов  и  по подгруппе  то по лемме 2.3 любой ручной автоморфизм представим в виде (2.4). По лемме 2.5 такое представление является однозначным. Согласно [43, с. 211], имеем 

	

где  Теорема доказана.

[bookmark: _Toc85729728][bookmark: GrindEQpgref5f7557063]2.2.2 О сократимости ручных автоморфизмов и дикие автоморфизмы
Пусть  – свободная алгебра -многообразия  от двух переменных  над евклидовым кольцом  Обозначим через  множество всех неассоциативных слов алфавита  Каждое неассоциативное слово  где , имеет единственное представление в виде , где  и  неассоциативные слова меньшей длины и 

	

Положим, что  Пусть  и  два произвольных элемента из  Мы говорим, что , если  Если    тогда , если  или  и .
Так как алгебра  является свободным -модулем с фиксированным базисом  состоящим из неассоциативных слов, то каждый ненулевой элемент  записывается однозначно в виде

	

Слово  называется старшим словом (мономом) , а  называется старшим коэффициентом . Обозначим их через  и  соответственно. Через  обозначим старший член элемента  Через  обычно будем обозначать старшую однородную часть  по отношению к функции степени 
Пусть  – произвольный элемент из . Положим 
	

и назовем  показателем элемента 
Пусть  – автоморфизм алгебры . Тогда показателем автоморфизма  назовем 



где  и 
Заметим, что  – инвариантно относительно перестановки компонент автоморфизма, т.е. 

	

Имеем 

	

где  – тождественный автоморфизм. Более того,  тогда и только тогда, когда элементы  имеют следующий вид:
 


или 



где  и 
Обозначим через  лексикографический порядок на множестве . Заметим, что множество  линейно упорядочено относительно .
Элементарным преобразованием системы элементов  называется замена одного элемента  на элемент вида  где 
Запись 

	

означает, что система элементов  получена из системы элементов  одним элементарным преобразованием.
Если  – ручной автоморфизм алгебры , то существует последовательность элементарных преобразований вида

	

Автоморфизм  называется  элементарно -сократимым (или   допускает элементарное -сокращение), если существует автоморфизм  такой, что  и  Будем говорить, что автоморфизм  является элементарным -сокращением автоморфизма 
Лемма 2.6 Пусть  – автоморфизм алгебры  Если старшие слова элементов  линейно зависимы, то автоморфизм  является элементарно -сократимым.  
Доказательство. Так как  то без ограничения общности предположим, что  По определнию евклидового кольца существуют  такие, что  и либо  либо  Рассмотрим элементарное преобразование 

	

Имеем  Следовательно,  и автоморфизм  является элементарно -сократимым. Лемма доказана.
Характеризацию ручных автоморфизмов алгебры  дает следующая теорема.
Теорема 2.5 Пусть  – ручной автоморфизм алгебры . Если 

	

то автоморфизм  является элементарно -сократимым. 
Доказательство. По лемме 2.3 автоморфизм  записывается в виде (2.4). Рассмотрим случай когда  Тогда 

	

Положим 

	

Если  то 

	

Так как , то по лемме 2.4 имеем  следовательно,  Поскольку  то автоморфизм  является элементарно -сократимым.
Допустим, что 



Положим 
,



Тогда  по лемме 2.4. Следовательно, 

	

Более того, 

	

Если  то  и по лемме 2.6 автоморфизм  элементарно -сократим.
Если , то 



и  Тогда имеем, что автоморфизм 

	

является элементарным -сокращением 
Если  то этот случай симметричен предыдущему. Теорема доказана.
Из непосредственного анализа доказательства теоремы 2.5 вытекают следующие следствия.
Следствие 2.5 Пусть  – ручной автоморфизм алгебры  и  Тогда найдется  такое, что 

	

Следствие 2.6 Ручные и дикие автоморфизмы алгебры  над конструктивным евклидовым кольцом  алгоритмически распознаваемы. 
Доказательство. Проведем индукцию по показателю  автоморфизма  Если  то  имеет вид (2.7) или (2.8). Следовательно, автоморфизм  является линейным. Так как любая обратимая матрица над евклидовым кольцом является произведением элементарных и диагональных матриц [44, с. 52], то линейные автоморфизмы являются ручными.
Если автоморфизм  не является элементарно -сократимым, то  является диким по теореме 2.5. Пусть  ручной. Если , то по лемме 2.6 автоморфизм  элементарно -сократим. Поэтому без ограничение общности можно считать, что  По следствию 2.5 найдется  такое, что  Тогда по условия -многообразие имеем 



Это неравенство позволяет оценить степень многочлена  с условием  Если  то можно построить  такое, что  Тогда автоморфизм  является элементарным -сокращением автоморфизма  Имеем  Очевидно,  является ручным тогда и только тогда, когда  является ручным автоморфизмом. Индукция по  завершает доказательство. 
Рассмотрим построение обобщение автоморфизма Нагаты которое было представлено в 2.1.3

	

где 
Следствие 2.7 Автоморфизм Нагаты 

	

как автоморфизм алгебры  над  является диким.  
Доказательство. Достаточно показать, что  не является элементарно -сократимым. Допустим, что  является элементарно -сократимым.
Пусть  Имеем 

	

Если  является ручным, то по следствию 2.5 найдется  такое, что  Отсюда по следствию 2.6 
В подалгебре  только произведение  имеет степень 4 по  Так как  линейно не выражается через  то  не принадлежит подалгебре  Следовательно, автоморфизм  не является элементарно -сократимым и не является ручным по теореме 2.5.
Рассмотрим случай когда  Тогда 

	

Если  является ручным, то по следствию 2.5 найдется  такое, что  В подалгебре  только произведение 

	

имеет степень 3 по  Так как



линейно не выражается через  то  не принадлежит подалгебре  Следовательно, автоморфизм  не является элементарно -сократимым и не является ручным по теореме 2.5. 

[bookmark: _Toc85729729]2.3 Линеаризация автоморфизмов и триангуляция дифференцирований свободных алгебр ранга 2
В подразделе 2.3.1 определен класс -многообразий алгебр, который является обобщением класса всех известных многообразий алгебр, где группы автоморфизмов двупорожденных свободных алгебр над полем ручные и допускают структуру амальгамированного свободного произведения. В частности, многообразия ассоциативно-коммутативных алгебр, ассоциативных алгебр, алгебр Пуассона и шрайеровы многообразия являются -многообразиями. Доказано, что многообразие правосимметричных алгебр также является -многообразием. Неизвестно, будут ли все автоморфизмы двупорожденных свободных алгебр -многообразий над полем ручными. В частности, этот вопрос остается открытым для свободных двупорожденных алгебр Новикова. В подразделе 2.3.2 доказано, что группа ручных автоморфизмов двупорожденных свободных алгебр -многообразий над полем допускает структуру амальгамированного свободного произведения. В подразделе 2.3.3 и в подразделе 2.3.4 доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов и триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободной алгебры от двух переменных любого -многообразия алгебр над произвольным полем нулевой характеристики, соответственно. Как следствие этого, доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов и триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободной ассоциативной, свободной правосимметричной, свободной неассоциативной и свободной коммутативной алгебр ранга два над полем нулевой характеристики.

[bookmark: _Toc85729730]2.3.1 -многообразия алгебр
Пусть  – произвольное поле и пусть  – произвольное однородное многообразие алгебр над полем . Через  будем обозначать свободную алгебру этого многообразие от переменных . Через  обозначим стандартную функцию степени на , то есть  для .
Многообразие  назовем -многообразием, если выполняются следующее условие: для любого ненулевого  и для любого ненулевого  имеем 
	

Очевидными примерами -многообразий алгебр являются:
1. Многообразие ассоциативно-коммутативных алгебр.
2. Многообразие ассоциативных алгебр [10, р. 628].
3. Многообразие алгебр Пуассона [8, р. 3326].
4. Многообразие всех неассоциативных алгебр.
5. Многообразие всех коммутативных алгебр.
Напомним, что алгебра  над произвольным полем  называется прямосимметричной, если она удовлетворяет тождеству



Пусть  – конечный алфавит. Через  обозначим множество всех неассоциативных слов в алфавите . Через  будем обозначать также функцию степени на  такую, что  для всех . Каждое неассоциативное слово  степени  единственным образом представляется в виде , .
Положим . Пусть  и  – произвольные элементы . Положим , если . Пусть , , , то положим , если  или  и .
Слово называется плохим, если оно содержит подслово вида , где  и . Слово называется хорошим, если оно не плохое. Через  обозначим множество всех хороших слов в алфавите .
Через  обозначим свободную правосимметричную алгебру от переменных  над полем . Согласно [46] множество всех хороших слов  формирует линейный базис . Каждый ненулевой элемент  из  единственным образом представляется в виде 

	

где ,  для всех  и . Слово  называется старшим словом элемента  и обозначается через .
Для каждого  через  обозначим оператор правого умножения на , действующий в , т.е.  для всех . В частности, если , то 

	

В [9, р. 247-248] доказаны следующие утверждения.
Лемма 2.7 [9, р. 247] Произвольное хорошее слово  единственным образом представляется в виде 



где  для всех  и . 
По определению хорошего слова очевидна справедливость обратного утверждения леммы 2.7, т.е.
Лемма 2.8 Пусть  и 

	

где  для всех  и . Тогда  - хорошее слово. 
Лемма 2.9 [9, р. 247] Пусть  и  – произвольные хорошие слова и предположим, что . Тогда 

	

где  
Следствие 2.8 [9, р. 248] Пусть , то . 
Лемма 2.10 [9, р. 248] Пусть  – произвольные хорошие слова алгебры . Если , то  и . 
Следствие 2.9 [9, р. 248] Если , то . 
Лемма 2.11 Пусть  – хорошие слова алгебры ,  – хорошое слово алгебры  и . Тогда
1) ;
2) .
Доказательство. Справедливость первого утверждения леммы очевидна при . Пусть . Докажем оба утверждения леммы параллельно индукцией по .
По лемме 2.7 , где  и . Если , то  и 



Так как , то  – хорошее слово.
Так как , то неравенство  возможно только при . Тогда .
Предположим, что утверждения леммы справедливы для всех значений меньших чем . Пусть

, ,

и 
, .
Имеем 



По индуктивному предположению  – хорошие слова и , тогда согласно лемме 2.8  – хорошее слово.
Так как , то выполняется одно из следующих условий:
 , тогда . Следовательно, ;
 ,  или же  и . По индуктивному предположению  или  и . Следовательно, . Следствие доказано.
Следствие 2.10 Пусть , . Тогда . 
Доказательство. По следствию 2.9 и лемме 2.11 имеем . Следствие доказано.
Предложение 2.2	 Многообразиe правосимметричных алгебр являeтся
 -многообразиeм. 
Несложно показать, что утверждение следствия 2.10 также справедливо для свободных неассоциативных и свободных коммутативных алгебр ранга 2 над полем . Следовательно, многообразия всех неассоциативных и всех коммутативных алгебр являются -многообразиями.

[bookmark: _Toc85729731][bookmark: GrindEQpgref5f7555bf3]2.3.2 Амальгамированное свободное произведение в группах ручных автоморфизмов
Пусть  – произвольное поле. Пусть  – произвольное -многообразие алгебр над  и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  Пусть также  – группа автоморфизмов алгебры . Через  обозначим автоморфизм алгебры  такой, что . Автоморфизмы вида 

	

	

где , , , называются элементарными. Подгруппа  группы , порожденная всеми элементарными автоморфизмами, называется подгруппой ручных автоморфизмов. Не ручные автоморфизмы называются дикими.
Для автоморфизма  определим степень, общую степень и бистепень, полагая, соответственно 




Если 



то произведение в  определяется следующей формулой: 



Пусть  – группа аффинных автоморфизмов алгебры , т.е. группа автоморфизмов вида 



где ,  – группа треугольных автоморфизмов алгебры , т.е. группа автоморфизмов вида 



где , и пусть .
Запись  в доказательствах следующих нескольких лемм означает, что  – однородный элемент степени  по отношению к функции степени  от одной переменной . Ясно, что .
Лемма 2.12  a) Система элементов 



является системой представителей левых смежных классов  по подгруппе .
Система элементов 



является системой представителей левых смежных классов  по подгруппе . 
Доказательство. Проверим условие a). Пусть . Мы должны показать, что для любого  найдутся  такие, что .
Если , где , то положим

, .

Тогда  представляется в виде 



Если , то , , т.е. .
Допустим ,  и , тогда 



Отсюда следует, что  тогда и только тогда, когда . Следовательно, .
Теперь проверим условие b). Пусть  и . Мы должны показать, что для любого  найдутся  такие, что . Положим , , где . Тогда  представляется в виде 



Допустим   и . Тогда имеем 

	

Отсюда следует, что  тогда и только тогда, когда . Следовательно, . Лемма доказана.
Лемма 2.13 Пусть  – множества, определенные в лемме 2.12. Тогда любой ручной автоморфизм  алгебры  разлагается в произведение вида 

		   (2.9)

где

, , .

Доказательство. Очевидно, что 

	

где
, ,


где 

,

,

т.е. любой элементарный автоморфизм имеет вид 

	

где , .
Любой ручной автоморфизм  представляется в виде композиции элементарных автоморфизмов , т.е. 

	

Следовательно, имеем 

	

где , .
Докажем индукцией по , что  представляется в виде произведения (2.9) с .
Согласно лемме 2.12 автоморфизм  записывается в виде , где , . Тогда 

	

Пусть , . Тогда 

	

Через  обозначим часть степени меньше чем два элемента . Пусть . Ясно, что  и . Обозначим  через . Тогда 

	

где
.

Имеем 

	

По индуктивному предположению произведение 

	

записывается в виде 

	

Следовательно, 

	

Если , то полученное представление имеет вид (2.9). Теперь рассмотрим случай когда . Так как , то 

	



Поскольку , то по индуктивному предположению  записывается в виде (2.9). Лемма доказана.
Лемма 2.14 Пусть  – автоморфизм алгебры , представимый в виде произведения 

	

где ,  для всех . Если

, 

для всех , то 

	

	 если 
и 
	 если 
Доказательство.  Утверждение леммы докажем индукцией по . Если , то  и 

	

	

Предположим, что утверждение леммы выполняется для . Положим 

	

По индуктивному предположению имеем 

	

	

Тогда 

	



Применяя  к , получим 

	

Тогда 
	
 
	

Далее, 

	

Следовательно, 

	

	

Напомним, что  и  Так как  - свободная алгебра -многообразия, то 
	

Следовательно, 
	

	

Что и требовалось доказать. Лемма доказана.
Лемма 2.15 Разложение (2.9) автоморфизма  из леммы 2.13 является однозначным. 
Доказательство. Достаточно показать, что 

	

при , , , .
Докажем от противного. Допустим, что 

	

Тогда 

		(2.10)

Согласно лемме 2.14 автоморфизм 

	
имеет степень 

	

Правую часть равенства (2.10) обозначим через , т.е. 

	

Ясно, что  и . Следовательно, , что противоречит равенству (2.10). Лемма доказана.
Теорема 2.6 Пусть  – произвольное -многообразие алгебр и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над . Группа ручных автоморфизмов алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой , т.е. 



Доказательство. Так как  и  – системы левых смежных классов  и  по подгруппе , соответственно, то по лемме 2.13 и лемме 2.15 любой ручной автоморфизм алгебры  однозначно представляется в виде (2.9), т.е. . Теорема доказана.
Следствие 2.11 Пусть  – одно из следующих многообразий: либо правосимметричных, либо неассоциативных, либо коммутативных алгебр, и  – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над . Группа автоморфизмов алгебры  является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов  и треугольных автоморфизмов  с объединенной подгруппой , т.е. 
	


[bookmark: _Toc85729732]2.3.3 Линеаризация автоморфизмов
Пусть  – произвольное поле. Пусть  – произвольное -многообразие алгебр над  и  – свободная алгебра этого многообразия от переменных 
Подгруппа  группы  называется локально-конечной, если для любого конечномерного подпространства  пространство  является конечномерным.
Лемма 2.16 Пусть  – подгруппа группы . Если  – конечномерное пространство для , то  - локально-конечная подгруппа. 
Доказательство. Пусть  - любое конечномерное подпространство алгебры  и  – ее базис. Так как  - конечномерное пространство, то найдется такое целое , что  для любого  и любого . Так как в алгебре  базисных элементов степени меньше чем  конечное число, то  - конечномерное пространство. Лемма доказана.
Теорема 2.7  Пусть  – произвольное -многообразие алгебр,  -свободная алгебра этого многообразия от двух переменных  над  и  - локально-конечная подгруппа группы . Тогда  сопряжена с подгруппой  или . 
Доказательство. Пусть . Так как  - локально-конечная подгруппа группы , то  - конечномерное подпространство алгебры . Пусть , где  пробегает . Итак,  конечно. Следовательно,

	 для всех 

По теореме 2.6 группа  является амальгамированным свободным произведением группы аффинных  и группы треугольных  автоморфизмов по их пересечению. Тогда каждый элемент  группы  можно записать как 
		(2.11)

где  для всех  и  для всех . По лемме 2.14 

	

Отсюда следует, что 

	

Применяя последнее неравенство к  и учитывая, что , имеем 

		(2.12)

Определим длину элемента группы  как минимальное число элементов  необходимых для выражения его в виде свободного произведения. Из (2.11) имеем, что длина . Итак, используя (2.12), получаем длина 



для всех 
Справедливость утверждения данной теоремы следует из следующего результата о подгруппах амальгамированных свободных произведений [47]: Пусть  – абстрактная группа, которая является амальгамированным свободным произведением своих подгрупп  и  по их пересечению. Если  – подгруппа группы  ограниченной длины, то  является сопряженной либо к подгруппе  либо к подгруппе . Теорема доказана.
Следуя Шафаревичу (I.R. Shafarevich) [4, р. 210] и Камбаяши (T. Kambayashi) [18, р. 448] на  можно ввести возрастающую фильтрацию алгебраических множеств. Это позволяет нам рассматривать  как бесконечномерную алгебраическую группу в смысле Шафаревича (I.R. Shafarevich) [4, р. 210]. Действительно, для каждого положительного целого числа  положим 



Используя те же рассуждения, что и Камбаяши (T. Kambayashi) [18, р. 448], несложно показать справедливость следующих утверждений.
Утверждение 2.1 Множество  имеет структуру алгебраического множества.  является замкнутым алгебраическим подмножеством алгебраического множества  для каждого . 
Утверждение 2.2 Группа автоморфизмов  является бесконечномерной алгебраической группой в смысле Шафаревича (I.R. Shafarevich) [4, р. 210]. 
Согласно Камбаяши (T. Kambayashi) [18, р. 448] алгебраической подгруппой группы  называется абстрактная подгруппа группы , которая также является замкнутым подмножеством множества  для некоторого . Действие алгебраической группы  на  может быть определено как гомоморфизм  при котором образ  является алгебраической подгруппой группы .
-модуль  называется неприводимым или простым, если он не имеет собственных не нулевых -подмодулей. -модуль  называется вполне приводимым или полупростым, если для каждого -подмодуля  -модуля  существует дополняющий -подмодуль  -модуля  такой, что . Алгебраическая подгруппа  группы  называется (линейно) редуктивной, если каждый конечномерный -модуль является вполне приводимым.
Напомним также, что автоморфизм  называется линеаризуемым, если существует  такой, что .
Следствие 2.12 Любая редуктивная группа ручных автомофизмов двупорожденной свободной алгебры  -многообразия над полем нулевой характеристики линеаризуема. 
Доказательство. Пусть  – редуктивная группа ручных автомофизмов алгебры . По теореме 2.7  сопряжена с подгруппой  или . Так как любая подгруппа группы  не является редуктивной, то подгруппа  линеаризуема. Следствие доказано.
Как уже было отмечено выше, автоморфизмы свободных алгебр Ли и свободных антикоммутативных алгебр от двух переменных являются линейными. А линеаризация автоморфизмов свободных ассоциативных алгебр и свободных алгебр Пуассона ранга 2 изоморфна линеаризации автоморфизмов алгебры многочленов  над полем нулевой характеристики.
Следствие 2.13 Любая редуктивная группа ручных автомофизмов двупорожденной свободной ассоциативной алгебры над полем нулевой характеристики линеаризуема.
Следствие 2.14 Любая редуктивная группа ручных автомофизмов двупорожденной свободной правосимметричной алгебры над полем нулевой характеристики линеаризуема.
Следствие 2.15 Любая редуктивная группа ручных автомофизмов двупорожденной свободной неассоциативной, свободной коммутативной алгебр над полем нулевой характеристики линеаризуема.

[bookmark: _Toc85729733][bookmark: GrindEQpgref5f7555bf5]2.3.4 Триангуляция локально-нильпотентных дифференцирований
Теорема 2.8 Любое локально-нильпотентное дифференцирование  двупорожденной свободной алгебры  -многообразия такое, что , триангулируемо в случае поля нулевой характеристики. 
Доказательство. Пусть  – произвольное локально-нильпотентное дифференцирование алгебры  такое, что отображение  является ручным автоморфизмом алгебры  [48]. Так как  – локально-нильпотентное дифференцирование, то существует целое положительное число  такое, что . Следовательно,  является локально-конечным ручным автоморфизмом и по теореме 2.7 он триангулируем, т.е. существует  такой, что . Далее, 

	



Отсюда следует, что . Теорема доказана.
Как отмечалось выше, в работе [22, р. 385] Р. Ренчлер (R. Rentschler) доказал, что локально-нильпотентные дифференцирования алгебры многочленов от двух переменных над полем нулевой характеристики являются триангулируемыми. Аналог этого результата для свободных алгебр Пуассона был доказан в работе [8, р. 3338].
Следствие 2.16 Любое локально-нильпотентное дифференцирование свободной ассоциативной алгебры ранга 2 над полем нулевой характеристики триангулируемо. 
Следствие 2.17 Любое локально-нильпотентное дифференцирование свободной правосимметричной алгебры ранга 2 над полем нулевой характеристики триангулируемо. 
Следствие 2.18 Любое локально-нильпотентное дифференцирование свободной неассоциативной, свободной коммутативной алгебр ранга 2 над полем нулевой характеристики триангулируемо. 
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3 АВТОМОРФИЗМ АНИКА ТРЕХПОРОЖДЕННЫХ АЛГЕБР ЛИ НАД ЕВКЛИДОВЫМ КОЛЬЦОМ 

Данный раздел посвящен исследованию групп автоморфизмов свободных алгебр Ли ранга 3 над произвольным евклидовым кольцом.
В подразделе 3.1 приведены некоторые необходимые определения и факты о структуре свободных алгебр Ли над кольцами. В подразделе 3.2 доказано, что группа ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли (и свободной антикоммутативной алгебры) от трех переменных над произвольной областью целостности допускает структуру амальгамированного свободного произведения. В 1964 году П. Кон (P. Cohn) [10, р. 627] доказал, что автоморфизмы конечно порожденных свободных алгебр Ли над произвольным полем являются ручными. Следовательно, группа автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над произвольным полем представляется в виде амальгамированного свободного произведения. Благодаря полученным результатам в подразделе 3.3 удалось установить сократимость ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над произвольным евклидовым кольцом и доказать алгоритмическую распознаваемость ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли (и свободной антикоммутативной алгебры) от трех переменных над конструктивным евклидовым кольцом. В подразделе 3.4 построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры Ли ранга 3 над евклидовым кольцом. 

[bookmark: _Toc85729735]3.1 О структуре свободных алгебр Ли над кольцами
Пусть  – произвольная область целостности. Множество всех обратимых элементов  обозначим через . Обозначим через  свободную алгебру Ли с множеством свободных порождающих  над . Положим . Обозначим через  множество всех неассоциативных слов в алфавите .  Длиной неассоциативного слова  называется число вхождений в него элементов множества , она обозначается через . Каждое неассоциативное слово  длины  имеет единственное представление в виде , где  [39, с. 10].
В работе А.И. Ширшова [14, с. 448] доказано, что  является свободным -модулем на множестве правильных слов. Этот результат позволяет рассматривать  как -подмодуль свободной алгебры Ли  над полем частных  кольца .
Будем говорить, что неассоциативное слово  имеет тип , где  – множество неотрицательных целых чисел, если неассоциативное слово  содержит  ровно  раз. Число  будем называть степенью монома  по  и будем обозначать как . Положим

.

Более того, для любого  определим -степенную функцию  полагая 



Если , где , то положим 



Таким образом, любое  определяет градуировку 



где  – линейная оболочка слов степени  по . Каждый ненулевой элемент  однозначно представляется в виде 



Элемент  называется старшей однородной частью элемента  по отношению к степени . Если , то  совпадает с . Через  будем обозначать старшую однородную часть  по отношению к функции степени .
Для элементов  через  будем обозначать -подалгебру порожденную этими элементами. Если   – свободная алгебра Ли от порождающих , то множество элементов  называется Ли-независимым (Ли-свободным).
Напомним, что многообразие алгебр Ли над полем  является нильсеновым, т.е., если элементы  алгебры   – Ли-зависимы, то найдется  такой, что .
В статье Дж. Левин (J. Lewin) [11, р. 560] показано, что произвольное однородное многообразие алгебр является шрайеровым тогда и только тогда, когда оно является нильсеновым.
Следующий факт является общеизвестным [49]. 
Следствие 3.1 Элементы  алгебры  Ли-зависимы тогда и только тогда, когда  линейно зависимы над .
Доказательство. Пусть  – ненулевые Ли-зависимые элементы алгебры . Тогда они остаются Ли-зависимыми в алгебре Ли  над полем частных  кольца . В cилу нильсеновости многообразия алгебр Ли над полем, имеем  или , где  обозначает -подалгебру порожденную элементом .
Так как  для любого  в алгебре Ли, то, отсюда получаем  или , где . Допустим . Рассмотрим элементы . Тогда 


Так как элементы  снова являются Ли-зависимыми, то, как и выше, имеем  или . Это возможно только при . Следствие доказано.
Утверждение следующей леммы также хорошо известно [49, с. 79].
Лемма 3.1  Пусть  и . Тогда если    Ли-независимы, то .
Доказательство. Положим , где . Пусть  такое, что . Положим  и рассмотрим в алгебре  функцию степени . Тогда , где   – старшая однородная часть  относительно  и . Пусть . Заметим, что  для всех , где   – старшая однородная часть  по . Тогда 

	

	

где . Так как   Ли-независимые, то  не равен нулю и имеет степень  в cилу выбора . Следовательно, 

.

Лемма доказана.
Следствие 3.2  Пусть  – Ли-независимые элементы алгебры . Тогда для любого  имеет место неравенство 



Доказательство. Заменяя  на поле частных , можно считать, что  является полем. Если   линейно независимы, то они являются также Ли-независимыми по следствию 3.1. По лемме 3.1 имеем . Более того, каждый моном  содержит  и , так как . Повторяя рассуждения приведенные в доказательстве леммы 3.1, получаем 



Пусть , . Положим . Имеем  и, очевидно, найдется  такой, что . Так как , то элементы  и  линейно независимы. Применяя рассуждения предыдущего абзаца, имеем 



Утверждение следствия выполняются в обоих случаях. Следствие доказано.
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Пусть  – группа всех автоморфизмов свободной алгебры Ли  над произвольной областью целостности . Через  обозначим автоморфизм алгебры  такой, что , где .
Автоморфизм  алгебры  называется элементарным, если найдется  такое, что  и  для всех , где

.

Подгруппа  группы  порожденная всеми элементарными автоморфизмами называется подгруппой ручных автоморфизмов. Автоморфизм  называется ручным, если , иначе  называется  диким.
Далее всюду будем рассматривать трехпорожденную свободную алгебру Ли . Пусть  – подгруппа линейных автоморфизмов группы . Через  обозначим подгруппу группы автоморфизмов алгебры  вида 



где . Очевидно,  является автоморфизмом тогда и только тогда, когда  и 



Лемма 3.2  Cистема элементов 



является системой представителей левых смежных классов группы  по подгруппе .
Доказательство. Любой элемент  имеет вид 



где  и . Тогда , где 





Очевидно, .
Пусть теперь  и . Если  и , то 





поскольку . Лемма доказана.
Пусть  – произвольная фиксированная система представителей (содержащая единицу) левых смежных классов группы  по подгруппе .
Лемма 3.3  Любой ручной автоморфизм  представим в виде 

		

где .
Доказательство. Любой ручной автоморфизм  представляется в виде 



где  – элементарные автоморфизмы. Любой элементарный автоморфизм имеет вид 



где .
Следовательно, имеем 



где . Индукцией по  докажем, что  представляется в виде (3.1) с . Имеем , где . Тогда 


где . Следовательно, 



По индуктивному предположению произведение 



записывается в виде 



Следовательно, 



Если , то полученное представление имеет вид (3.1). Пусть . Так как , то

	



Поскольку , то по индуктивному предположению  записывается в виде (3.1). Лемма доказана.
Если , то положим 

	

Рассмотрим представление  в виде (1). Для каждого  положим 

	

Лемма 3.4  Для каждого автоморфизма  из (3.2) имеет место неравенство 





Доказательство. Доказательство данной леммы проведем индукцией по . Пусть  и 


Тогда 





Так как  линейные и линейно независимые, то 

	

Следовательно, имеем 



и



Допустим, что утверждение леммы верно для всех автоморфизмов , где . Положим 

	

По предположению индукции имеем 

	

и



Пусть 



Тогда хотя бы один из элементов  и  не равны нулю, так как . Имеем 




Следовательно, .
Пусть 



Тогда 



.

Так как компоненты 

	

являются Ли-независимыми, то по следствию 3.2 получаем следующее неравенство 





Следовательно,

 

и 

.

Лемма доказана.
Лемма 3.5 Представление (3.1) автоморфизма  из леммы 3.3 является однозначным.
Доказательство. Достаточно показать, что 

	

при , , , .
Докажем от противного. Допустим 

	

Тогда имеем 
		  

Согласно лемме 3.4 автоморфизм 

	

имеет степень 

	

т.е. автоморфизм в левой части равенства (3.3) не является линейным. Это противоречит равенству (3.3), так как правая часть равенства (3.3) является линейной. Лемма доказана.
Теорема 3.1 Пусть  – произвольная область целостности. Группа ручных автоморфизмов  алгебры  является свободным произведением подгруппы линейных автоморфизмов  и подгруппы  с объединенной подгруппой , т.е. 

	

Доказательство. Поскольку  и  – системы левых смежных классов  и  по подгруппе , то по лемме 3.3 любой ручной автоморфизм алгебры  представляется в виде (3.1). По лемме 3.5 такое представление является однозначным. Это означает [43, с. 211], что 

	

Теорема доказана.
В работе Кона (P. Cohn) [10, р. 625] доказано, что . Следовательно справедлива следующая теорема.
Теорема 3.2 Пусть  – произвольное поле. Группа автоморфизмов  алгебры  является свободным произведением подгруппы линейных автоморфизмов  и подгруппы  с объединенной подгруппой , т.е. 
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Пусть   – свободная алгебра Ли от трех переменных над евклидовым кольцом . Введем линейный порядок  на множестве  неассоциативных слов. Положим . Если , то положим , если выполняется одно из следующих условий:
(iii) 
(iv) Если  и , то  или  и .
По теореме А.И. Ширшова свободная алгебра Ли  является свободным -модулем с базой , состоящей из правильных неассоциативных слов [14, с. 445]. Каждый ненулевой элемент  записывается однозначно в виде



Слово  называется старшим словом (мономом) , а  называется старшим коэффициентом . Обозначим их через  и , соответственно. Через  обозначим старший член элемента .
Пусть  – произвольный элемент из . Положим 

	

и назовем  показателем элемента .
Пусть  – автоморфизм алгебры . Тогда показателем автоморфизма  назовем 

	

где  и .
Заметим, что  инвариантно относительно перестановки компонент автоморфизма. Имеем 

	

где   – тождественный автоморфизм. Более того, 

	

тогда и только тогда, когда элементы  совпадают с некоторой перестановкой элементов 

		

где  и .
Обозначим через  лексикографический порядок на множестве . Заметим, что множество  линейно упорядочено относительно .
Введем необходимые понятия и определения о сократимости автоморфизмов.
Элементарным преобразованием системы элементов  называется замена одного элемента  на элемент вида , где .
Запись 

	

означает, что система элементов  получена из системы элементов  одним элементарным преобразованием.
Если  – ручной автоморфизм алгебры , то существует последовательность элементарных преобразований вида

	



Автоморфизм  называется элементарно -сократимым (или  допускает элементарное -сокращение), если существует автоморфизм  такой, что  и . Будем говорить, что автоморфизм  является -элементарным сокращением автоморфизма .
Лемма 3.6  Пусть   – автоморфизм алгебры . Если старшие члены элементов  линейно зависимы, где , то автоморфизм  является элементарно -сократимым.
Доказательство. Без ограничения общности предположим, что  и  линейно зависимы, то есть , и пусть для определенности . По определению евклидового кольца существуют  такие, что  и либо , либо . Рассмотрим элементарное преобразование 

	

Имеем . Следовательно,  и автоморфизм  является элементарно -сократимым. Лемма доказана.
Характеризацию ручных автоморфизмов алгебры  дает следующее предложение.
Предложение 3.1 Пусть   – ручной автоморфизм алгебры . Если 

	

то автоморфизм  является элементарно -сократимым.
Доказательство. По лемме 3.5  однозначно записывается в виде (3.1). Рассмотрим случай когда . Тогда 

	
Положим 

	

Если , то 

	

По лемме 3.4, имеем

.

Следовательно, 

	

Поскольку  то автоморфизм  является элементарно -сократимым.
Допустим, теперь, что 

	

где имеем 

	

Положим 

.

Тогда, по лемме 3.4 . Следовательно, 

	
Имеем 





Если хотя бы два коэффициента из  ненулевые, то старшие слова хотя бы двух компонент автоморфизма  совпадают. Тогда  элементарно                                -сократим по лемме 3.6.
Без ограничение общности можно считать, что . Тогда из 
	

следует, что . Следовательно,  и .
Имеем 

	

То есть подалгебра порожденная элементами  совпадает с подалгеброй порожденной элементами 
Рассмотрим автоморфизм 



где 



и 
.

Поскольку , то автоморфизм  является элементарно -сократимым. Предложение доказано.
Непосредственный анализ доказательства предложения 3.1 дает
Следствие 3.3 Пусть  – ручной автоморфизм алгебры  и . Тогда найдется  такое, что 

	

Следствие 3.4 Ручные и дикие автоморфизмы алгебры  над конструктивным евклидовым кольцом  алгоритмически распознаваемы. 
Доказательство. Проведем индукцию по показателю  автоморфизма . Если , то  имеет вид (3.4). Следовательно, автоморфизм  является линейным. Так как любая обратимая матрица над евклидовым кольцом является произведением элементарных и диагональных матриц [44, с. 52], то линейные автоморфизмы являются ручными.
Если автоморфизм  не является элементарно -сократимым, то  является диким по предложению 3.1. Пусть  – ручной автоморфизм алгебры . Если  совпадают для некоторых , то по лемме 3.6 автоморфизм  допускает линейное -сокращение. Поэтому, без ограничения общности можно считать, что . Отсюда следует, что   линейно независимы. По следствию 3.3 найдется  такое, что . Заметим, что   Ли-независимы по следствию 3.1. Тогда по лемме 3.1 имеем 

	

Условие  легко проверяется, так как  Ли-независимы и однородны. Если , то легко построить  такое, что . Тогда автоморфизм  является элементарным -сокращением автоморфизма . Имеем . Очевидно,  является ручным тогда и только тогда, когда  является ручным автоморфизмом. Индукция по  завершает доказательство. 
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Пусть  – евклидово кольцо и . Положим, что  – поле частных кольца . В 2.1.3 было приведено построение автоморфизма Нагаты алгебры  над полем частных . Таким же образом был построен автоморфизм свободной неассоциативной алгебры ранга 2 над евклидовым кольцом. Однако метод построения этого автоморфизма не проходит для антикоммутативных алгебр, так как квадрат любого элемента в этой алгебре равен 0. Рассмотрим следующую последовательность преобразований троек элементов алгебры : 













Таким образом с помощью этих преобразовании, которые являются элементарными над , но не над , получен эндоморфизм 



алгебры .
Лемма 3.7 Эндоморфизм  алгебры  является автоморфизмом.
Доказательство. Пусть  Достаточно показать, что элементы  порождают всю алгебру . Непосредственные вычисления дают 







т.е. . Лемма доказана.
Теорема 3.2 Автоморфизм  алгебры  является диким.
Доказательство. Допустим, что автоморфизм 

	

является ручным. Имеем 

	

По следствию 3.3 найдется  такое, что . Тогда по лемме 3.1 получаем, что . В подалгебре  только произведение  имеет степень 3 по . Так как  линейно не выражается через , то  не принадлежит подалгебре . Полученное противоречие показывает, что автоморфизм  не является элементарно -сократимым. По предложению 3.1 он не является ручным. Теорема доказана.
Заметим, что доказательства теорем 3.1 и 3.2 полностью проходят и для свободных антикоммутативных алгебр. В частности, автоморфизм  свободной антикоммутативной алгебры ранга три над евклидовым кольцом  также является диким.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

[bookmark: GrindEQpgref574b159116]Диссертационная работа посвящена исследованию автоморфизмов и дифференцирований двупорожденных свободных неассоциативных алгебр и трехпорожденных свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами.
В диссертационной работе получены и опубликованы следующие результаты:
– построен пример дикого автоморфизма свободной неассоциативной алгебры и свободной коммутативной алгебры ранга два над произвольным евклидовым кольцом;
– определен широкий класс -многообразий алгебр и доказано, что группа ручных автоморфизмов свободных двупорожденных алгебр любого -многообразия алгебр над произвольной областью целостности допускает структуру амальгамированного свободного произведения;
– доказана сократимость ручных автоморфизмов свободных алгебр от двух переменных -многообразий алгебр над произвольным евклидовым кольцом;
– доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов двупорожденной свободной алгебры -многообразий алгебр над конструктивным евклидовым кольцом;
– построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры ранга два любого -многообразия алгебр над произвольным евклидовым кольцом;
– определен класс -многообразий алгебр, который является подклассом класса -многообразий алгебр, и доказано, что многообразие правосимметричных алгебр также является -многообразием;
– доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов свободной алгебры от двух переменных любого -многообразия алгебр над произвольным полем нулевой характеристики;
– доказана триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободных алгебр ранга два любого -многообразия алгебр над полем нулевой характеристики;
– как следствие двух последних результатов, доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов и триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободной ассоциативной, свободной правосимметричной, свободной неассоциативной и свободной коммутативной алгебр ранга два над полем нулевой характеристики;
– доказано, что группа ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли (и свободной антикоммутативной алгебры) от трех переменных над произвольной областью целостности допускает структуру амальгамированного свободного произведения;
– доказано, что группа автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над произвольным полем представляется в виде амальгамированного свободного произведения;
– доказана сократимость ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над произвольным евклидовым кольцом;
– доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех переменных над конструктивным евклидовым кольцом;
– построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры Ли (и свободной антикоммутативной алгебры) ранга 3 над евклидовым кольцом.
Работа носит теоретический характер. Использованные методы и полученные результаты могут быть применены для дальнейшего исследования свободных неассоциативных алгебр и свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами. А также результаты данной работы могут быть включены в специальные курсы по теории свободных неассоциативных алгебр и их автоморфизмов.
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